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Résolution d’un probléme aux limites dans la théorie
du mouvement non stationnaire dun fluide visqueux

par J. WoLSEA-BOCHENEKR (Warszawa)

1. Introduction. Dans la théorie du mouvement plan d'un fluide
visqueux on obtient 1’équation de la forme

0dy _ 3y ody oy ody
ot oy oz 9z oy

(1) vAdy— + &,

ol y(w,y,t), dite fonction du courant, est définie par les égalités v, —
= 0y[By, vy = —0y[0x, v, et v, étant les ecomposantes du vecteur de
vitesse du fluide. La fonction donnée @(z,y,1t) = rot,F, o F est
le vecteur des forces extérieures, v le coefficient de viscosité cinéma-
tique.

Dans ce travail nous nous proposons de trouver une fonetion y(z, v, t) )
qui & lintérieur du domaine borné D, limité par la courbe fermée C,
pour 0 <t < T satisfait & I’équation (1) et, sur le contour ¢ du do-
maine D, aux conditions limites suivantes:

(P, 1) =0,

ddy(P,t d
L)__{_a(}’,t)ﬁ—- +b(P, 1) dy(P, 1) = 0,
P

dan, P

@) O<t<T)

ou a(P,1) et b(P,t) sont des fonctions données, définies dans le domaine
[PeC, 0 <t <T]. Nous demandons en outre gue la fonetion (4, 1)
satisfasse & la condition initiale

v{4, 1)~ f(4)

3 .
si t->0, A4deD+C,

olt 1a fonection f(4) est donnée.
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On admet les hypothéses suivantes:

I. La ligne fermée €' a une tangente continue en tout point, et angle
que fait cette tangente avec une direction fixe satisfait & la condition
de Holder suivante:

l(saqll < 0'7‘“001 (% <a<x 1),

ol dgg, désigne l'angle que font les tangentes en deux points arbitraires
Q@ et @, de la courbe C.

II. La fonction donnée f(4) admet des dérivées troisiémes vérifiant
la. condition de Hélder et elle vérifie la condition limite

a4j(p) _

Af(P)::O) _d,;l‘_—oy

af () _
an =0.

HP) =0,

IIT. La fonction donnée & (, y,t) est continue par rapport au point
A(x,y) du domaine D, par rapport 4 la variable ¢ de Pintervalle 0 <t < T
et elle vérifie la condition de Holder suivante:

|D(4, 1) —B(4,,1)] < const-rl, (0 <h<1).
Ce fait a lieu si les composantes F, et F, du vecteur F des forces exté-
rieures posseédent des dérivées premiéres continues, vérifiant la condi-
tion de Holder par rapport au point A.

IV. Les fonctions donndes a (P, t) et b (P, t) sont continues et bornées
dans le domaine [PeC, 0 <t < T] et elles satisfont & la condition de
Holder suivante:

[a(P, ) —a(Py, )] < hglrdp,+[t— 1),
{b(P, D=b(P, 4)| < hb[Tg’Pl'[‘”_tﬂﬂ]:
o< f<22a—1, 0< <.

2. Résolution du probléme aux limites. En gappuyant sur les
résultats de notre travail [1], nous allons chercher la fonction inconnue
y(4, 1), vérifiant Péquation (1) et les conditions (2) et (3), sous la forme
d’une somme des potentiels suivants:

Op 0dy Oy ddy

0yp Owp Oy Oyp

i
1
@ v, =——[[fow,8, r>[~—~————~—-_-_]daﬁdr+.
0 D .

t
+wo(A,t)—I-féfw(A,t;Q, (@, T)dladf-f-d{MC(Q,t)dlm
H 740
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ol la fonetion connue y,(4,1) est donnde par ’expression

5)  vo(d,1) =%ff—1—exp[— %:—]f(B)duB——
D

i
1
—E—fffw(A,t;B,r)di(B, ) dogdr.
o D

Nous allons choisir les fonctions inconnues #(Q, 7) et £(Q, ) de telle fagon
que la fonction y (4, ) vérifie les conditions lmites (2).

En tenant compte des formules (46), (50), (89) du travail [1], nous
demandons done que les fonctions u(Q, 7) et £(Q, t) vérifient les équations
intégrales:

t
GOS‘}/QP
6 P, )+ | =L, Hdly = — P,4;0Q, , ) dlpd
6)  w( )ufrm £(Q, t)dlg nfofw( Q, (@, D) dlgdr+-

¢
1 oy 0dy dy 0dy
ta . o — —
+ i Jifw(Pa 3 B, 7) [6?],3 Er F7 %B]do'gdr ‘lpu(P’ t),

t 3 1
T ddw dow
TP, P = [ (222 ad
IR ,)+rraofu( ,T)dT ofaf . ,u(Q,r)dlgdr-]-aafbfanM(Q,r)dedr+

:
. d_(cosyer
+ bofcfdw w(@Q, v)dlgdr+ J%(W)[C(Q’”—“P’m%_

o frrdo[oy ody 9y 9dy
———-fff_ _— — ————|dogdr—
dn ) JJ dnp | Oyp Ougp ozg Oygm
i
1 daqa
__”f ® [_% 0y _ oy M'ﬂ]d@d,_
4 PR dnp | 0yp Oxg Oxg Oygm

i
b oy 0dy dy 6411,0]
— _. _ . dond
J[f a0l 5t v e Jaoate

a d
+ad—n;["l’o(Py 0]+ m[Aqao(P, 1)]-+b Ay (P, t).
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Daprés la théorie des équations intégrales de Volterra, la derniére équa-
tion du systéme (6) est équivalente & l’équa‘nion intégrale suivante:

69 u(®, 1) ~—-ff———,u(0, dedr—l-—f f——u (@, ) dlgdv+

Tpo

a ftff [ oy 04y Oy Mp]d i
- 22 T Y N dodt —
271520 d’ﬂ/p 8’!/3 6.7:B B{UB (71/3 B4T
lfffddw[aw.azlw dzp.ﬁAw dowd

2n* J 4 dnp LOyp Oup rp  Oyp 7BeT
¢
ab dy 04y dy 04y )
I Ao | —— =27 7
27172 E[.L‘f [0113 65013 0903 d?/B ]chdT—f—

2a _dr,uo 2 adyp, n 2ab
T dn wm dn

2 . 2a  d (cosyep N
+—ﬂ—ofolew w(@,7)dlgdr+ Tofdnp( )[:(Q,t) (P, Y)]dly—

Aypy—

t 13

—afexp[—2f Prdr{ ff—d——/z(), 7)dlgdr 4
0 8

+2“ffd w@, dlqdz‘—i——ffdw w(Q, 7) dlgd+

L2 i(“‘)“"”)[m H— (P, )]dlg—

3 dnp
fffdﬂw[aw_aAw__aw‘BAw]d d
T on? dys O0ng  dug Oym )

a do [ 0y 04y Oy 04y
s fff an [6yB dvs  dap Oys ]duﬂdr——

+

2a.d1p0 2 dAw,, 2ab }
T +— - +——~—Av,uo ds.
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Les équations (4) et (6) forment un systéme de trois équations inté-
gro-différentielles, non linéaires, 4 forte singularité, avec les fonctions
inconnues y(4,1), u(@, 7), {(Q,t). Pour résoudre le systéme d’équations
(4) et (6), étudions le systéme auxiliaire suivant:

] .
1 9
w(A,t) = —Eaffpf—a;w(zl,t,l’}, 7) [v% — uwlpdogdr+

i

0
+ [ [F-04,4Q, Du@, ndagdr+

0 C

0
n f_‘l (EOS_VQ&) [2(Q, )= &(P, O] dlg+ - - wo(4, D),

r
J oz 4Q

11
1 2
v(4, 1) = —E—offpf 3y (413 By oz —wwlpdopdr+
i
9
+ofcf7wAt@, ) p(Q, 1) dlodr+
f—m"‘“) f)— (P, 1)]dlo-+ o (A, ¢
+cfay( 194 40, (P, 01t 5ol D),
(7) Lt ,
w4, 1) = —Z;Ofif%[Am(A,t;B, )] [v7— ww]pdogdr+

1

[ [ ra0(4, 4@, 91u(@, Ddlgds+ =l dvald, 1],
c

°

t
9
2(4,1) = —:—ﬂfffa—y[Am(A,t;B, )] [0¢— ww]pdopdr+

~ 0
#

i) d
+°fﬁf“a‘y“[“‘”("1’ 0, D@, Dlodr+ 5 [ap(4, ),
i
welP 0+ [0, 0 = [ [old, 50, 9u@, Ilgir+
"rQ v ¢

2
1
+Z;6f£fw(A,t;B, ) (o —wTpdendz—po(P, 1),

Annales Pclonici Mathematiei VII, 12
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i
COS yYor

2 a
WP, 0= [ [¥(2,10, (@, Dilotr =22 [ 22 (221
0 C (o]

¢ 14

{[t(Q, t(P, 1]- afexp[ f P,7) dr][: @, t)—2(P s)]olslszJr

8

fffd w{d,t; B, 7)[ve—uwlpdopds —

1 d
o np ;B —ww]pdogdr—
27:261“1[)‘] dnp [do(4,t; B, 7)][ve—uw]lpdopdr

(M

¢
ab )
e —— Aw(4,t; B, 7)[ve—uw]gdogdr 4
(s

20 d 2 d4 2ab
+ = Yo +“"—‘1@

n dnp w dnp

ou I'on a posé

() N(P,t;Q, 1)
t

t
2(d d
=ﬂd—n;[4w(1>,t;9,r)]—afexp[ﬁjaw,z)dz]-d—n; [do(P ;@ ,8)]ds+
d t H d '
gl P50, 91— [exp[ 2 [a(P, dr]- ZpolP, 5 0, 100+

13 11
+ abdw(P,t;Q, r)—azbfexp -2 fa(P, r)dr]-Aw(P,t;Q,s)ds}.

C'est un systéme de 6 équations intégrales, & fortes singularités, avec
6 fonctions inconnues (4, 1t), v(4,1), w(4,1), 2(4,1), L(P,1), u(P,1).
Nous allons résoudre ce systéme par l’application du théoréme topolo-
gique de J. Schauder [2]:

8i, dams un espace de Banach, une transformation continue fait corre-
spondre & un ensemble E de points, convewe ef fermé, son sous-ensemble
compact, il existe dans Vensemble B au moins un point invariant de la trans-
formation.

Congidérons done un espace fonctionnel A composé de tous les systé-
mes de 6 fonctions réelles:
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Ulu(4,1), v(d4, 1), w(d,t),2(4,1), {{(P,1), u(P, 1)1,

définies dans le domaine [AeD+C, 0 <t < T]oubien [Pe(, 0 <t<< T],
ol les fonetions u, », w, #, {, u sont continues et la fonetion ¢ est con-
tinue par rapport & la variable ¢ et posséde une dérivée par rapport
& I’arc continue en tout point P de la courbe €. On définit les opé-
rations linéaires dans l'espace A par les relations connues:

(u, v, w, 2, Ly pl+ [y, 01, s, 21, Loy #a]
= [ty 0+ 01, W01, 2421, L4y ptpa]s
Aluy v, w, 2, ¢, p] = [Au, v, dw, Iz, AL, Au].

On définit la distance 8(U, U,) de deux points Ulw,v,w,z,’, u] et
U, [y, vy, wy, 2y, {1, p,] de Pespace A par la somme des bornes supérieures
(8)  8(U, Uy) = supu— |- sup [0—v; |+ sup |w— 2w, |+ sup [ —2,| +

& _ag

al dl

et enfin la norme du point U par la distance 6(U, 0) des points U et
0(0,0,0,0,0,0), c’est-a-dire

+sup g — pq|+sup [£ — &+ sup

9 U] = supIu!+supIvl+supIWI+supIzl+supl#1+sup15|+sup

dl
L’espace A est donc linéaire, normé et complet — par conséquent c’est
un espace de Banach.

Considérons maintenant dans l’espace A l’ensemble E de tous les
points TUlu(4,t),v(4,1), w(d,t),z(4,1), (P,1), u(P,t)] satisfaisant
aux conditions

U4, 0] <E, |[v(4,1)

R, lw(4,) <R,

<
< o1 {(P,0) =0,

o4, 0] <E, [P,
ac(p,t ;| @yt dL(Qst
o [ERD } (00 QY|

(P )] < sy [8(Q1y0)—u(Q:, )] < ”2701033

ol f est un exposant positif arbitrairement choisi, mais tel que 8 < 2a—1,
oll a est lexposant de la condition I. Les constantes positives R, gy,
01y 03y %3y %y sont arbitrairement choisies, mais elles doivent vérifier
des inégalités que nous préeiserons plus tard. L’ensemble E est évidem-
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ment fermé, puisque les fonctions limites des suites uniformément con-
vergentes des fonctions w(4, 1), v(4,t), w(d,1), 2(4,1), {(P,1), u(P,1)
vérifiant les conditions (10), vérifient aussi ces conditions. L’ensemble
E est en outre convexe; en effet, si [uy, vy, wy, 21, {1,y pa] 06 [y, vy, w,,
2y, Lay 4g] sont deux points vérifiant les inégalités (10), les fonctions:

(l_m)u1+mu27 (] “m)vl'{"mvz: (1"'m)w1+mw27

(I—m) &+ mé,,

vérifient aussi ces conditions, si le nombre réel m varie dans lintervalle
(0, 1); cela veut dire que tous les points du segment rectiligne, joignant
les points U, et U, dans I’ensemble E, appartiennent aussi & cet ensemble.

Transformons maintenant l’ensemble F en faisant correspondre
& tout point U[u, v, w, #, {, ] de cet ensemble le point U[%, 5, @, 7, £, g]
déterminé par les relations fonctionnelles:

d—=m zl+ M3gy (1 —m) py + mipy

T4, 1) = —%ff —[fuz——uwjgdo'gdr—l—oftof% (@, v)dlgdr+

CO8 Yo 8%
+fa$( " )[C(Q, t)—&(P, 1)]dlpg+

L
i
(A, t)———4 ff —-[q;z~uw]BdaBd1+ofofWﬂ(Q,T)dlodhu

i LO8Yeq Oy,
+ [ (e 0-ew, maee S,

T4Q

w4, t)””"fff o0

0dw 04
+ f f — (@, 7 dlgdr+ 12,

=k f [ e
of e

cos
(P, +f yQI:C (@, tyaly ——ffw w(@Q, tydlgdr+

—_
[y
=

=

[ve—uw]gdogdr+

[ve —uw]pdogdr -+

6A1p0

dlod‘l‘—"—
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1 t
+— [ [[ o tr—awlatoziz— (2,0,
T
[ )

2
20 a COBYop
— . i = | [ x
B{JN(P,t,Q,r)M(Q,r)dlodr nafdn( oo )

[

and x {[c(@, 1) —E(P, z)]—afexp[ fa(P r)dr][{(Q,t)—— P, s)]ds}dlo——

[ [ o wetpaonr— 2 [ [ 5

2a d 2 dA 2ab
—f”—l;ffwa[vz—uw]BdaBerr-‘f Nl i ) + - Ay
Zm o © dn = dn

[v2 —uw]gdogdr—

Nous allons démontrer que ces relations déterminent un point
Ulz,%,,%,E, p] de lespace A. Remarquons d’zbord que, d’apreés
les résultats du travail [1], les 4 premidres équations du systéme (11)
fournissent les fonctions u,v,w,z, continues dans la région fermée
[D+0, (0, T)], en considérant les valeurs limites de ces fonctions si
A — P comme les valeurs correspondant au point P de la frontidre O.

La 5-iéme équation du systéme (11) & la forme d'une équation de Fred-
holm asingularité faible, avec la fonction inconnue Z(P,?). De la théorie du
probléme de Dirichlet nous savons que ’éguation homogeéne, obtenue en éga-
lant & zéro le second membre de cette équation, n’admet que la solution
£=0. Donc la 5-iéme équation (11) détermine une fonction continue T(P,1).

La 6-idme équation du systéme (11) est une équation de Volterra

de la forme
t

(12) P, )— [ [N(P,4Q, 7@, dledr = F(P,1).
o C

_ Le noyau de cette équation N(P,t;¢, 7), de la forme (7'), admet une

singularité faible, d’aprés les limitations connues des fonctions dw/dn,
dAw/dn, Aw (voir [1]):

const 1 1
e t Ay (t— 1) e
(i— ‘r)" T +const - A, (¢—7) roge +

|N(P,t;<9,r>[<-2—[
k3

)Mt

+ const - A o (t—7)*?

! - A23(3 ! +
ERa +const- A5(t— e

const+ 4,8, 1 . ]
— . teonst- ALB(t—o) Tt ——
T g oA BT g

ott 4, = sup(a(P, )|, B, = sup[b(P,1)]; 1—}a < A< 1.
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L’équation de Volterra (12) admet alors une solution de la forme

¢
B(P, 1) =F(P,))— [ [R(P,4;Q, 0)F(Q, v)dlgdx,

o d
ol N(P,#;Q, ) est le noyau résolvant du noyau N(P,t;Q, 7) et la
fonetion donnée F(P,1) est bornée et intégrable dans le domaine [PeC,
0<t<T].

Remarquons maintenant que tous les termes du second membre
de la 5-iéme équation du systéme (11) possédent une dérivée par rapport
a l'arc, vérifiant la condition de H¢lder avee l'exposant f, en tout point
P de la courbe C. Cette propriété résulte pour la premiére intégrale

i
[ [P, 49, D@, vdlgdx
6 v
du théoréme 10 du travail [1]. La seconde intégrale
2
fffw(l’, t; B, ) [ve—uw]gdogdr
o0 D

est un potentiel de charge plane et posséde une dérivée tangentielle véri-
fiant la condition de Lipschitz, ‘sous la seule supposition que la densité
de la charge [wz—wuw] soit continue.

La fonction domnée v, (P, t) posséde la méme propriété. En s'appu-

yant d’abord sur la continuité évidente de la fonction Z(@,?), nous pou- -

vons affirmer que lintégrale du premier membre de la 5-iéme équation
du systéme (11) satisfait & la condition de Hélder avec un exposant arbi-
trairement inférieur & Pexposant a de Phypothése I. Il en résulte que
la solution 7(Q,?) de la 5-iéme équation du systéme (11) vérifie la con-
dition. de Holder avee I’exposant 8, < a.

Maintenant, en s'appuyant sur le fait que la fonetion ¢ vérifie la con-
dition de Holder avec exposant §, tel que a--B, > 1, nous voyons, en
vertu du théoréme 13 du travail 1], que cette intégrale possdde une déri-
véeé par rapport & Lare, vérifiant la condition de Holder avec VUexposant
a+p;—1. D’aprés I'hypothése T on a o > § et Pexposant g vérifie I'iné-
galité f < 2a—1, donc on peut toujours choisir g, de telle fagon qu’on
ait a4 g, > 1+ 8.

Nous pouvons donc constater que la dérivée par rapport i Larc
de l'intégrale du premier membre de la 5-idme équation du systéme (11)
satisfait & la condition de Hélder avec l'exposant § < a.

Il en résulte encore que la fonction Z(P, 1) correspondant aux fon-
ctions u(P, 1), w(4,1), v(4,1), w(4,1), 2(4,1) de Pensemble B posséde
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une dérivée par rapport a Pare vérifiantla condition de Holder avee I’expo-
sant 8. En outre nous remarquons que (P, 0) = 0.

Nous établirons maintenant les propriétés sumivantes des termes
du second membre de la 6-idme équation du systéme (11). L'intégrale

2a da cosyQp
T ) ee o -

~a,fexp [—ja(P, r)dr][Z(Q,t)fZ(P,s)]ds}dzq

satisfait & la condition de Holder avec l’exposant B, Q’aprés le théoréme
15 du travail [1] et 1’hypothése faite pour la fonction a(P, t). L'intégrale

fff—[vz uw]gdogdr

satisfait 4 la condition de Holder avee l’exposant f, d’aprés inégalité
(17") (travail [1]) et d’aprés I’hypothése faite pour la fonction a(P,1?).

L’intégrale
e

sa.tlsfa.lt 3 la condition de Hélder avec un exposant arbitrairement infé-
rieur & l'unité, d’aprés inégalité (37) (travail [1]). L'intégrale

:
a—bszwa[ﬂz—uw]Bdchdr
2 )

satisfait & la condition de Holder avec ’exposant 8, d’aprés I'inégalité
(39) (travail [1]) et d’aprés I'hypothése faite pour les fonetions a(P, t),’

20 d aA 2ab
Les fonctions données — —Vi? %, —— Ay, possédent la
x dn’ dn E

[vz—uw]gdogdr

b(P, 1).

méme propriété.

La fonction p étant continue, nous pouvons affirmer, d’aprés le
théoréme 12 (travail [1]), d’aprés Iinégalité (35), (17') (travail [1]), que
Dintégrale du premier membre de la 6-iéme équation du systeme (11)
satisfait aussi & la condition de Holder avec un exposant arbitrairement
inférieur & ’exposant . Nous en concluons que la fonetion g(P,1) cor-
respondant aux fonctions Z(P,t), u(4,?), v(4,1), w(d,t), 2(4,1) de
Pensemble F satisfait & la condition de Holder avec l'exposant g < a.

Le point transformé U[%, 7, , %, {, g] appartient donc & V'espace A.

Cherchons maintenant la condition pour que le point transformé
Ulu,,w,%,¢, 5] fasse partie de Lensemble H. Remarquons d’abord
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que, d’aprés les 4 premiéres équations du systéme (11) et d’aprés les
inégalités (17), (37), (64), (66), (99) (travail [1]), les fonctions %, 7, w, z
vérifient les inégalités suivantes:

2
a4, 1) < %K;x‘“-*% Bl (0g+ #3) P 4 (8 0l +0" 5y) - Iy,

RZ ~r o ~re
w4, 1) < —Z_EK;'#/HI"["IG;(QY}‘ ”2)t1*12+1+(c o1+¢" )+ Ly,

(13) -
w4, < %K;’ PR B (0ot ™M A gt ) I,
_Rz
B, O] < G KUP— B (a4 )4 I,
ol
(13) Ly = sup (o), Ly = sup|[{dyq)l.

Cherchons maintenant une limitation de la fonction £(P,1). Cette fone-
tion est la solution unique de I’équation de Fredholm

wEP, 0+ [ZIEEQ na, = Bp, v,
¢ He

ol F(P,1) désigne le second membre de la 5-idme équation du systéme
(11). D’aprés le premier théoréme de Fredholm nous aurons

. . 1 -
HP ) = — B2, 0+ 2 [ wE, 0B, i,
o]

M ébant une fonction déterminde, & singularité faible si Q--P, ne dépen-
Co8 yop

dant que du noyau
’rPQ

Nous aurons done d’aprds (43') et (119
(travail [1])

- _RZ
(14) ISP, )} < Ky (kmt"’“sup lul + 5= Bt La),
ol

1
(1) Ly = suplyel,  Hp = — (1 oup [ i)
. 2]

icm°®
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D’aprés les considérations précédentes et les expressions (90), (65), (17')
(travail [1]) 1a fonction £(P, t) vérifie 1a condition de Holder de Ia forme

(15) !Z(Plyt)_Z(Pmt”
. R ,
< z1 (cssup 11+ %q t)'*/“_l (02t 25) -+ EHWVW-H_‘_L?‘ rfﬁpz:

ol

dy,

15’ Ly = I —1.
(15 3 = const- sup il

Il en résulte, d’aprés le théordme 15 (travail [11), que la fonetion &
posséde une dérivée par rapport & l'are, vérifiant Pinégalité

. d_ -~y 24 'R2
(16) ]zﬁc‘ < w? [céH;——I-c{ sup |ult+ ¢ H, i+ K, i+ P +L4],
ol
d
(16) L, = sup %"

et la condition de Holder de 1a forme
d . d_
(17) rﬁicwut)—ﬁ:(ﬂ,t)‘
- R?
== [“Sﬂfﬂlsup e e A Lé]%@;"‘,

olt I; est le coefficient de Holder de Ia fonetion dy,/dl. D’aprés Phypo-
thése § < a <1, 8 < 2a—1, nous choisissons 8, < a tel qu’on ait a-- Bi—
—1=8.

 D’aprés la 6-idme équation du systéme (11) et d’aprés les inégalitiés
(40). (95), (85’), (17) (travail [1]) nous voyons que la fonction n(P,t)
admet la limitation

az .
18 |alP, 0] < 2 (1 K¢ Agsup) aﬂ o Aot 1+ )+

2 R? , A,B,R?
+ Ho it — B T2 KL 4 A L+ L+ AoBoL'I]y
2n 21 2
ol
(19) A, = sup laf, B, = sup [b},
dy) daa
L —sup| M|, = suplm'fﬂ , L, = sup|dp),
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et d’aprés les inégalités (39), (70), (96), (17'), (36) (travail [1]) la condi-

tion de Holder suivante:
|2(Py, t)'”'ﬂ(-st 1)]

<nt [-rwzsup | 20024 2 (0 A o+ ¢ hg)sUP

(20)

aZ
a'~(1+Am -

. R? , 2hg
+2(04A0+c;ha)H;~(1+Aot)+-H;,'tl"‘—+— ‘7;/ ZRERCA A
. T T
+A0B0R iy A Aohy+ Bohg e
T ™

+ Ao Li+ Lg+ Ao By L+ 2ha Ls+2 (A oy + Bo ko) L7]'r \Pr)

ot I, Li, L, sont les coefficients de Holder des fonotions 2dy,/dn,

2dAypefdn, 2A,.

En g'appuyant sur les inégalités (13)-(20) nous pouvons -affirmer
que Pensemble transformé Z fera partie de I'ensemble H, si les constan-
tes du probléme vérifient les inégalités suivantes:

R ELT ot m) KT T g4 5+ Ty < B,

R? Vg .
Q—EK;’TI“‘ + 5 (0T + %, T ")+ L, < R,
' 2
Ky (ka) Tm“@a‘f' g_?,- Kme“‘k Ls) < 019
- :

’ R2
“"l{cw”l [%Ksm (ka"2+1ez+2T:KmT"’+l+Ls)+7°2:T‘*’”‘(erl—%z)+
(21) 7
+3- H, T 4 L l +0192T+01%2T+K T‘/“‘+L } o1

R?

fl{"s"—x[csKm(km T “’“‘eﬁﬁK«»T"“l'F Ls) T, T 0yt ) +

B , ) B
+ %Hme“"—Ls]"l"’lQaTl_z—F Gy T ET‘CH;THZ/Z‘F I/,;}S %1y

2r 7 (14 Ky) {ADG'TE"I(l +4,T) [o;n"‘l ("3Kﬂn ko A,
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R? 2
+ GSKWIE_T:Km Tz/2+1+ csKsmLa‘l‘ k;T‘/2+193+ 2-%Ha° T"”l-{—l};)—f—
. 2
+ 010 T+ Gy, T+ K, TH2+ '§+L4:|+
T
| +4.ex? [asn"1(1+401’) (caKm10,,,1""2“924r
B e - R?
Fea g o B T 4 Ly Ko R, T P4 (0,4 x2)+—H..,T"“’+L5)

Ao

2~ R?
Fe10: T -G T A ~H.',,T‘/2+‘+L£] el o/ LSS NR

B A,B,R?
- " —1r .
| +27th [/ o el il g LSS | oLs+Ls+4,B L-,} < 02,
i {""z 02 IO~ L 95~ (0 A+ ¢'hg) (14 A,T) X
fl A2+1 B
(21) X | s os Koy Jo,, THHE Qa+GsKm2—__K,,,T"’+1+
+ e, Ky Ly-+k! T* 241 B .z/z+1 ’ ’
3-S5 -3 @ (92+ ”2)+EH,,T -|—L3 +0192T+
~r ’ ER?
+01x?T+K,,,T112+12_7C -%—13.,]—%—2(04A(,+G;ha)'rr:_'(l+A“T)x
- R?
X [057: 1 (aaKsmkam“gg—[— Ky '2——7cKmTl/2+I+L303Kﬂ)2+

’ --R2
TEI (et #0) - - H T +L;) + 010aT A+ Gy oy T4

Ao+V2h,
V2
Aghy+Boh,
T

R? & 2
_‘_ E;EH;T1+1[2+L;] + R2K:Tl[2+l + EH;’T1—4'+
k3

A,B, R

+ = HLIT R, T 4 A, T+ Tt

A, B I+ ZhaLs+2(tha+Bnh,,)L,} <.

Remarquons d’abord que les constantes L., L,, Ly, L,, Ls, Lg, Ly, Lf,
L, L;, Ly, Lg, L; L; sont nulles pour ¢ = 0. Cela résulte de la forme de
la fonctior: donnée p,(A4,1). Pour T = 0 les inégalités (21) seront satis-
taites si &'0+6" %, << B et si les constantes g, o}, g;, #i, %, sont
positives (ce qui résulte des hypothéses admises). Les eonstantes posi-
tives B, o1, 01, 02y %y, %, 6tant arbitraires, nous en concluons que
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les inégalités (21) seront certainement satisfaites, si Pintervalle de
temps (0, T) est suffisamment petit. Alors Pensemble transformé E fera
partie de l'ensemble H. Nous allons maintenant démontrer que la
transtormation (11) est continue dans Dlespace A. ‘

Supposons que U, [y, Uny Was 2y Cny Hy] SOit une sulte. d’éléments
de I’ensemble B, qui tend vers le point Ulu,v,w, 2, , u]; il en .résulte
que les suites {un}, {v:}, {wa}, {2a}, {Cul) {#n}, {@C,/d1} tendent umeI_'mé'
ment vers les fonctions u,v,w,2,(, u, dl/dl. D’aprés les propriétés
connues des intégrales & singularité faible, nous pouvons constater que
ces intégrales tendent uniformément vers les intégrales analogues des
fonctions limites, par exemple

cos
feosyoP 2@, D dlgdr — f——@C(Qat)dladT-
749
(o}

-
g 4@

Nous allons montrer que les intégrales & singularité forte possédent la
méme propriété, c’est-a-dire que

fi[%] [Ln(@, O)— Eal P, 1)) dlg—>

an, Tpg

on = [ o] @, e ma,

Tro
j‘[COS}/QP] [60(0,1)— Cn(P,i)]de*f[%] [(Q, t)— (P, 1)1dl,.
p Trq & TPQ

Etudions les intégrales

4P, 1) = ‘Ld—[ml’—] [£(@, 1) 2(P, 1)]dl,

dnp pPQ

: d | cos
6Pty = [ ——[ y"P][can,n—cn(P,t)dlo-
g d’np TpQ
Comme la fonction (@, ) posséde par hypothése une dérivée par rapport
4 l'arc, vérifiant la condition de Hélder avec Pexposant §, nous pouvons
écrire

A, (P,1)  d [ cos ‘
@3)  Gyp,n =Bl [ o (5522 o et

+ j_(cOS?QP)[an(Q*y t) __.an(P’t)
dfd’}'bp TPO dl al

](lq—“lp) dlg,
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ol Q* désigne un point sur la courbe ¢ situé entre les points @ et P. Pour
la fonction (P, t) nous aurons une expression analogue 3 (23). Evidem-
ment la premiére intégrale dans Iexpression (23) tend uniformément vers
Pintégrale analogue de la fonction limite. Il reste 4 démontrer cette pro-
priété pour la seconde intégrale (23), c'est-a-dire

- B d [ cosygp \ [ A&, (Q*, 1) Ala(P, 1)
G"(P’t)_cf%;( Tre )[ a - a ](l

Prenons le cercle K de centre au point P et de rayon rg. Désignons la
partie de la courbe ' située & l'intérieur du cercle K par 1,, et décompo-
sons les fonctions G,(P,1) et G(P,1) en deux intégrales

—1p)dlg.

Gu(Py 1) = Gy (P, 1)+GT7"(P,1), G(P,1t) = G(P,1)+G°%(P, 1),

prises suivant les ares I, et ¢ —1I,. Nous pouvons choisir le rayon rg (et
de méme I’arc 1,) suffisamment petit pour qu’on ait

Gl <ef3, |G <e/3.
Etudions maintenant 1a différence

GS7(P, ) —GO(P, 1)

__ [_4_1_( eosVQP)[din(Q*at) A6 (P, ](l _
o) e\ req dl al @
_ f-d_(COSVQp) [dC(Q*7 t) _ dC(P’ t)

e d’i’l/p TPQ al dl

= [ (e 10, 1 g1, matg+

o, dnp\ 7Tpg

Ip)dlo—

](IQ——ZP) dlg

COS Ygp dé‘,,(P,t)__dc(Pt
+ fan( TP )[ dl dl

o,

] (lg—1p)dlq.

La premiére intégrale dans l'expression précédente tend évidemment
vers zéro 8i {, — {. La seconde intégrale est donc régulitre, lorsque le
point P est extérieur & P’arec ('—1,. Il en résulte de méme que la seconde
intégrale tend vers zéro. Donc on aura

0P, ) —G(P, ) <& & |ta—C <7,

c. q.f. d.
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D'une maniére analogue nous pouvons démontrer la seconde pro-
priété (22). I1 en résulte, d’aprés les propriétés connues des solutions des
équations de Fredholm et Volterra, que la suite des points U,[%,, B,
Wy Fny Lny Bn) transformés par le systéme (11) tend uniformément vers
le point Ul@, 5, W, %, , ] correspondant au point Ul[w,v,w, 2, , ul.
La transformation est done continue. Il reste & montrer que I’ensemble
transformé E des points U[#, 7, ,%,, g] est compact. D'aprés les
propriétés du potentiel de simple couche et du potentiel logarithmique
de double couche, nous pouvons constater que les fonctions #(A4, 1),
5(4,1), wW(4,1), 2(4,1), L(P,1), a(P,?) satisfont & la condition de HEl-
der par rapport au point A et par rapport & la variable ¢, puisque toutes
les intégrales dans les expressions pour #%,7%,®, %, ¢, g possédent cette
propriété. Les coefficients de Holder sont les mémes pour toute la famille
de fonctions %, 3, @, Z, ¢, g, done les fonctions %(4,1), 5(4,1), w(4,1),
Z(4,1), T(P,t), p(P,1) relatives & l’ensemble F forment des familles
de fonctions également continues. Or Iensemble B est borné, il en
résulte done, d’aprés le théoréme connu d’Arzeld, que I'ensemble trans-
formé & est compact.

Toutes les conditions du théoréme de J. Schauder étant satisfaites,
nous Voyons que dans Pensemble E il existe au moins un point T*[u*,
v*, w*, 2%, {*, u*] invariant relativement & la transformation (11) c’est-
i dJre vémjla,nt le systéme d’éqguations intégrales (7). Considérons main-
tenant la fonction y*(4,?) définie dans la région AeD+C, 0 <t <K T
par la formule

14
1
vl == [ [[ol4,4 B, 90"E, 0B, 1-
. -0 D

.
—u*(B, 1)w*(B, r)]daBd-r—i—f fw(A, Q, 7)u*(Q, v)dlgdr+
0 C

+ J‘cowop

IO 12(Q, T)llg +yo(4, ).
J ra

On voit, d’aprés les équations (7), que les fonctions w*(4,t),
w*(4,1), 2*(4,t) vérifient les égalités

v*(4,1),

. 0
'”'*(-Ay,t) = %V’*(AJ), "J*(Ayt) = W‘(A, i),

d
oy

W4, 1) = LAy (4, 1), z*(A,t)=B%[Aw*(A,t)]-
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Les fonetions obtenues (*(P,?) et u *(P,t) vérifient done le systéme
d’équations:

¢
@4 =@ 0+ [ S, 0ilo = [0(P, 10, 9u"(Q, Nllgdrt
(2} 0C

. ‘
1 . dy* 0dy*  dy* ddy*
+4’n:‘-[\£fw(P’t’B ‘17)["“ —*‘——%' o ]dGBdr (P, 1),

WP, 1) — ffN(P,t,Q,r),u (@, v)dlodr

_ 50 (4 (e (g o
=7 [ae () e om0

i 14

_aofexp[-—!a(P,r)][f*(Q,t)—-l‘*(P,s)]ds}t_L!lQ—}-
g -
N L L P
[ e[ e

2 ddy, 2ab
I ML

et de méme le systéme d’équations (6), puisque la seconde équation du
systéme (6), équivalente & 1'équation (6'), peut &tre écrite, d’aprés la
transformation de Dirichlet, sous forme de la seconde égnation du systéme
(24) dont le noyau N (P, t; Q, 7) est de la forme (7’). Il en résulte que les
fonctions y*(4, 1), £*(P, t), u*(P, t) constituent une solution du systéme
d’équations (4) et (6).

Nous allons montrer que la fonctlon obtenue y*(4,1) est la solu-
tion de I’équation (1) et gu’elle vérifie les conditions limites (2) et (3).

En effet, d’aprés I’équation (4), la fonetion *(A4,t) vérifie la con-
dition initiale (3). Remarquons maintenant que toutes les intégrales
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des seconds membres des 4 premiéres équations du systéme (7) satisfont
b lg condition de Hélder (cela résulte des cons1dérat10ns du travail [1]).
Nous en tirons 12 conclusion que la fonction [v*e* ‘w*] véritie la con-
dition de Holder dans tout domaine fermé D*C 1), et par conséquent
la fonction y*(4,t) admet des dérivées secondes en tout point intérieur
AeD, done elle vérifie I’équation donnée (1).

Nous pouvons ainsi énoncer le théoréme suivant:

TEBOREME. §¢ les fonctions qui figurent dans Uéquation (1) et la con-
dition (3) vérifient les hypothéses I ef III, si la courbe O limitant le domaine
D wérifie la condition 1 et si Vintervalle de temps est suffisamment petit pour
que les inégalités (23) soient satisfaites, il ewiste une fonction w(A,1) qui
satisfait & Péquation (1) en tout point intérieur AeD pour 0 <t < T, qui
vérifie la condition Limite (2) en tout point PeC, pour 0 <t < T, et qui
vérifie lo condition initiale (3) en tout point A eD-+0 et pour 1 = 0.
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La dérivée de Lie du comitant géométrique

par C. JANKIEWICZ (Wroclaw)

1. En 1931 W. Slebodzifiski [4] a introduit la notion qui s’appelle
maintenant dérivée de Lie. Cette dérivée est largement appliquée par
les mathématiciens et de plus en plus utilisée par les physiciens. Pour
ces derniers cependant, la dérivée de Lie du comitant géométrique pré-
sente beaucoup plus d’intéret. Le but de cette note est I’étude de certai-
nes propriétés de la dérivée de Lie d’un comitant géométrique.

2, Soit un espace analytique X, 4 » dimensions des variables a°,
qui seront appelées les coordonnées d*un point de X, (ici, et ailleurs, les
indices grecs prennent les valeurs 1,2,...,#n). Si & chaque point de X,
correspond d’une fagon univoque une suite de nombres 94 ('indice A
prend les valeurs 1,2, ..., N), nous dirons que dans X, on a défini un
champ de 'objet 24. Les nombres 24 sont appelés les composanies de cet
objet par rapport aux coordonnées z°. L’objet Q4 sera dit objet géomé-
trique de classe p, si les conditions suivantes sont satisfaites:

(i) Aprés un changement de coordonnées
(1) 2% = ¥ (2%

olt les fonctions % (x*) sont de classe r >p, les nouvelles composantes
oYU =1, 2 , V) de Pobjet 24 sont des fonctions de 94, de %,
de z” et des dérwées de #* par rapport & «® jusqu’s Pordre p. Nous écri-
vong cette circonstance sous la forme

(@ =1,2,..., ),

2) QY = FV(Q4, 0%, 0", 08", 04,00, 2% 5 .5 Dgiay. 0,0 ),
ol
(3) F) 0.0 9
A8 By Omy, Dy
ou, tout court, comme il suit:
(4) QY = FY(Q4, a", 1™

(ici, et a.i].leu.rs, les indices grees avec accent premlent les valeurs
1,2, ...,n, Pindice A’ prend les valeurs 1',2',..., N').
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