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Sur un probléme aux limites pour Péquation
différentielle du second ordre

par Z. OpiAL (Krakéw)

1. Considérons I’équation différentielle du second ordre

(1) " = f(t, u, %’)
et la condition aux limites
@) : w(a) =4, wu(b)+hv'(b) =B,

ot & <b, h, A4 et B sont des constantes. Pour simplifier, nous suppo-
serons que la fonction f(f, u, v) est définie et continue dans tout I'espace
& trois dimensions des variables ¢, % et ». Dans certaines hypothéses
supplémentaires sur la fonction f(f, u,v), la constante % et la longueur
de lintervalle (a,b), nous allons montrer que le probléme sux limites
(2) pour Péquation (1) admet une solution unique. On obtiendra ainsi
la généralisation d*un théoréme établi par C. Corduneanu [1].

Dans la seconde partie de la présente note nous nous oceuperons
de trois autres problémes aux limites pour Pédquation différentielle du
second ordre & second membre indépendant de la dérivée premiére.

2. Remplagons I’équation (1) par le systéme équivalent d’équations
du premier ordre

(3) o =f(t,u,v), ¥ =o.

Au lieu des conditions aux limites (2), on ¢btiendra les conditions suivan-
tes

(4) v(a) =4, wu(d)+hv(d) =B

qui peuvent étre interprétées comme il suit: le point initial, pour ¢ = a,
de Vintégrale «(f), v(f) du systéme (3) doit é&tre situé sur la droite

(5) t=a, ov=A
tandis que le point final, pour ¢ = b, doit &tre situé sur la droite
(6) t=5b, ‘wuth =B.
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Parmi les intégrales du systéme (3), issues des points de la droite (5),
exigte-t-il une au moins qui coupe la droite (6)? Est-il possible qu’il en
existe plusieurs? Dans certaines hypothéses, la réponse & ces questions
est donnée par le théoréme suivant:

TutorEME 1. Supposons que la fonction f(t, u,v) ait dans Uensemble
R: a<t<b, —co<u< +oo, —oo<v< oo, des premiéres dérivées
par rapport aux variables w et v continues et que Pon ait dans Vensemble R:

(7 (fu(ty w0y 0)] < M
et, pour un K non négatif
(8) Folty u,0) < K.

Dans ces hypothéses, le probléme aux limites (2) pour Véquation (1)
admet une solution unique. st la longueur b-a de Vintervalle (a, b) est infé-
rieure & celle de Vintervalle {0, a)>, dans lequel Vintégrale w(t) de Uéquation
de Riccots :

(9) w' = w'+Kw+ M,
elle que w(0) = 0, satisfait & Pinégalité
(10) w(t) < 1/|h|
dans le cas ot h 0, et inférieure & la longueur de Vintervalle d’existence
<0, a) de Vintégrale w(t) dans le cas o%t h = 0.

Démonstration. Considérons la famille &4 un paramétre d’inté-
grales du systéme (3) issues des points de la droite (5):

u=u(t, ), v=0(,41)

pour lesquelles on a

(11) ula, ) =1, w(a,)=A4.

Dans le plan £ = b considérons la courbe L:

2) t=b, w=ud,A), v=0b,4 (—oo<iL +oo).

Pour démontrer le théoréme, il suffit de montrer que la courbe
L coupe la droite (6) seulement en un point. Nous allons montrer que
nos hypothéses sont bien suffisantes pour qu’il en soit ainsi. La courbe L
envisagée dans le plan ¢t = b et dans le systéme des coordonnées (u, v)
coupe toute droite paralléle & 'axe des » seulement en un point. On a de
plus .

(13) Hm w(b, ) = +oo0, lim u(b, A) = —oo.
A—>+00

A—p—0c0
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En effet, d’aprés un théoréme bien connu (v. p. ex. [4], p. 33) la dérivée
de la fonetion w(f, A) par rapport & A satisfait & I'équation différentielle
linéaire
ou(t, A)

o

au(t,l))”:q)( l)(ﬂu(t,l)

(14) ( ai 04

)' FBy(t, 2)

ot les fonetions continues @,(t, ) et D,(¢, A) sont égales aux dérivées
de la fonction 7(¢, u, v) par rapport & v et u respectivement, prises en
des points convenables de Vensemble R. Il en résulte, d’aprés les inéga-
lités (7) et (8), que Pon a pour tout tela,b) et 1 quelconque

(15) ' D.(t, 1) <K et [Dy(t, )] < M.

Introduisons les notations:

(186) U(t, A) = 0u(t, )[04, V(t, A) = 0v(t, A)[04.
En vertu de (11) on &, pour { = a:
(17) Ua, ) =1, U'(a,d) =V(s,A) =0.

De l’équa;tion (14) il suit que, pour tout A fixe, la fonetion
(18) a(t, ) = —U'(t, D[U(t, 3) = —V(t, [T, )

pour laguelle.on & — en vertu de (17) — z(a, 4) = 0, satisfait 4 I'équa-
tion de Riecati

o = A+ By (t, Ae—Dy(t, 4).

 Des inégalités (15) il résulte que la fonetion z(t, 1) satisfait & V'inégalité

différentielle
2 <P+ EKe+ M

dans tout intervalle ol elle prend des valeurs positives et & 1'inégalité
¢ =+ Ke—M

dans tout intervalle ou elle prend des valeurs négatives. De ces deux
inégalités on obtient facilement 1’inégalité

Dl <A+Epel+M,

ot D|z| désigne la dérivée & droite de la fonction [2(z, 4)|. D’aprés le thé-
oréme bien connu sur les inégalités différentielles ([5], p.119), il s’en-
suit

(19) [z(a+1, )| <w(t),
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ol w(t) est Pintégrale de 1’équation (9) intervenant dans I’énoncé du thé-
oréme. D’aprés la définition (18) on a done, pour tout A fixe,
b—-a

)exp(— f w(s)

ot m est une constante positive, indépendante de A. Cette derniére iné-
galité, en vertu de la définition (16), signifie que pour tout i

(20) w(ty )]0 1p =

© d’on il résulte immédiatement que la courbe L coupe toute droite paral-
léle & l'axe des v exactement en un point et que ’on a les relations (13).
De ce que nous venons de démontrer il résulte que 'équation de la
courbe L peut étre écrite sous la forme v = v(u). Nous allons montrer
que, dans 'hypothése que % 7 0, sur la courbe L on a constamment

(21) |dvfdu] < 1/|h|—¢,

ol ¢ est un nombre positif suffissmment petit. En effet, sur la courbe L
on a

U, 3) ds) =m >0,

=zm>0,

v [av.(t,z)/az] Vb, A
au |du(t, Aoiks TO, A
Draprés (18) et (19) on a done '
|dv/du] < w(b—a).

La fonection w(f) est croissante au sens striet et, d’aprés I’hypothése,
b—a <a. On a donc pour un ¢ suffisamment petit

wb—a) <1/|h|—e

et, par conséquent, l'inégalité (21).

11 est 2isé de voir que les relations (13) et de 1'inégalité (21) il résulte
immédiatement que la courbe L coupe la droite (6) en un seul point. En
effet, en vertu de (21) 1a courbe L: v = v(u) est situde dans le plan ¢ = b
entre les denx droites

v =0(0)+(1/|h|—e)u et (L/[h]|—&)u
Oe fait et les relations (13) garantissent que la courbe L coupe la droite
(6):
1 B

V= —-7%-}-7{

v = 0(0)

au moins en un point. L ne peut la couper en plusieurs points, sinon
le théoréme des accroissements finis nous conduirait & une contradiction
avec 'inégalité (21).
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Dans le cas ot h = 0, les relations (13) et I’inégalité (20) suffisent
pour conclure que la courbe L coupe la droite (6): u = B, en un seul
point.

Le théoréme I se trouve ainsi démontré.

3. 11 est aisé de vérifier que ’évaluation de I'intervalle d’existence
et d’unicité des solutions du probléme (2) pour Véquation (1), donnée
par le théoréme I, est la meilleure possible. Il suffit de prendre, & cet
effet, Péquation & coefficients constants

(22) w' = Ku'—Mu

et de poser: @ =0, h =0 et 4 = 0. Toute solution w(z) de 1'’équation
(22) est une combinaison linéaire de deux solutions indépendentes w, (t)
eb uy(?), qui peuvent évidemment étre choisies de sorte que ’on ait

U (0) =1, w(0) =0, u(0) =0, u(0)=1.

On vérifie sans peine que I'intégrale u, (1) s’annule pour t = «, ot a a la
méme signification que dans ’énoneé du théoréme I. Il en résulte que le
probléme aux limites

w'(0) =0, wula)=

pour P’équation (22) n’admet une solution que dans le cas ot B = 0 et
que dans ce cas spécial il en admet une infinité.

4. L’équation. de Riceati (9) s’intdgre évidemment par des qua-
dratures et on pourrait ainsi obtenir des évaluations effectives pour 1a
longueur de Ilintervalle d’existence et d’unicité des solutions du, pro-
bléme (2). Nous nous bornerons seulement au cas le plus simple ot K = 0.
L’équation (9) se réduit alors & I’équation

w = w+M
telle que w(0) = 0, on obtient la formule
w(t) = VMtgV M.

La longueur b—a de l'intervalle (a, b) d’existence et d’unicité des solu-
tions du probléme (2) doit done satisfaire & 1’inégalité

et pour Pintégrale w (1),

1 1
(23) b—a < ——aretg ——
Vi
dans le cas ot h 7= 0 et & linégalité
(24) b—a<——h arctg ——
VU mee VI Y
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8i & = 0. Dans la note déja mentionnée, C. Corduneanu a obtenu la rela-
tion suivante entre la longueur de lintervalle (a, b), 1a valeur de la con-
stante M et le coefficient h:

2
(0—a)*+2(|(b—a) "

(25) M<

Par un caleul élémentaire, bien qu’assez pénible, et qu’il est inutile de
répéter ici, on peut montrer que les inégalités (23) et (24) entrainent
toujours l'inégalité (25).

5. Pour le probléme aux limites
29 u(a)+hu'(a) = A, w'(b) =B,

on pourrait facilement établir un théoréme d’existence et d'unicité ana-
logue au théoréme I. A cet effet il faudrait seulement remplacer I'inéga-
1ité (8) par celle-ci:

fo(tyu,v) = —K
avec un K > 0 et appliquer ensuite le théoréme I & 1'équation
w’ = f(—t,u, —u)
et au probléme aux limites
u(—b) = —B, wu(—a)—huw'(—a)=A4A.

6. Notons gue C. Corduneanu [1] a montré comment on peut rame-
ner au probléme considéré (2) ou (2') un probléme aux limites plus géné-
ral:

hiu(a)+hyu'(a) = 4,
dans le cas ol |hy|+|ks| > 0.

Ty (b)+kyu' (b) = B

7. Remplagons maintenant ’équation (1) par l’équatioﬁ
(26) w = f(t, u)

.dont le second membre ne dépend pas de la dérivée premiére et considé-
rons les trois conditions aux limites suivantes:

ey u(0) = 4,
(I W' (0) = B,
(I) ' (0)—hu(0) = C

suplu(f)] < +oo, 01t < oo,
supju(t)| < +oo, 0t < oo,
(h >0y,

suplu(f)] < +oo, 0. 1< +oo.

Dans certaines hypothéses sur la fonction f(f, u), 0. Corduneanu
[2] a démontré Vexistence et I'unicité des solutions de chacun de ces trois
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problémes aux limites' pour I’équation (26). Nous allons montrer que le
théoréme de C. Corduneanu peut étre considérablement généralisé. A ceb
effet, il est commode de séparer le probléme d’existence de celui d’uni-
cité des solutions des problémes aux limites considérés. Clest dans ceb
ordre d’idées que nous allons d’abord énoncer les théorémes d’existence
et nous nous occuperons ensuite de la question d'unicité.

TrrorkME II. Supposons que la fonciion f(t, u) soit définie et con-
tinue dans Uensemble 0 <1 < +oo, —oo < u < +oo et qu'il existe deus
nombres a et b (a < b) tels que

(27 1t w)

< U <L Gy
(28) fit,u) =20 pour ¢

0 pouwr =0 e
=

0 e wu=bh.

Dans ces hypothéses, les problémes auz Uimites (I) et (IXI) pour Dégqua-
tion (26) admettent au moins une solution.

Quant au probléme (I), la démonstration du théoréme I1 s’obtient
immédiatement de la remarque 1T de notre travail [3]. Afin de pouveir
appliquer le méme raisonnement au probléme (III), il suffit de choisir
deux nombres u, et u, tels que V'on ait

(29) w < ay, Uy =b, Mu,+0<0 et Rhuy+-C >0,

ce qui est toujours possible, puisque par hypothése h > 0. En effet, les

deux derniéres des indgalités (29) signifient que dans Vespace (f, u,v):
1° le point P(0, u, hu,+C) est situé au-dessous du plan o =0,
2° le point Q(0, %y, hu,+O) est situé au-dessus de ce plan.
Il en résulte que ’intégrale du systéme

(30) w =02, v =f( u),

équivalent & Péquation (26), issue du point P sort du tuyau

T: 120, u <u < U, —00 <V < oo
par la surface
(31) E>0, wu=1wu, 0<0

tandis que Uintégrale issue du point @ sort de T par la surface

(32) 1220, U=, v=0.

Il en résulte qu'il existe une intégrale du systéme (30), issue d’un point
du segment )

t=20, » = hu-+0C, Uy KU < Uy,

qui reste pour ¢ >0 & lintérieur de T.
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Tetortme IIL. Supposons que la fonction f(t, u) soit définie et con-
tinue dans Vensemble 0 <t < 400, —oo < u < oo et qu'il emisie trois
nombres a,b (a < b) et m > 0 tels que

(33) fE,u)y < —m pour 't

= a
(34) f(t,u) =m pour t>= et uz=b.

Dans ces hypothéses, le probléme aum limites (IT) pour Véquation (26)
admet au moins ume solution.

Pour cbtenir la démonstration de ce théordme, il suffit de modifier
un peu la démonstration du théoréme préeédent. Pour fixer les idées,
supposons que Ton ait par exemple B > 0. Choisissons les nombres Uy
et u, de sorte que lon ait u, = b, u,+Bi— §mi® < a pour tout ¢ > 0.
De cette derniére inégalité et de I'hypothése (33) il résulte que l'intégrale
du systéme (30), issue du point (0, u,, B), sort du tuyau T' par la sur-
face (31), tandis que l'intégrale du méme systéme, issue du point (0,
Uy, B), sort de T' par la surface (32). Il s’ensuit que parmi les intégrales
du systéme (30), issues des points du segment

t=0, w<u<Ku, v=D20,
il existe au moins une qui reste pour tout ¢ > 0 dans le tuyau 7'. Le thé-
oréme IIT se trouve ainsi démontré.

8. Les deux théorémes précédents donnent des conditions suffi-
santes d’existence des solutions des problémes aux limites (I)-(III) pour
Péquation (26). Le théoréme suivant résout, dans certains cas, le pro-
bléme d’unicité de telles solutions. ’

TatorREME IV. Si la fonction continue f(t, w) est mon déeroissante
par rapport & la variable u, les problémes awx limites (I) et (III) pour Véqua-
tion (26) ne peuvent admetire plus dune solution.

8i la fonetion continue f(t, ) est croissamte au sens strict par rapport
& la variable w, le probléme auw limites (IT) pour Véguation (26) ne peut
admettre plus dune solution.

.Dé{rlonstration. Pour la démonstration par absurde Supposons
qu’il gxmte deux solutions w() et () différentes d*un quelconque de
ces trois problémes. Il est aisé de voir que l’on pourrait alors trouver un
to >0 tel que 'on ait

B

[ (t0) — 0 (Ba) ][’ (o) — v (f)] > 0.

p’a.prés les lhy'pothéses du théoréme IV il en résulte que pour ¥ =1, la
différence u’(t)—v’(t) est positive et non décroissante §i u(ty)— v (t,) > 0,
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et négative et non croissante si u(f,)—ov(l) < 0. On & done en tout cas

Tim fu (1) — o (1)] = +o0
t—+o00

et la contradiction est manifeste.

9. Remarque I. Dans le cas du probléme (IT) I’hypothése de la
croissance au sens strict de la fonetion f(¢, ) peut bien &tre remplacée
par la méme hypotheése, faite seulement pour ¢ = 0, ou bien pour un
t, 2> 0 quelcongue.

Remarque II. Il est & souligner que ni dans les théorémes d’exi-
stence, ni dans le théoréme sur l’unicité des selutions des problémes aux
limites envisagés nous n’avions besoin de I'hypothése de l'umicité des
solutions du probléme initial de Cauchy.

Remarque III. Dans certaines hypothéses sur la fonction f(¢, u, v),
analogues aux hypothéses (27), (28) et (33), (34), on pourrait démontrer
de la méme maniére quelques théorémes d’existence et d’unicité des solu-
tions des problémes aux limites (I)-(III), non seulement pour l’équation
(26), mais aussi pour 1’équation générale (1).
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