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Propriétés des dérivées tangentielles
d’une intégrale de ’équation elliptique

par W. POGORZELSEL (Warszawa)

1. Introduction et formules principales. Dans ce travail nous étu-
dierons quelques propriétés importantes de la fonction limite de la dé-
rivée tangentielle d’une intégrale de surface

(1) U(4) = [[I'(4,Q)9(Q)dq,
' 8
relativement & ’équation elliptique
n n
02y ou
2 Ay A -
@) a;a,,ﬁ( )amaamﬂ+§ba(A) 5. e =0,

dite potentiel généralisé de simple couche(!), I" désignant la solution
fondamentale de cette équation.
Nous admettons, de méme que dans le travail [1], les hypothéses

suivantes:

I. Les fonctions au(4),b,(4),¢(4) sont définies dans la région
fermée
(3) A(By, Bay ovvy Bp)e R+ S

et vérifient la condition de Holder
(4)  [Bgp(4) — agp(Ay)] < consterliy,  |b(A)—Dby(A,)] < consterlyy ,
le(4)— o(d,)] < const-r’ s,

ol 744, désigne la distance euclidienne des points 4, A, et A est une con-
stante positive non supérieure 4 I'unité; 2 désigne un domaine borné
dans espace euclidien & » dimensions limité par la surface fermée S

(n > 2).

(*) Nous conservons dans ce travail le symbole d’'intégrale double pour I'inté-
grale de surface & n—1 dimensions et le symbole d’intégrale triple, pour l'intégrale
de volume dans l'espace 4 % dimensions, 49 désigne ’élément d’aire au point Qe 8.
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II. La surface fermée S vécifie les conditions connues de Liapou-
noiff dont 1’une, relative 4 'angle A(P, Q) entre les normales aux points
arbitraives P et ¢, a la forme

(5) A(P, Q) < constrrpg (0 < < 1)
1II. La forme guadratique
n
(6) D) agp(4) XX,
a,Be=1

est définie-positive dans la région (3).
Nous rappelons (voir le travail [1]) que la solution fondamentale
I'(4, B) de Iéquation (2) est donnée par les formules suivantes:

(M) I'(4,B) = u®(4,B)+®(4, B)+ D a(4)8,(B),
™ w" (4, B) = [8" (4, BT,
(7" 8M(4, B) = D a” (M) (w,— &) (05— &),
a,8=1
(7" w(4,B) = [[[w(4, M)B(M, B)AM,
o)
ot Ad(wy, ..., x,) et B(&,, ..., &) sont deux points arbitraires distinets

du domaine mesurable fermé Q' O Q-4 8; la fonction @ (M, B) est la
solution d*une équation intégrale de Fredholm (voir [1], p. 259); a®® (M)
désignent les éléments de la matrice inverse de la matrice [a,(M)]
au point arbitraire M e£’. On a introduit les fonctions réguliéres a,(4),
B,{(B) dans la formule (7) pour assurer 'existence de la solution  d’une
équation de Fredholm pour la fonction @ dans le cas singulier de la
valeur propre du noyau correspondant. Dans les considérations ultérieures
nous supprimons le troisiéme terme de la somme (7), puisque son influ-
ence sur les propriétés de l’intégrale (1) est évidente a priori.

D’aprés Ihypothése relative a la forme quadratique (6), il existe
deux constantes positives ¢ et @ telles que 1on ait les inégalités

(8) gan < 9™ (4, B) < Grip
quels que soient leg points 4, B, M dans le domaine borné et fermé £2'.

D’aprés le travail [1] les fonctions w™ (4, B), (4, B), P(4, B)
admettent les limitations suivantes:

const . const const
(9) ™4, B) <amr B4, B)l <5mm, 194, B) <
AB T4B Y4B

pour tout couple 4, B de points distincts du domaine Q’.
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2. Existence de la limite de la dérivée tangentielle. D’aprés la
formule (7), en supprimant le dernier membre, nous pouvons éerire
I'intégrale étudiée (1) sous la forme Q’une somme de deux intégrales

Ud) = V(4)+V(4),

ol Pon a posé

(10) V) = [[u®4, Q)e@)ag,
8@

(10') V(4) = [[w(4,Q0(Q)dQ,
5@Q)

¢(@) étant une fonction définie, bornée et intégrable sur la surface §;
elle est dite densité de la couche.

Les fonctions (10) et (10') ont des dérivées spatiales déterminées par
les intégrales réguliéres

(11) Vo (4) = [[ul(4,Q0@dQ («=1,2,...,n),
S(@)

(11) Vo (4) = [[#,(4,Q)¢(@Q)dQ (a=1,2,...,n)
8(Q)

en toub point intérieur 4 ¢ Q. Les dérivées des fonctions (7') et (7'") admet-
ttent les limitations suivantes:

const
(12) |w£i(‘4~a Q) < n—1 !
T4Q
, _ const
(129 [, (4, Q)] < == -
rig

En tenant compte de la limitation (12’) qui posséde une singularité
faible relativement & la surface S, nous pouvons atfirmer que la dérivée
(11') tend uniformément vers une limite déterminée par I’intégrale abso-
lument convergente ’

(13) m 7, (4) = [[5, (P, Q)p(@)de,
AP §(@)

si le point A €2 tend d’une fagon arbitraire vers un point arbitraire PeS.

Les dérivées w,, admettent une limitation (12) & forte singularité
relativement & ’intégrale de surface. Nous ne pouvons done pas affirmer
a priori Pexistence de la limite de la dérivée (11), si 4 — P, méme si la
densité ¢ était continue. On démontre (voir la monographie [2], p. 108,
ou le travail [3], p. 68) qu'une certaine combinaison des dérivées premie-
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res du quasi-potentiel (11), dite dérivée transversale, tend vers une limite
déterminée, si A — PeS, sous la seule hypothése que la fonction ¢ soit
continue.

Trétude de Loxistence de la limite de la dérivée de Dintégrale (1)
dans la direction d’une tangente & la surface § exige des considérations
plus délicates et d'une hypothése plus restrictive sur la densité .

Lo théoréme 1 exprime lexistence de cetbe limite. Le théoréme 2
exprime que la fonction limite vérifie une condition de Hblder.

Soit un systéme d’axes rectangulaires Pw;®s.. .o dont Dorigine P
est un point arbitraire de la surface 8 et Paxe Pu, o3t Ia normale inté-
rvieure & la surface §; les axes Pwy, ..., Pay,_, sont alors situés dans lo plan
tangent & la surface S.

Teorive 1. Si lo densité o(Q) vérifie la condition de Holder

(14) (@) — Q)| < krdt, (0 <hy <1, k> 0),

Ta dérivée du potentiel de simple couche (1) au point intérieur A e dans la
direction d'une tangente arbitraive Pm, au point PeS tend wuniformément
vers la limite
(15) lim Uy, (4) = [ [ Ty (P, Q)p(@)dQ

AP S6)
si le point A tend @une fagon arbitraire vers le point PeS. Lintégrale (15)
o le sens @une intégrale singuliére de Cauchy, ¢est-a-dire elle est égale & la
limite sutvante:

(16) [[ (P, @p(@)dQ = lim [[ I, (P, @)9(9)dQ,
s o0 §-8p

ot 87 est une portion de la surface S situde au voisinage du point P & Vin-
térieur @un cylindre II @ame Pxy, et de rayon 1. Signalons que Vintégrale
singuliére (15) n'est pas absolument convergente.

Démonstration. La valeur limite (13) étant déterminée, il suffit
d’étudier 1a dérivée du quasi-potentiel

(17) Vay(4) = L [ul (4, Q)p(@)dQ

gi A~ PeS. Supposons d’abord que le point intérieur A4 £ soit situé
sur la normale Pw, & la surface S au point P arbitrairement choisi.
Soit un eylindre W, ayant pour axe la normale Pw,, de rayon &'
fixé indépendamment du point P, qui découpe sur la surface § au voi-
ginage du point P une portion Sy dont Ia projection surle plan tangent
en P est une hypersphére Sp & n—2 dimensions. D’aprds les condi-
tiong de Liapounoff, nous pouvons toujours fixer le rayon ¢ suffisam-

icm

Deérivées tangentielles d'une intégrale de Végquation elliptique 325

ment petit, pour que les points de la projection Sy correspondent
d'une fagon biunivoque aux points de la portion Sp. Décomposons
Pintégrale (17) en deux parties

(18) Vay(4) = VoW (A)+ Vo 5% (4)
étendues & la portion Sy et & la surface extérieure S— 8. Le point P

étant extérieur au domaine d’intégration §— Sy, le second terme de
la somme (18) est continu au point P et nous aurons évidemment

(19) lim VarSw(4) = Varw(P) = js fW wl (P, Q)p(Q)dg.

Pour étudier la premiére des intégrales (18), nous l’écrivons de la
fagon suivante

(20) V27 (4) = [[ 8 (4,Q)[0(@) —¢(P)1dQ+¢(P) [[0S(4,Q)dQ.

Sy Sy
D’aprés I’inégalité de Holder (14), admise pour la fonetion ¢(P), la fone-
tion sous le signe de la premiére intégrale vérifie I’inégalité

ol
(21) 02, (4, Q)[p(Q) — ¢ (P)]] < 2L 75
i

done, d’aprés un raisonnement classique, la premiére des intégrales (20),
J,(4) tend uniformément vers la limite
(22) lim J,(4) = J,(P) = [ [l (P, @)[¢(Q)—¢(P)1dQ
4P S
qui est une intégrale & singularité faible, donc absolument convergente.
Pour étudier la seconde des intégrales (20), soit
(23) Ju(4) = p(P) [[ud(4,Q)aQ,
S
considérons lintégra’e auxiliaire

(24) X(4) = g(P) [ (4,9)4¢
S'w

étendue & la projection Sy de la portion Sy sur le plan tangent en P; d@Q’
désigne élément d’aire de la surface Sy au point @' — projection du point
©. Les coefficients de la forme quadratique (7"') dans la formule (24)
étant fixés an point P, nous aurons D’égalité des dérivées

(25) w (4, Q) = —wi (4,9,
(g vvey Encyy 0) étant les coordonnées du point Q.
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_En appliquant le théoréme de Green, nous pouvons done écrire 1’in-
tégrale (24) sous la forme d’une intégrale

(26) X(4) = —p(P) [ w(4,Q)ecosv,dly

Ow
étendue A la frontidre O & n— 2 dimensions du domaine Sp; », — désigne
Pangle que fait la normale extérieure & la surface Oy au point Q' avec
Daxe P, et dly — Délément d’aire de la surface (7 au point @'. Le point
P étant extérieur au domaine d’intégration Cy, il est évident que la fone-
tion (26) tend vers une limite déterminée

(27) ImX(4) = —p(P) [w"(P,Q)cosvdly
AP o

si 4 — P. Mais, d’aprés la symétrie centrale de la fonction

n

(28) wP(P’ Q') = [ Z aaﬂ(P) Eu Eﬁ]—"/2+1,

af=1

Pintégrale (27) est nulle, donc
limX(4) =0.

AP

La limite (27) est en méme temps la valeur principale d’une intégrale
au sens de Cauchy; nous avons en effet

[[ wE(P,@)p(P)ag

Sy -8 gy
-1 2 n—1
=w—=2¢P) [[ [X a?(P)&s]™ Y a¥(P)gaq = o
S-S a,f=1 B=1
ol 87 est la section par le plan tangent #, — 0 du cylindre I d’axe Pu,
et de rayon r,. Il en résulte
(29) ImX(4) = lim [ wi(P,Q)p(P)ag".
AP a0 S-Sy
Les propriétés de ’intégrale (24) étant étudides, considérons la diffé-
rence entre les inftégrales (23) et (24):

(30) R(4) = Jy(4)—X(4) = ¢(P) [[[wd(4,Q)—wE (4, Q)y(Q)1dQ
Sw

ol y(@) désigne la valeur absolue du cosinus de I’angle que fait la normale
ala x'surface 8 au point @ avec axe Pyx,. Nous montrerons que la sous-
traction (30) affaiblit la singularité de la fonction sous le signe d’intégrale.
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Remarquons en effet que, d’aprés 'inégalité de Liapounoff (5), on a
(31) 1—9(Q) < constrgy.

Ensuite, en s’appuyant sur les formules

wd(4,Q) = @2—n) 894, Q1™ [ @) @ — & — 3 a(@)&)],
(32) R

WE(4,Q) = 2—n)[07 (4, Q)] [¢"(Pa,— Y @ (P&
=1

nous aurons
(33)  |wd (4, Q)—wi (4,9
< (2—m)|[8%(4, QT —[6°(4, @)™ | Ma[rag+ (n—1)7pe ]+
+ (2—n)g ™" 135 [karbaraq + Mol bal + (n—D) Har B5',

ol M, désigne la borne supérieure de l’ensemble de fonctions a*?(A)
et k, — leur coefficient de Folder. Remarquons encore (voir [2], p. 73)
qu'il existe une constante positive y, inférieure & 1'unité, telle que

(34) i <raqlrae <1z
pour tout point @ de la portion Sp. Nous aurons ensuite Pinégalité
(35) 10994, @17 — (97 (4, Q)17

< $ng " (g aQ) TV kb rao+ 20 Matq (Tt Ta0) ]

En tenant compte des inégalités (31), (33) et (35), nous arrivons &
l'inégalité .
const-r¥y

g

(36) [0S (4, Q) —wi (4,Q)y (@) <

" vraie si Q8 et sile point A est situé sur la normale Pz,; on a posé

%, = min.(k, 2x). .

La différence (36) admet une limitation & faible singularité, si 4 = P,
donc P'intégrale (30) tend vers une limite déterminée des deux fagons sui-
vantes:

(37) lim R(4) = lim J,(4)
AP AP

=o(P) [[ [wS(P,Q)—wE, (P, Q)y(Q)]1dQ = p(P) Sfjwslw, @)dQ.
. w

Sw
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Signalons que la premiére intégrale d'une fonction & faible singu-
larité est absolument convergente, mais la seconde, relative & une fone-
tion & forte singularité, a le sens de Cauchy et n’est pas absolument
convergente.

Dexistence des limites (19), (22) et (37) contfirme la conclusion (15)
du théoréme 1, si le point A tend vers le point P suivant la normale.

Remarquons que les passages & la limite précédent sont uniformes,
¢’est-a-dire que leur estimation est indépendante du point P sur la sur-
face §. 11 en résulte que la propriété limite (18) est aussi vradie, si le point
intérieur A tend vers le point P d’une fagon quelconque.

3. Propriété de la fonction limite. Soit maintenant un champ do
directions des tangentes {sp} sur la surface S, qui fait correspondre & tout
point PeS une direction déterminée sp de la tangente en ce point. Soient
ensuite deux points arbitraires P et P, de la surface § et deux systémes
d’axes rectangulaires Pw; ..., et Pyaj...a, dont les axes Pay,, P,z
sont les normales intérieures & la surface 8. Nous admettons que les axes
Pu, et Pya; coincident avee les tangentes sp et sp, du champ donné {sp}.
Nous démontrerons le théoréme suivant:

TukorEME 2. 8¢ la densité ¢(Q) vérifie la condition de Holder
(38) lP(Q)— (@)l < Kpre,

et les angles (sp, sp,) entre les tangentes du champ donné auw points P et P,
de la surface S vérifient Vinégalité

(0 <h, <1)

(39) (sp, spy) < 017':‘?1:1 (61> 0,0 < hy <1,

les valeurs limites des dérivées tangentielles du potentiel de simple couche (1)
40) J(P) = [[Iy(P,Q)p(@)dQ, J(P1) = [[IL(Py, Q)p(Q)dQ
g §

dans les directions des tangentes sp ot sp, du champ donné auw points arbitrai-

res P et Py de la surface S vérifient Vindgalité de Holder de la forme

(41) W (P)y=J (P)] < (LM, + Oukp)r3p,

o M, = suplp(P)|, C, et Oy sont des constantes positives indépendantes

de la fonction ¢ el h, désigne le plus petit des nombres suivamnts:

(42) hy = min(h,,, Oh,, h, x),

O élant un nombre positif arbitraire, nférieur & Tunité.
Démonstration. Il suffit d’étudier le cas

(43) pp, < }07,
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olt §" < 4 désigne le rayon constant du cylindre W d’axe Pw,, considéré
dans le théoréme précédent.

Décomposons les intégrales (40) en sommes d’intégrales
(44)  J(P) = JL(P)+I5VL(P),  J(Py) = IE(Py)+J5L(Py)

étendues aux surfaces Sz et S—Sz, ol 8z désigne Ia portion de la sur-
face § découpée par la sphére de centre P et de rayon & et vérifiant la
condition de Liapounoff. La sphére de centre P ef de rayon &'/2 étant
extérienre au domaine S—8z, la fonction J5 °L(P) admet des dérivées
par rapport aux coordonnées du point P, bornées dans cette sphére.
Nous avons donc I'inégalité

(45) (JS=SL(P)— JS—SL(P,)| < const -Mq,-'rl’,‘;‘ .

Nous passons & 1’étude de la différence des intégrales (44) étendues
4 la portion Sz. D’apreés la formule (7), nous posons

(46) JL(P) = J*(P)+J(P)
o .

“6) JP) = [[wd(P,Qp(@aQ, J(P)=[[%,(P,Qe¢(Q Q.
S 8L

les formules sont analogues pour le point P,. Nous écrivons maintenant

41)  J*P) = [[wd(P,Q)[p(Q)—¢(P)1dQ+p(P) i [w& (P, @0,
St L

(48) J*(Py) = [ [ wd, (P, @) 9(Q)—p(P)1dQ+¢(Py) [ [ud, (P1, Q)4Q.
Sz, S

Btudions d’abord la différence des premidres intégrales, absolument
convergentes, dans les formules (47) et (48)

JI(P) = [ [ v (P, Q)[¢(@)—(P)14Q,

SL

(49)
IHPy) = [ [ 02, (P, Q) [p(@)—¢(P1)12Q.
L7

Considérons une sphére I7 de centre P et de rayon r; = 2rpp,, qui
découpe une portion S, de la surface Sz. Décomposons les intégrales

(49) en sommes
(50) JF(P) = JIE(P)+ITLA(p),  JI(Py) = JTA(P,)+JE0(P))

d’intégrales étendues aux surfaces S; et Sp—S8p.
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D’aprés Pinégalité de Holder (38), on a

BI8°(P, Q) 1""’2[ 2 (@

< @—n)k,g "M, ff

et une inégalité analogue powr l'intégrale J¥n(p,).

(51) |J75m(P)| <( f I s &)] dQ

h
1 h < const ks P"1’>

Etudions maintenant la diféfrence des secondes intégrales dans les
formules (50), que nous écrivons de la fagon suivante:
e(@)] | f wl (P, Q)dQ +

(52)  JYLSE(P) gL Su(P)) = [p(Py)—

524
+ ff [ws,(P,Q)—ww;(Pl,Q)][«p(@)-«p(ﬂ)]d@

d’ol e

(83)  |JYLn(P)— JISLSa(py)|

<k'rPP1| ff w2 (P, Q) dQ|+k f [0l (P, Q) —w(Py, Q)| rheodq).

La premiére intégrale, d’aprés ce qui précéde (voir (37)), est bornée
8i rpp, = 0. Pour étudier la seconde, remarquons qu’on a

n

= D) 0 (1, Q)cos(a,, o)

a=1

(54) w3 (P, Q)
ot les formulés

wg (P, Q) = 2—n)[#°(P, )17 Y a"(Q)(w,— &),
B=1

172 37 a*(Q) (@5 — &),
B=1

%, désignant les coordonnées du point P, par rapport au systéme d’axes
P2, ... z,. Remarquons ensuite qu’on a les inégalités

(55)

wg (P1,Q) = (2—n)[8%(Py, Q)

(56) 1—cos(zy, 71) |¢08 (%, 21)| < €178k,

(o =2,3,...,n)

< %C%rg’hf‘la

résultant de linégalité admise (39) et de 1’égalité

n . ’@
D) eos? (w,, @) = 1.

a=1
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Nous en tirons, pour QeSp— Sy , Pinégalité suivante:
(5T) 0 (P, Q) — w8, (Py, Q) < (2—n)[8°(P, Q)] _ppnMarpp, +
+30° (2—n) [#2(P*, Q)] —ne—1 MirprgTroTer, +
+ 2= [0°(Py, Q)]np 2 Morp o (s Tp +1) 0175,

ol P* désigne un point & lintérieur du segment PP,, donc vérifiant les
inégalités

1
(58) 3 S Trgftre <3,

si Q eSz— Syr- En g’appuyant sur les inégalités (57) et (58), nous obtenons
pour la derniére intégrale (53) la limitation suivante:

(39) k, [[ Wwd(P, @) —w& (P, QlrigdQ

Sr=8p
< k,rep, ff g e dQ + const - k,ris e, ff rpitdQ < const-k,rhE
SL-8m Sp—Sp

ol Rk = min(h,, Ok,), & étant un nombre positif arbitraire inférieur
& 1’umté le coefficient const étant indépendant de la fonetion ¢. En réu-
nissant les inégalités (51), (53) et (59), nous aurons

(60) |JE(P)— JE(Py)]| < const-k,ri, .

Nous passons maintenant i l'étude de la différence des seconds
termes des sommes (47) et (48) que nous écrivons, d’aprés la formule
(87), de la fagon suivante:

J3(P) = ¢(P) [ [ w8, (P, Q)aQ
St

=g@) [[ »&(P,QdQ+¢(P)

Sp—Sy

(Py) [ [Py, Q)aQ
Sr,

[[wz (P, @dQ,
Sw
T3 (Py)= ¢

=oP) [[ w&(P,0)aQ+ePy) [[wi(Py, QdQ
Spr1

S1,~8pr,
ol lon a posé
wh (P, Q) = wd (P, Q)—wp, (P, Q)7(Q),
Wi (P, Q) = WEI'(PUQ)~—wP3(PuQi)V'(Q .

W, désigne un cylindrve de rayon &', d’axe len qui découpe une portion
8w, de la surface S au voisinage du point Py; Q; désigne la projection du

(62)
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point Q sur le plan tangent en Ps; ¢’ (Q) désigne le cosinus de ’angle entre
les normales aux points P, et @. D’aprés Pinégalité (36), les fonctions (62)
admettent des singularités faibles et leg intégrales étendues aux surfaces
Sy et Sy, sont absolument convergentes.

Les points P et P; étant extérieurs aux domaines d’intégration 8, — Sy
et Sz, — 8w, , la différence des premiéres intégrales dans les seconds membres
des formules (61) vérifie, Q’aprés (57), 'inégalité de Holder de la forme

(63)  |p(P) ff wg (P, Q)dQ—p(P) [[ wd(Py, @)dg|
Sp—Sw SL— Wy
»0
< (AM,+ Bl ge,  (hy = min (hy, k).
A et B sont des constantes positives indépendantes de la fonction ¢.
Pour étudier la différence des seconds termes dans les formules (61),
que nous désignerons resp. par Ip et Ip , nous les décomposons en sommes
d’intégrales

(64) Ip = I§n4 197750, Ip, = 1304 15750

étendues & la surface S située & Vintérieur de la sphére IT (de centre P
et de rayon 27pp) et aux surfaces extérieures S,,— Sy et Sy, — 8.

Nous remarquons que, d’aprés la supposition (43), la surface S,
fait partie simultanément des surfaces Sy et Sy, .

En tenant compte de la limitation (36), nous pouvons affirmer que
les intégrales étendues & la surface §, vérifient les inégalités

|180) < const- M, ff ,,_1 — << consti- M- IPIP ,

(65)

Ilpll < const - M i (%

pTh (e =min(h, 2x)).

Pour I'étude de la différence des seconds termes (64), éerivons

PP [[ wi(P,Q)aQ+

Sy-Sp

+o(Py) [fA£)wk (P, Qi@+ (Py) f} [, (P, Q) —wii (1, Q)14Q

Sy, S8

(66) IS _ I3 SE = [p(P)—

ol SWW désigne ensemble de tous les points des surfaces Sy ou Sy, qui

n’appartiennent pas simultanément & ces deux surfaces. La premiére

des intégrales (66) vérifie l'inégalité

1) |P)—otea [ [ ub,@1a0| < contt, ff
Syp—Sp "'PQ

< const- 70,7 PPI
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La seconde est de l'ordre de T'aire de la surface Sy, done elle vé-

rifie I’inégalité

(68) 9Py [ (£Dwki(Pr, Q)dQ | < const I, rpp,.
Swyry

11 reste & étudier la troisieme, la plus difficile des intégrales (66), que
nous désignerons par

(69) Y(P,P) =o(P) [[ [wh(P,Q)—w:(Py,@)1dQ.
S-S

Nous décomposons cette intégrale en somme des trois intégrales
suivantes:

(10)  Y(P,P) =p(P) [[ {[8(P,Q)—wk(P,Q)y(Q)]—

S-S

— [l (P1, Q) —w (P1, @)y (T dQ—
) [ ZW- (Pr; @) — g (P1, @) (@)1[008 (2o 71) — 831dQ +
S-S e=1

+o2) [f thh Pyy @0 (@) — 1wz (Py, @)y(Q)]eos (., 21)dQ
Sy—8Sp a=1

ot 6! désigne le symbole de Kronecker.
Désignons les intégrales (70) successivement par

(P Py, — (P Pl): YS(P Py).
Pour limiter la premiére intégrale, remarquons que la fonction
w? (P1, @) —wg, (P1,Q)7(Q)

admet des dérivées par rapport aux coordonnées du point Py (%, Zs ..., Tn)
au voisinage du point fixé P. Done, d’aprés le théoréme des aceroissements,
lintégrale Y,(P,P;) peut étre exprimée de la fagon suivante:

)2 — nnZw—w,,) [f {[19013*

a=1 Swp—-8pp

<[ (@) 05— £ 0@ @5 — )+9%(P", Q) a(@)] -
=1

=1

)1k

(M) Yq(P, Py) = o(P

—y (@) [7(P*, QI Y a?(P)(
p=1
+87(P*, Q) e (P)

J}ae,

ay— &) 3 a® (P)(wh— &) +
p=1
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ou 'on a posé

E? = 517 KR 52.~1 = £7L~—-17 572 = 0.

Pour limiter Pexpression (71), on décompose dune fagon connue
les différences des produits qui y figurent en sommes de différences corres-
pondant aux facteurs particuliers. Nous n’étudierons qu’une d’elles, Ia
plus difficile,

(12)  Yi(P,Py)

= p(P)(@—n)n 2 ) [ %P0

a=1 SW—Sn
n
lﬁ
[ Y@
B=1

-n/2-~1

— [ (P*, Q)17 x

3= £+ (P, Q) ()] dQ.

— &) Za"ﬁ(o

Remarquons done qu’on &
(13)  |[9%PY, Q1T —[9F (¥, @)Y
< sup{(3n+1)[9%(P*, Q1" [189(P*, @) — 97 (P*, Q)|+
+ 197 (P*, @) — 9" (P*, @]
d’ol, en faisant usage de Ja formule (7') et des inégalités (4), (8), (58),
nous obtiendrons (si @ ¢Sy —Sy)

(74) %P, QT[0T (P, @)1 < constorpg Tt

ou »' = min(h
vante:

, %). Il en résulte pour la fonction (72) la limitation sui-

(78)  |Yi(P, Py) < const-M,rpp, [ [ rpg+*dQ < const-M,r5p,.
Sw—S1

D’une fagon analogue on étudiera les autres termes de la différence
sous les signe d’intégrale (71) et ’on obtiendra la limitation

(76) | Y, (P, Py)| < consti-M, rip, .

Pour étudier le second terme, — ¥,, de la somme (70), nous appli-
querons des inégalités analogues & (33), (35) (36 ot (56) et nous aurons

(1) TP, Pyl < const- M, o, | f = B < const- M7,

Sy—8p1

ot hy = min (h,, x). L'étude du troisitme terme ¥, est analogue & la
précédente et fournit la limitation

(77" | ¥5(P, Py} < const- M-

¢ pp v 2" = min (h, Ox).
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En réunissant les résultats (63), (63), (67), (68), (76), (77),
nous arrivons a la limitation suivante pour les mtégmles (61)

(78) W3 (P) =3 (Py)] < (A" M,+B'k,)rig, s
ol %, = min(h,, Ok, b, @x), A" et B’ sont des constantes positives, indé-
pendantes de la fonction ¢.

En tenant compte des propriétés démontrées (60) et (78), nous conc-
luons que la différence des fonctions (47) et (48) vérifie une inégalité de
la forme
(79) W (P)—J*(P)] < (4" My+B"k)rky |,

1
A", B" étant des constantes positives.

Pour établir 1a conclusion (41) il ne reste qu’a étudier la différence
des secondes intégrales (46)

(80) J(P) = [[ @ (P, Q)p(Q)dQ,
S

(77 )

T(P) = [ [ @;(P1, Q)p(@)dQ
Sz

correspondant aux points P et P,; les fonctions qui y figurent admettent
des singularités faibles, d’aprés (12'), done les intégrales (80) sont abso-
lument convergentes.

En écrivant

@z, (P, Q)p(Q) @

nous voyons qu’il suffit d’étudier la dlfférenee

(82) A(P, P,) f | (%2, (P, Q) —55, (Py, @)1p(Q) dQ

gue nous décomposons de nouveau en sommes d’intégrales
(83) A(P, Py) = A°0(P, P,)+A%7%2(P, Py)
étendues 4 la portion S, (découpée par la sphére IT de centre P et de rayon
2rpp,) o6 4 la partie extérieure Sp—Sp.

Pour la premidre partie nous avons évidemment, d’aprés la limita-
tion (127),

(84) |452(P, Py)| < const- f "PIIQ,L < const-M,-vp, .
Pour étudier la seconde partie de. la somme (83), remarquons qu’on a,
d’aprés (7') et (77),
PP
(85) Jwat (P, M)—w 1(1)1,11[)| < const- ;ﬁ;
si MeQ'—
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Nous aurons done, en tenant compte de la formule (7'') et des limi-
tations (9) et (12), si QeSz—8y,

(86) [’7}:51 (&, Q)—'wil (P, I

const - fff
< comt:| Eiri

En faisant Détude de ces intégrales par la méthode connue de la
transformation homothétique, on arrive & l'inégalité

o [ o
"g'l—ﬂll"l%!@h M-l 1 9 — R

TPyM g

(87) Ty (P, Q) —15, (P, Q)] < const- i"‘,,
%)
si QeSy— 8. Il en résulte

(88) . |45751(P, P))| < const- M, rpp, f f Jon < consto L o

En somme, d’aprés (84) et (88), nous aurons
(89) [4(P, Py) | < const-M, rkp,.

Done, en tenant compte des inégalités (56), nous pouvons affirmer
que la différence des intégrales (80) et (81) vérifie I’inégalité

(90) | (P)—J (P;)| < congt- ]l[q,T;';;

ol h, = min (h, ;). Les résultats obtenus (45), (79),
la eonclusion (41) du théoréme 2.

COROLLAIRE. 8¢ les emposamis conmstanis, figurani dans les théorémes
1 et 2, vérifient les inégalités

(91) h,

(90) contfirment

e by b, < min(h,, %),

les aérivées tangenticlles (40) du potentiel de simple couche vérifient la con-
dition de Holder

(92) W (P) = (P)] < (OuM+ Coky)rgs,

avec le méme exposant h, que la densité o(P) de la couche.

Cetite propriété est d’une importance essentielle dans les problémes
aux limites.

Remarque. De la démonstration du théoréme 1 (voir la formule
(20)) résulte que la va.leur limite de Ia dérivée tangentielle

(P) = {9 [ 10p (P, Q)p(@)dQ
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dans la direction du champ de tangentes {sp} vérifie en tout point P de
la surface § une inégalité de la forme

(93) |Usp(P)| < O1M+ Cik,
ol 0 et C; sont des constantes indépendantes de la fonction ¢(P).

4. Cas particulier du domaine plan. Les considérations précédentes
ne concernent pas le cas du domaine plan (n = 2). Dans ce cas, en con-
servant les hypothases (4) et (6), on cherche la solution fondamentale aussi
sous la forme (7), mais en admettant pour quasi-solution la fonction
(94) w™(4, B) = log[#*(4, B)]
ot la forme quadratique #™(4, B) est donnée de méme par la formule
(7). Toutes les considérations concernant la solution fondamentale sont
analogues et prouvent l'existence de cette solution sous la forme (7),
olt @ est donnée par la formule (7'”'), @ étant une solution de 1’équation
de Fredholm.

Dans le cas # = 2 les inégalités (9) sont remplacées par les inéga-
lités

™ (4, B)| < aillogruzl+ 6,

95 const
(85) 204, B) <o,
AB

[w(4, B)| < ¢,

1, 6y, 3 étant des constantes positives; il est remarquable que la fone-
tion % reste bornée si A — B ef que la limitation pour la fonetion & soit
un cas particulier de la limitation (9).
La dérivée de la fonetion (94) s’exprime par la formule
2
(96) wil(4, B) = [8™(4, B)T'2 D a™(M)(z,— &)
=1
qui est un cas particulier pour » = 2 du cas général, si nous remplagons
le facteur 2 —n par 2. Il en résulte que toutes les considérations précéden-
tes, ol figurent les dérivées de la solution fondamentale, s’appliquent
aussi avee une légére modification dans le cas n = 2.
Nous aurons, en particulier, pour les dérivées, les limitations (12)
et (12') c’est-a-dire, dans ce cas,

eonst const
(97) war(4, B) I< [y (A, B)| <=5
45 T4r

On définit de méme le potentlel de simple couche par lintégrale
de ligne

(98) U(4) = [ I'(4, Q)p(@)dQ
(s}

Annales Polonici Mathematiel VII ki
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olt C est uné courbe fermée limitant le domaine £. On admet que l'angle
entre les tangentes sp et s aux points arbitraires P et @ de la courbe €
vérifie P’inégalité

(99) (sp, 8g) < comsb-rpg (0 <2 <1)

qui correspond & Pinégalité de Liapounoff (5). Bn admettant que la den-
s5ité ¢(Q) est bornée et intégrable, on décompose de méme la fonetion
(98) en somme de fonetions (10), (10) et on prouve l'existence des déri-
vées (11) et (11) en tout point A & lintérieur du domaine £.

Tous les raisonnements sur les propriétés des dérivées tangentielles,
que nous avons développé antérieurement, s’appliquent aussi dans lo
cas n = 2 avec de petites modifications et il est inutile de les répéter.
Nous pouvons notamment affirmer, dans Phypotheése (14), DPexistence
de la limite de la dérivée tangentielle

(100) ;ilr;UsP (4) = [Ty (P, Q)9(Q)3Q = Usp (P)
> c

en tout point PeC; I'intégrale a le sens de la valeur principale de Cauchy,
c’est-a-dire

(101) T, =[T., (P, Qp(@)dQ ~lim [ Tup (P, Q)p(Q)d9,
s 0—10

ol 1, est I’arc découpé sur C, par le cercle de centre P et de rayon g.
Remarquons que la dérivée tangentielle I, (P, ) admet une singula-
rité comparable & la singularité forte de 1/s—a, ol s et o sont les coor-
données curvilignes des points P et @ sur la courbe C. L’intégrale (101)
a donc la forme étudiée pour la premiére fois, dans ’hypothése de V'ana-
lyticité, par H. Poincaré [5].

Quant au théoréme 2, remarquons que dans ce cas le champ de tan-
gentes {sp} coincide avec le systéme unique des tangentes & la courbe O,
donc on a l'égalité des exposants x» = h, Tous les raisonnements pour
démontrer le théoréme 2 sont encore valables avec de petites modifica-
tions et ils confirment la conclusion que les valeurs limites (101) des dé-
rivées tangentielles vérifient la condition de Holder sous la forme

(102) Hap(P)— Usp (P1)| < (G2}, + Orleg)rp
ol
(102" by, = min(h,, h, Oh,).

Dans le cas h, <h et h, < h, on peut prendre by, = h, et on con-
state la conservation de lexposant de Hélder. La propriété (102) est une
généralisation, pour I’équation (2) & coefficients ne vérifiant que la con-
dition de Hblder, de la propriété des dérivées tangentielles du potentiel

icm

Dérivées tangentielles d’une intégrale de Uéquation elliptique 339

logarithmique (pour Péquation de Laplace) démontrée par Dauteur dams
le travail [4]. Ce théoréme est pour le potentiel logarithmique en liaison
étroite avec le théoréme connu de Plemelj-Privaloff sur les valeurs li-
mites d'une intégrale du type de Cauchy.
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