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Sur l'approximation des racines de nombres positifs

par A. B. Turowrioz (Tyniec)

1. Dans une note publiée dans le Journal of the American Statistical
Society, vol. 37 (1942), ,,Machine method for the extraction of cube root”,
M. Otis E, Lancaster a démoniré que la suite {®,} définie par

C‘lc’|‘ 24 o
(1) Trepr = x —|—;~A ?
converge rapidement vers /4. ( v

La formule de M. Lanoaster est un cas partmuher d’une formule
générale qui permet de calculer rapidement les racines de degré quel-
conque.

2. Soit 4 > 0, @, > 0 arbitraire. Nons allons démontrer que la suite
définie par
(n—1)ap "+ (n+1) Ay,

(n+1)ap+(n—1)4 '

(@) D1 =

",—
pour n = 2 entier positif, converge vers VA.
En effet, on vérifie facilement que

n—2

, , ~ VAP 3 (n—j—1) G+ 1k VA
b, — _ 7=0

(3) T — VA (m+1) kg -+ (n—1) A ’

) ’ sgn (2, — VA) = sgn (s, —VA).

(5) By Ly = ,_M_.
(n+1yay+ (n—1) A

done, d’aprés (4) et (b),

(6) © sg(mea—n) = —sgn(e— VA).

(1) La note de M. Lancaster ne m’est connue que du compte rendu paru da.ns
Mathematical Reviews 3 (1942), p. 276.
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Les relations (4) et (6) impliquent que

n P
B>y > 03> ... >a > ... VA pour x> VA4,

(7 " —
m,,<w1<a72<...<wk<...l/A pour mo<l/A.
La relation (2) donne:
— n
(8) oy, = 7;/A pour &, = VA.

La suite {z;} converge done pour tout @, positif. Soit 2 = limam,.
En passant & la limite dans 1égalité (2) on trouve

(n—1)a" 4+ (n+1) Az _on
@) e Ty oty a VA.

3. Désignons par a le plus petit, par b le plus grand des nombres
z, et VA. D’aprés (3) et (7) il vient

— "i/ZP:g) (n—j—1) (j+-1) b7

2na® !

10 n
(10) Ppq1— ﬂl <

n’ 1b"‘“
psa— VA| < jop— VAP 2= TRt

La convergence de la suite {z;} est done cubique. Les approximations
des racines données par 1a méthode de Newton s’expriment par la formule

(n—1)yx+4

11 b1 =
(11) Yrra -

La convergence de la suite ('11) étant carrée, la suite {v,} converge
plus rapidement.
Prenons par exemple n =2, 4 = 3, m, = 2. Alors

26
o= =1,1338..., oy =1,7320508074...

avec neuf places décimales exactes.
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Pogons n =5, 4 =100, s, = 2,5. Comme (%)5 = 3;:5’ on a

Vloo—— ]/3200 5 ( 3)
3125 155 625
85— 5
0<V100— — < —
V10— 5 < 5550
2 -2 - 3 5 7
w1 ¥t g1 V100 _ o 2. 100 _ 500 3) 1
n 5 5
12 a 12 (5) 5/ Y100° ’
2

done

5, — 3\ 1
— V100 (—) - < 6-1077.
I< 20 3 <

4. 11 est facile de donner des formules d’approximation des racines
dont le degré de convergence est supérieur i 3.
Déterminons la formule de récurrence

@it BAT 4 p AP,
M bAdy - eA’

(12) g1 =

de telle maniére que la suite {z;} engendrée -par (12) soit convergente
" —

vers VA et que le degré de convergence soit égal & 5. :
Remarquons d’abord que le numérateur et le dénominateur de (12)

sont des polynomes homogénes en z; et nl/Z, dont les degrés différent de

P'unité. La valeur de TVZ étant & éa,lculer, les puissances de 'i/Z, qui ne
sont pas des puissances de A n'y figurent point.
11 faut done que le numérateur de la fraction

Qg BAR 4y APy — VA (& + bz ed?)

13 — V4 =
(13)  aa—V 2+ 0AL e A’

soit divisible par (z,— l/A )y, ¢'est-a-dire qu’il s'annule avec ses quatre

premiéres dérivées pour z, = I/A
Un calcul facile donne:

(2n—1)(n— )“"+‘+2(4n —1) A2 - (2n4+-1) (n+1) A’ %,

) e = N D T 2 —1) Aot @n—1) (n—1) 4
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. n

On peut démontrer que la suite {2} converge vers VA et que le degré
de convergence est b

On pourrait obtenir de méme dey formules de degré arbitraire. Ce-
pendant, ces formules devenant de plus en plus compliquées, elles ne
seront pas utiles pour les caleuls. La seconde approximation calculée
au moyen de la formule (2) sera le plus souvent suffisamment exacte,
tandis que la premisre, calculée au moyen de (14) ou d'une autre formmle
éncore plus compliquée, ne le sera plus, le degré élevé de convergence
n'ayant d’influence que sur ley approximations ultérieures.

Aingi la formule (2), qui est encore simple et fournit un algorithme
rapidement convergent, parait la plus avantageuse pour les caleuls. 11
gemble qu’elle pourrait étre adoptée (sans démonstration) dans l’ensei-
gnement secondaire.

5. Voyons maintenant si la formule (2) peut étre appliquée dans le
cas ofL A serait un nombre complexe, 4 = ye*¥, r £ 0. 8i

2pm

(15) By = 8,6%, ﬂ=%+—%-, p=0,1,..., (n—1),
on a
2y = (”"1)iﬁ:€;:::+(ﬂ-l-1)""'?.30 0 (n—1)s5 "1 (n +1)"306m
(n+1)sy e’ + (n—1)re'” (n-+1)sy+ (n—21)r
En posant

(n—1)sp" 4 (n41)rs,
(n—{-l)su—l-(n—l)r ’

8 =

dn & @ = s, 6% On voit que tout;es les approximations xy, @,, @5, ...
auront le méme argument 9, tandis que leurs modules s, s,, 8, ... seront
calculés au moyen de (2) en partant du module s;. Done, si o, a été choisi
gur une des demi-droites (15), la suite {wx,} converge vers la valeur res-
pective de V;/A.

Posons maintenant

(2p+1)rm

(16) ﬂ=%"'—“ﬁ_’ P =20,1,...,(n—1).
On a
oy = —(n—1)8} ”“ + (n-k1)rs, 4t

—(nF1) 5+ (n—1)r

icm
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On voit que V'argument de x, sera ¢ ou #-+=n. De méme tous les

x5, seront situées sur la droite qui contient la demi-droite correspon-

dante (16).
Si » est un nombre pair, aucune de ces droites ne contient aucune

des valeurs de V4. Dans ce cas la suite {xx} ne converge pas vers VA.
Si n est impair la suite {x,} sera indeterminée, si — (n+1)sy+ (n—1)7
=0, #, devenant infini.
Si », appartient & un voisinage proche du point

" Ty
]/n 1 ré?,
n-+1

ol ¥ satisfait & (16), méme si o, est en dehors de la demi-droite (16), le
module de x, sera trés grand. Par conséquent il faudrait calculer plusieurs
@, pour obtenir une bonne approximation, méme si la suite {v;} conver-

geait vers ﬁ/A.

Cles considérations montrent que la formule (2) a peu de valeur pra-
tique pour le calcul des racines de nombres complexes: en choisissant
%, au hasard, on risque d’obtenir une suite divergente ou une suite dont
les termes initiaux ne donnent pas de bonne approximation. C’est pour-
quoi nous laissons ouverte la question de déterminer le domame de con-
vergence des suites (2) dans le plan complexe.

Regu par lo Rédaction le 24. 3. 1959
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