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Sur une propriété périodique
des fonctions B presque-périodiques

par A. 8. Kovanko (Lvov)

Dans une note récente [3] j’ai démontré une propriété des fonotions
B, presque-périodiques [1,4], cette propriété pouvant &tre considérée
comme une nouvelle définition de ces fonctions. Nog idées se rattachent
4 celles de R. Doss [2].

Nous étudierons dans cette note des propriétés analogues pour les
fonetions ,,B presque-périodiques” [4]. La démonstration se rattachera
directement aux résultats de la note [3].

L § 1. Notations, définitions et théorémes préliminaires. Soient

f(z) et p(2) deux fonctions complexes d*une variable réelle x sur (—oo < @

< o) (f, pely[w = 1]). .
Définissony la’ distance Dﬁw( f, ®) entre f et ¢ par la formule suivante:

D5, ) = B { f (o) =p(e)" Ox(o)ia]

ot O () désigne la fonction caractéristique de Pensemble B, 8i B = (—oo,
0o), nous rejetons l'indice F en écrivant: Dﬁw (f; ) = Dg,(f, ¢). Posons
encore

n-1
salf@) == 3ot ka),
k=0

et introduisons la fonction coupée [f(z)]y par les conditions suivantes: '
fm), s |fe)l< ¥,

@)y = ND’;(“” s |f@)| =N

§2. Définition 1 [4]. f(m)eB p.p. (B-presque-périodique), si,
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quel que soit &
que

(0 < & < 1), on peut trouver un polyndéme trigonométri-

3
— Z ake"lk”
k=1

tel que |f(x)—P, ()] < & pour toutes les valeurs de &, sauf peut-étre pour
un ensemble E,, tel que .
' o (=
DB (1, 0) = lim. -

Treo ”11

5 DL

Op Erm < & 01\1I Opll =

Définition 2 [1,3,4]. f(®)eB, D.p. (By-presque-périodique) i
quel que soit & > 0, il existe un polyndéme trigonométrique

R

al FAra

= E%GMM
F==1

!

tel que DBw(f(m)a P,,,(.’E)) <e.

Définition 3 [4]. f(z)eB, w s. (B,-uniformément somma,ble) 8i,
quel que soit & > 0, il existe un nombre » = () > 0 tel que DBW( 0)
<esi 63 E < I/

Détinition 4 [4]. f(x)eB a.D. (B asymptotiquement bornée) i,
quel que soit & (0 < & < 1), on peut trouver un nombre N, > 0 tel que
P'ensemble Ey des valeurs de w, ot [f]y 5 f, posséde la propriété: 65 By < ¢,
si N > N,.

Définition 5 [3,4]. Une suite {f,(x)} (n =1,2,3,...) est dite
convergente ,, B — en mesure” vers f(@) sur (—oo < @ < +4o0), 8i, quel que
soit & (0 < & < 1), il existe un nombre n, = ny(e) > 0 tel que |f(x) —f, (@)
< & pour toutes les valeurs de , sauf peut-8tre pour un ensemble H,, tel
que S By, <& sin > n,.

Remarque. Dans toutes nos définitions il s’agit, bien entendu, de
fonctions mésurables définies sur (—oco < @ < +-o0).

§3. Proprifivts 1. (I) S0 fe B, p.p., onafeB p.p.

PROPRIETE 2. (I) 80 f est bornée et fe B p.p., on a fe B, p. p. pour
tout w = 1.

PROPRIETE 3. (I)
el w>1, )

PrOPRISTE 4. (1) 86 feB p.p., on a fe B a b

PROPRIBTE 5. (I) 8i fe B p.p. il ewiste, quel que soit & (0 < ¢ < 1)
un ensemble relativement dense de presque-périodes © = t(e) ot un nombre
1 > 0 tels que |f(z-1)—f(@)] < & powr |t— 7| < 7 et pour toutes les valours
de @, sauf peut-étre pour un ensemble B, tel que dpB, < e.

SifeBop.p,ona [flveByp. p., quel que soit N = 0
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§4. Enongons maintenant une nouvelle définition des fonctions
By, p. P

Définition (4,) [3] fed,, si f(x)

1. (Ay) f(®)eB, u.s.

2. (4y) Quel que s0it & > 0 il existe un nombre > 0 et un ensemble
relativement dense de nombres {z} tels que [f(z-t)—f(x)] < & pour
[t— 7| < 7 et pour toutes les valeurs de », sauf peunt-dtre pour un ensemble
1, tel que 0xH, < e. :

3. (4y) Quel que so0it ¢ > 0, il existe une fonetion péliodique F )
de période a, presque 1)9,1tout hme et telle que {on,[f(#)]}, n =1,2,...,
converge ,,B en megure” vers @

Nous avons démontré dans 1_5] le théoréme suivant:

TuBorBME I. La classe A, est identique & celle
By p. p.

(Par conséquent la définition 4, peut étre considérée comme une
nouvelle définition des fonctions B,-presque-périodigues).

posséde les propriétés suivantes:

des fonctions

IL Introduisons une classe de fonctions mesurables définies sur

(—o0 < @ < -+oo) comme il suit:

Définition (A): f(e

1. (A) f@)eB a. b,

2. (4) Quel que soit & (0 < &< 1), il existe un nombre 5 = 7(e) > 0
et un engemble relativement dense de nombres {-c} tels que |f(z-+1t)—f(x)|
< ¢ pour |t—1z| < 7 et pour toutes les valeurs de z, sauf peut-étre pour
un ensemble B, tel que dpH, < e.

3. (4) Quels que solent ¢ > 0 et N >0, il exibte une fonection me-
surable périodique @ (@) de pénode atelle que o, {[f(®)ln}t (n =1,2,3,...)
converge ,,B en mesune” vers f@

yed, si f(») posséde les propriétés suivantes:

TrgoriME IT (I<0NDAMDN'J.‘AL) La classe des fonctwns A est identique
& celle des fonetions B p. p.

Démonstration. 1. Démontrons en 1)161'1].161 lLieu que AC By.p.
Soit f(w)eA; alors, & cause de la propriété 1 (4), nous avons f(x)<B a. b.,
c’est-a-dire, quel que moit & (0 < ¢ < 1) nous pouvons prendre N > 0.
agsez grand pour que l'inégalité suivante soit remplie:

(1) |flo)— i)l <

pour toutes les valeurs de x, sauf peut-&tre pour un ensemble Hy tel que
Opliy < & /2.
[f(2)]y, étant bornée, posséde la propriété 1 (4,).
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De méme [f(x)]y posséde la propriété 2 (4,), ce qui découle de la
propriété 2 (Zl), & cause de linégalité évidente:

o+t v— @)l < fl@t+0)—f(@)l,

qui a Heu pour toutes les valeurs de x et de 1.

La propriété 3 (A) pour f(x) est identique & la propriété 3 (4,,) pour
L (@)l o

Ainsi, & cause du théoréme I, il s’ensuit que [f(@)]yeBy, p. p. puisque
elle est de la classe (4,). Mais, & cause de la propriété 1 (I), mous
avons alors [f(z)lye B p.p. Par suite, quel que soit (0 << ),
il existe un polynéme trigonométrique:

n
P, (x) = Z @ 64
=

tel que

(2) L (@) ]y— Pulm)] < /2
pour toutes les valeurs de w, sauf peut-étre pour un ensemble Hy, tel
que OBy, < /2.

De (1) et (2) nous tirons

@)= Po (@) < (o)~ [f(@)lyl +IF @) ly—Polo)] < 5 + 5 = s

c'est-i-dire |f(@)—P,(x)| < & pour toutes les valeurs de w, 8auf peut-
étre pour lensemble Hy-+ By, tel que Op(By+By,) < e. Mais cela veut
dire que f(z)eB p.p., et ainsi nous avons démontré que AC B p.p.

2. Démontrons ensuite que B p.p.. C 4.

Soit f(w)eB p. ., & cause de la propriété 4 (I), nous pouvons alors
conclure que feB, a. b., cest-i-dire que f(x) jouit de la propriété
1 (4).

. La propriété 5 (I) d'une fonction B p. p. est identique & la propriété 2
(4). De la propriété 3 (I) il s’ensuit que [f(@)lneBw p. p. Alors, & cauge du
théoréme I, on a [f(x)]ye4y, done la propriété 3 (4,) est satisfaite pour
[f(@)]x; mais c'est précisément la propriété 3 (4) pour f(®). Par suite
f(w) jouit de toutes les trois propriétés de la classe 4. Done f(m)efi,
c'est-d-dire B p.p.C 4.

Ainsi, nous avons démontré d’'une part que AC Bp.p. et, de l'autre,
que B p.p.C 4. Par suite 4 = B p. p. et notre théordme est complate-
ment démontré. -
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