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ANNALES
POLONICI MATHEMATICI
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Sur certaines propriétés des fonctions 1,(m) et IL,(m)
et leur application a ’étude de la périodicité des suites
{g"} modm* (n =1,2,3,...)

par F. JAx6BozYX (Lublin)

Introduction

Dans mon travail [1] j’al étudié la fonection A;(m), peu connue et
encore moing appliquée, et j’ai énoncé les plus importantes de ses proprié-
tés. Je me propose, dans le présent article, d'étudier quelques nouvelles
propriétés de cette fonction, ainsi que celles de la fonetion I,(m) que
jiintroduis pour désigner le nombre des termes irréguliers dans le déve-
loppement du nombre 1/m & bage g (on sait que le nombre 4,(m) désigne
le nombre des termes réguliers de ce développement) et d’indiquer les
applications des deux fonctions 2,(m) et L,(m) & D'étude des suites {9"}
modm®, n =1,2,3,...

Les principaux résultats de ce travail sont les suivants:

TutoriME II. Les décompositions canoniques des nombres m el g
étant de la forme:

I g
m = npfln qﬂi = Myly,

t=1 4=l

7 [
g=” Qf’“”"'{* =_gm'gm
i=1

t=1
on a les égalités suivantes:
do(m) = Ay(my),  Lg(m) = Lz, ().

Tmiorimn IV A. Soit p un nombre premier arbitraire, (g,?) = 1.
Si v désigne le nombre des termes irréguliers de la swite {A(0%), 6=

=1,2,3,..., on a les relations suivantes: 1. pour ses termes régquliers:
X)) =07 A(p")  powr 8>,
2. pour ses termes trréguliers:
1(0") = W) = Jol@) [irpaur 1< <
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sauf le cas: p =2 ¢t g = 4k—1 od

1,(2°%) = 2,(2") = 4,(2%) = 24,(2) powr 1< <.

Ce théoréme exprime une synthése des propriétés IVa et IVb énoncés

dans [1].
k

k
TutorkMe VI. Soit m = []pf, (m,q) =1, N =[]pf, 2,(N) = W.
i=1 t=1

Si u désigne le mombre des termes drréguliers de la suite {A,(m")},
6=1,2,3,..., on a pour ses lermes réguliers la relation:

I(m’) = mP*Qy(m*)  pour S >p

ol le nombre p est donné, d'une fagon générale, par la formule
= Ln(N - W),

sauf dams le cas: (m,2) =2, g =4k—1, ob
= Ln(3N W)

TrBorEME VII. 8i (p,g) =1, t =1¢"-p%, (t',p) =1, st g,t sont des
nombres naturels, v un nombre entier = 0 et p un nombre premier, on a les
relations:

(D) = 20 (p),

En appliquant les fonctions 4,(m) et L,(m) & V’étude de la périodi-
c¢ité modm® de la suite {g*} (v =0,1,2,3,...) on obtient le résultat
suivant: la fonetion A,(m®) représente le nombre des termes réguliers,
la fonction L,(m*) —le nombre des termes irréguliers de cette suito.
Ces deux fonctions fournissent done une golution compléte du probléme
considéré.

Remarque. Les notations du théordme II permettent un énoncé
concis du théoréme VI.

7 =v(p) = vu(p)+.

I. Décomposition relative de deux nombres en facteurs.

§ 1. Soient deux nombres naturels a et b et leurs décompositions
canoniques que nous écrirons sous la forme:

k 7
(1a) o= []n[] e,

=1 i=1
7 i

(1b) b=[] g J]%.
=1 =1

icm
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On peut admettre que p, <P, <Py < ... <Pp; G << ... < g3
7y <7y <...<7. Ces décompositions mettent en évidence les facteurs
communs des nombres a et b ainsi que les facteurs par lesquels ils diffe-
rent. Posons:

k 7
@) w=[]ne, @=][]d,
=1

=1

7
(3) b =[] @,
i=1

Dés lors, les produits (1a) et (1b) peuvent étre mis sous la forme:

12
= i I'r;?".

i=1

(4a) a4 = ay* @y,

(4h) b = by bg.

Les produits (4a) et (4b) seront appelés décompositon relative des nom-
bres a et b en facteurs. .

Dégignons, comme d’habitude, par (a,b) le plus grand commun
diviseur des nombres a et b, par [@, b] leur plus petit commun multiple
et posons w' = [] p; 8 ow= Hp nous avons alors les propriétés sui-

=1

vantes de la décomposmon relafnive des nombres a et b:

(5) (ap, @) = 1, (Das Ea) =1,
(6) (a'byb) =1, (a’aba) =1,
) 3, = 5.

Le décomposition relative des nombres a et b permet d’écrive sous une
forme condensée les relations snivantes dont la démonstration est immé-
diate:

(8) (a,b) = (@, ba),
9 [4, b] = ay-[@y, B]*ba- ’
Noug utiliserons dans la suite la remarquable proposition suivante:
Taforimm I. La congruence b* = b(moda) entraine les égalités
mp* = @y  6F  Wp* = Op.
Démonstration. On a, par hypothése, 1'égalité:
b* = b-ha = b, but+heay @y,

ol & est un nombre entier. Cette égalité prouve que tout facteur premier
@ (i=1,2,...,4) du nombre @, est aussi facteur du nombre b*; au con-
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traire, aucun facteur premier p; (¢ =1,2,...,k) du nombre @, n’est
facteur du nombre b*, d’oit la conclusion du théordme.
ExemprE. Comme 910 = 10 (mod 12), on a

12y = 1249 = 3, Eom = E1o = 2.

Application de la décomposition relative

§ 2. Considérons le développement systématique & base g du nombre
rationnel positif I/m, ot I < m et (I, m) = 1. Nous aurons deux suites
numériques paralléles: 1. la suite des chiffres qui suivent la virgule:

l.gn .
C ) et 2. la suite des restes R

p pour » ==0,1,2,3,...

Remarque 1. Le symbole R—Z—, olt a, b, sont des nombres entiers
non négatifs et b > 0, désigne le reste obtenu en divisant o par b. I'égalité

R% =7 est donc équivalente & la congruence a = r(modbd), ol r < b.
I g"
m
des restes obtenus en divisant les nombres I-¢" (n = 0, 1,2, 3,...) par m.
Puisque 1 < m, nous avons ici les relations

gTa

Le symbole R =7, (m=0,1,2,3,...) désigne donec la suite

4
(10) ¢0=Rﬁ=l, Tpor = R pour n=290,1,2,3,...
Les nombres 7, interviennent done dans le développement systématique
de la fraction propre I/m & base g.
Le symbole
(11) E——=¢,,

n=20,1,2,3,...
m s Ly dy 9,

désigne la suite des chiffres obtenus dans le développement systématique
de la fraction propre I/m & base ¢. Blle est analogue & la suite des restes r,.
T

l_gn

. I
Par analogie avee le symbole R—wﬁg— nous le désignons aussi par C

n

l-g

. lg"
Ces deux suites 07?— et R ont chacune L = IL,(m) termes irré-

guliers (précédant la période) et A = A,(m) termes réguliers (formant
la période). Ces suites peuvent s’écrire sous la forme:

1-g" PR .
(12) c . == Coy €15 Cay +vvy Cr—1y Coy C1y Cay ovny Co1y

1-g" PR .
(13) R_—m = ToyTayTay ey TLo1y Toy T1y Tay ovey Timay

icm
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olt les termes irréguliers sont désignés par un trait suserit, les termes
réguliers — par un point; ou encore sous la forme symbolique:
K l_gn . l‘gn l.g?b l_gn l_g'n,

ol 5 0 R R :
=0 0, =R +R—_.

l 3
ExeMPLE. Pour w6 et g =10 on a:

56

3
6= 0,053571428571428...

Done
310" - e e e e e e 310" - — — + e e
C 56 =0,5,3,5,7,1,4,2,8, R 56 =3,30,20,32,40,8,24,16,48

ot L,(B6) = 3; 14,(56) = 6.

Remarque 2. il n'y a pas de termes irréguliers, IL,(m) = 0. Si
Gy m by = o= gy = 0, Ay(m) = 1.

Remarque 3. L’exemple ci-dessus montre Pavantage qu’il y a & con-
gidérer la suite n» = 0,1,2,3,... Si I'on prenait la suite » =1,2,3, ...,

Y2

le terme 3 ne figurerait plus dans la suite R

et il n’y aurait plus

l.n Z”
g et R g.

correspondance entre les suites C o

k(3

La suite R g
m

est identique & la suite {I-¢g"}modm pour n=0,1,

1-q"

2,3,... Le symbole R W‘li , plus bref, est souvent plus commode.

Le nombre ! n'ayant aucune influence sur les nombres Z,(m) et
n
I,(m), il suffit, pour étudier ceux-ci, de considérer la suite R%, c’est-
--dire la suite {g"}modm.

§ 3. On démontre en Théorie des nombres [2] que le nombre L,(m)
ne dépend que des nombres 7, et 7, ob que le nombre Ay (m) ne dépend
que des nombres g et m,. Bn ufilisant 1a factorisation relative des nom-
bres g ot m on peut done énoncer la proposition fondamentale suivante:

TutoriyMe II. Dans le développement & base g du mombre rationnel
tm, ot 1 < m, (I, m) =1, on & pour les suites des chiffres et des restes les
relations suivantes:

1. pour les termes irréguliers: Ly,(m) = Ig, (M), -
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9. pour les termes réguliers: A (m) = 2, (my), et Ly(1) = 0, 4,(1) = 1 (*).
II. La fonction Lg(m)
§ 4. On sait (théoréme II) que ’on a la relation

(14) Ly(m) = L, ().

Nous admettrons, dans la suite, que dans U'expression L,(m) on a

;
m = H gt et
=1

c'est-a-dire m’ = g'. Nous étudierons les propriétés de la fonction I, (m).
Soit § = 1, done m = ¢, g = ¢". Or, L,(m) est la plus petite valeur
de la variable entidre m qui satisfasse & la congruence:

7
g=[] &,
Te=

1

(15) ¢" =0(modm) ou ¢™ = 0(modg’),

c’est-a-dire & 1’inégalité
(16) yn = 6.

En désignant par {a/b} le nombre entier le plus proche de ab qui n'est
pas inférieur & a/b, soit {7} = (2%} = 3, nous aurons, dans le cas considéré,
la relation

an Ly(m) = {87}
et. généralement
(18) , I, (") = {83/}

Nous avons donc:
TetoREME IIL §i m =¢ et g =¢, alors Ly(m’) = L (¢™) =
= {Bd/y}, (B, v, 8 — nombres naturels).
BXEMPIE. § =5, y =3, done Ly(m) = {3} = 2 et
L’y = (563} = 2,4,5,7,9,10,12,14, 15, ...
(pour 6 =1,2,3,...).

Nous obtenons ainsi une suite non décroissante dans laquelle les pre-
miéres différences forment une suite périodique:

2,1,2,21,2 2, 1,2, ..

g’ll-
(*) puisque RT =0,0,0,...

icm
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§ 5. Soit maintenant m;.ﬁqfi, g =A[j]q;'i, j>1. Le nombre L,(m)
est par définition le plus petit 1n=c;m‘nre engizlr satisfaisant & la congruence
™ = 0(modm).

Il doit done satisfaire simultanément & toutes les inégalités

ny; =P pour 4=1,2,3,...,7],
d’olt

n 2= Bivi) = Ly
Posons L = {8;6/y;}. Alors
Ly(m) = max(Ly, Ly, Ly, ..., Iy),

Ly(m®) = max(LY, IO, L?, ..., I{").

On obtient ainsi:

7 i
Tutorime IV. 85 m = [[gff, g =[], on a
i=1 =1

N

En posant § = 1, 2, 3, ... nous aurons la suite {L,(m’)}. Le caractére
de celle-ci gera mis en évidence par l’exemple suivant:

Y T

Nous avons donc les suites

)
{-2«} =3, 5, 8, 10, 13, 15, 18, 20, 23, 25, 28, ...,
76
=3 B T, 10, 12, 14, 17, 19, 21, 24, 26, ...,
24)
TI=2 4 6 8 10,12, 14, 16, 18, 20, 22, ...,

16
{?}= 1,1,1,1,1,2, 2,2 2,2 3 ...,

{——} =1,2 38 4,5, 6 1,8, 9,10, 11, ...,
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done

54
L,(m’) =8, 5, 8, 10, 13, 15, 18, 20, 23, 25, 28, ... = {—5}

1 1 2 1 1.1 .
Bn posant: 3 = 25; 1= 23; 7= 2; 3 =13; 1 = 1, nous voyons aisément que

3= Mmax(z 5 155 1)
é
Done Ly(m’) = {ﬁ—}, oft L (é—l,&,@, ,@) On voit qu’il est
Y Y Y1 V2 Vs Vi

bien facile de déterminer le nombre IL,(m). Ajoutons que les relations
suivantes sont vraies:

Lm(a‘) < Lm(a'b) < Lm(a’)'l‘Lm(b) )
Ly(ab) = Ly(a)-+ Ly(b),

p = L n. prem.

11 La fonction i (m)

§ 6. Si on admet que (g, m) =1, le nombre Ay(m) nest autre que
Pexposant auquel appartient le nombre g modulo m. Au lieu de A,(m)
nous éerirons, au besoin, 1. On a done pour les nombres 4, ¢, m, la congru-
ence :

(19) ¢* = 1L(modm).
Sous la condition (g, m) = 1 le développement & base ¢ du nombre ra-
tionnel I/m a une période pure (tous les termes sont réguliers).

Dang mon travail [1] j’al énoncé différentes propriétés de la fonction
A4(m). Les propriétés IVa et IVb sont contenues dans les théorémes
suivants:

THREOREME IVa. 87 p est un nombre premier >2, (p,g) =1, a est

un nombre naturel et v = v,(p) désigne le plus grand nombre naturel t
satisfaisant & la congruence g* = 1(modp"), ob A = A,(p), on a

A4(p%) = A(p)
A(P%) = P77 Ay(D)

TEEOREME IVb. §i p = 2, ¢ = 4k4+1 = 2"t T L1, od (¥, 2) =1,
alors

pour 1 <La<v,

pour a >wv.

2(2) =1,
1 pour g=4k+1

3 (2%) = 14(2%) = pour l<a<wv=2+h,
2 powr g=4k—1

A (2%) =27 pour a >v.

Sur certaines propridids des fonctions Ay(m) et Iy (m) 9

Dans leur ensemble, ces deux théorémes expriment une certaine pro-
priété de la fonction 4,(p®) d'une facon assez compliquée et prolixe, se
prétant mal aux applications. En les modifiant, nous allons exprimer la
méme propri¢té de la fonetion A,(p®) d'une maniére uniforme, simple ot
commode.

§ 7. Considérons d’abord la fonetion A(p®) comme une suite {1,(p")},
a=1,2,3,..., et étudions celle-ci sur quelques exemples que nous
écrivons sous forme du tableaun suivant:

“ | 1 2 8 4 5 6 7 8 9 10 .. ‘ v
Med) | 1L 8 32 3 3 35 36 g g | 2
75(3%) 2 2 2.3 2-3% 2.8 2.3 2.35 2.36 | 2
23 (11%) 5 5 5-11 8-112 5-11% 5-11% 5-115 5-116 ... 2
Ao (5% 4 45 45% 458 4-5' 4-55 4-58° 455 . 1
A33(27) 1 1 1 1 1 2 22 28 gt 9§ . 5
a1 (2%) 1 2 2 2 2 2 2-2  2-92 2.9% 2.2¢ ... 6

Daprés ces exemples, il est clair que les termes de la suite {2,(p%)}
forment, & partir d'un indice, une progression géométrigue régulidére de
raison p et de premier terme 2,(p"), ol » désigne le nombre des termes
irréguliers de la suite {4,(p®)]. Un terme quelconque de cette progression
géométrique est done de la forme:

(20) Ay(p%) = 2" A{D")

Le terme A,(p’) peut &tre compté indifféremment comme terme irré-
gulier ou régulier; nous allons le considérer comme irrégulier. Dans la
derniére colonne du tableau on trouve les valeurs du nombre » pour les
différentes suites; dans les suites elles-mémes les termes 1,(p") sont sou-
lignés.

Bn ce qui concerne les termes irréguliers dans la suite 4,(p%), il faut
digtinguer deux cas: a. p >2, b. p = 2. Dans le cas b on peut VOir:
b;. ¢ = 4k+1, par exemple g =33, et b,. g = 4k-1, par exemple
g = 31. Nous allons montrer que Lon a ¥ = »,(2) =2+h dans le cas
b, 6t » = 9,(2) = 8-+ dans le cas by, ol b est le nombre déterminé dans
le théoréme IVDh.

En effet, dans le cas b, nous avons:

g—1 = dk+1—1 = 4k = 22" = 2*""% = 0(mod 2°*%),
done

pour a >v.

g—1 = 0(mod2%)
g—1 == 0(mod2%)

Par conséquent » = 2-h, Par exemple vs3(2) = 5.

1<a<2+h,
a >2-+h.

pour

pour
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Dans le eas b, nous avons:

F—1=(dk—17—1 = 8k(2k—1) = 2°- 2"k (2k—1) = 2" k' (2k—1),
done

F—1=0(mod2" pour 1<a<3+h,

@ —1=£0(mod2% pour « >3-4h.

Par conséquent » == 3+ h. Par exemple v, (2) = 6.

Dans le cas a ol p >2, on peut écrire pour les termes irréguliers
1égalité:

A(0%) = 2 (p),

mais on a aussi Pégalité: A,(p?) = A,(p") pour 1 < a <.

Les théorémes IVa et IVD ainsi modifiés peuvent &tre énoncés sous la
forme suivante, ott l'on a remplacé o par §:

TeforEME IV A. 8i p est un nombre premier arbitraire, (g, p) = 1,
ot v est le nombre des termes irréguliers de la suite {,(p")}, 6 =1,2,3, ...,
on & les relations swivantes: 1. pour les termes réguliers:

(21) WD) =" M(0")  pour 8 >w;
2. pour les termes irréguliers:
(22) (D) =1(p") = Mlp) powr 1<0O<w

et

(23) | A(2%) = A,(2) = 2,(2%) = 2-2,(2) pour 1< O<w,

dans le cas ¢ = 4k—1.

Ainsi, il 0’y a que le cas p = 2, g = 4k—1 qui fasse exception i la
régle générale, et cela seulement pour les tormes irréguliers.

Le nombre v et la fonetion v,(p)

§ 8. Dans la fonction 4,(p%) figure le nombre » qui joue un réle im-
portant non seulement dans la théorie de la fonetion A,(m), mais aussi
ailleurs, comme nous le verrons tout & Pheure. Il y a done intérét & I’étu-
dier de plus prés. Comme il dépend des denx grandeurs: ¢ et p, il est
fonction de celles-ci, ce que mous exprimerons en éerivant: » = v,(p),
(9,p) =1

icm
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Dans certains cas simples le nombre » est asses facile & déterminer.
Nous Pavons déja fait pour b. p = 2. On a alors:

(24)

by pour g = 4k--1 = 2**p 41 » =21 h = 2+ L, (%),

‘ (k',2) =1,
y=3+h =3+ Ly(k).

b,. pour g = 4b—1 = 2*thp —1
Dune maniére analogue on calcule » pour a. p >2 et g = pk--1:

ay. pour ¢ = ph+1 = p"thE 41
(25) - (2, %) =1,
ay. pour g = pk—1 = p' "' —1
v = 14h = 14 Ly(k).
§ 9. On vérifie aussi aisément les relations suivantes:
dans les cas a; eb by 4,(p°) = 4(p) =1

(26) ‘ pour 1 <6 <<
dans les cas a, of by A,(p°) = A,(p) = 2
sauf le cas: 4,(2) =1.

§ 10. Xtudions maintenant l’allure de la fonction #,(2) pour g =

=3,5,7,9,... On a le tableau suivant:
| 12 3 4 5 6 7 8910111213 141516 ..
h 01 0201030102010 4..
g=4k+1 | 59 1317 21 25 29 33 ...
g=4k—1 | 3711 15 19 23 27 31
v =2+"n 23 2 4 2 3 2.
v =3+h 34 8 5 3 4 3.

La suite {h} = {Zs(k)}, & =1,2,3, ... joue ici un réle essentiel. La suite
analogue {L,(k)} pour »,(3) est

27)  Ly(k)=0,0,1,0,0,1,0,0,2,0,0,1,0,0,1,0,0,2,0,0,1,0,0,1,0,0,3, ...
§ 11. Une étude spéeiale doit éltre faite pour la suite v,(ps), ol
P =8, 5,7,11,13,17,19, 23, ... (snite des nombres premiers).

Voici quelques uns des premiers termes de cette suite:

(28) (o) =1, 1, 1}, L, 1, ..

Oette suite joue un réle important & cause du théoréme re.ala,tif aux nombres
de Mersenne ot de Fermat que j’al établi dans mon travail [1]; ces nombres
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ont, en effet, les propriétés suivantes:

k
(20)  8i M, =2"—1= ”p?, alors 1 < q,

i=1

Lovalpe)y 1=1,2,...,k.

i
(80)  Si P, =2"41=[] %, alors 1<a <n(p), i=1,2,...,0.
=1

Le résultat essentiel de ce théoréme s’expnme évidemment par les
inégalités qui limitent supérieurement les exposants a;.

Quelques propriétés de la fonction A,(m)

§ 12. Le théoréme IVA permet d’établir quelques nouvelles proprié-
tés de la fonction 1,(m), ce que nous allons faire maintenant.

COROLLATRE L. Pour tout mombre premier p on.a la relation
2o(p) = p* %2y (P7)

Démonstration. En tenant compte de UVinégalité o6 > o, >v
nous pouvons écrirve, en vertu du théoréme IVA:

(%) = P 2(0) = T A () = 970 (™),
ce qu’il fallait démontrer.
THEOREME V. Pour tout nombre P = p* (p — nombre premier) on
a lo relation: A,(P°) = P°~%-4,(P") pour 8 >0 = {v/a} = Ly(p’).
Démonstration. Il résulte du théoréme IVA que l'on a, pour
ad >, c'est-i-dive pour & > ¥ = {v/a}:
19(P) = (") = 9™ Ry (p) = P74, (0)

(B A(p%) = BP0 2y(P°)

pour 8 > 8y >v.

=pP 7t A () =

ce qu'il fallait démontrer.
En posant a = 1 dans le théoréme V on obtient le théoréme IV A.
La suite {4,(P%), 6 =1, 2,3,... est, & partir du terme A,(P"), une
progression géométrique de raison P; le nombre des termes irréguliers
de cette suite est 9.

CorOLLAIRE IL. Pour tout mombre P = p* on a la formule

M(P°) =P 0, (P®)  pour 6 > 8, >0,
Démonstration. Pour § > é, > & on a, en verfu du théordme V:
#y(P’) = P°7%- 5 (P%) = PP~0000=0. 3, (P?) = PP~"0.2,(PN),

ce qu’il fallait démontrer.
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k

§ 13. Considérons maintenant le nombre m® = HPi

npald

(m, g) =1. En vertu de la propriété Illc de la fonctlon 1 s(m) énoncée
dans mon travail [1], on a la relation:

Ay(m?) = » A (PR)]-

Serait-il possible d’écrire la fonetion A,(m’) sous la forme

[4(PY), 25(P3),

(81) dg(m?)y = mP™F 4 (m?*)  powr & >u,

analogue aux expressions déja obtenues pour 4,(p’) et 4,(P’)? En posant
§=1,2,3,... nous aurions pour A,(m’) une smte qui, commencant
par u termes irréguliers, serait une progression géométrique réguliére de
raigson m. Or, on établit aisément qu’il en est bien ainsi; dans ce but il
sutfit d’observer que les suites {4, (P}, {=1,2,..., 6 =1,2,3,...,
forment chacune, % partir du rang & = {»;/a;}, des progressions géomé-
triques de raisons P; premiéres entre elles. Par conséquent, la suite
Ay(m?), étant la suite de leurs plus petits communs multiples, forme, &
lexception d’un certain nombre de termes irréguliers par lesquels elle
commence, une progression géométrique de raison égale & [Py, P,, Py,

., P;] = m. La relation (31) est ainsi démontrée. La plus grande diffi-
culté consistera & établir une formule exprimant le nombre u des termes
irréguliers de la suite Aa(mé).

Le nombre u

§ 14. Considérons d’abord un exemple.
EXEMPLE. Soit m = 200 = 2*-5°, g = 3. Alors

Jg(m?) = 25(200°) = [45(2%), 24(5™)],
] 12 3 4 .. 8
13(2%) 2 24 27 gl0 . 93-2
2 (6%) 9%.5 92.5% 22.55 22.57 .. 22.5M-1
13(200%) 92.5 24.58 97.55 gl0.57 . 230-2.5%-1
done 2:10 2-10% 22-10% 25-107 ... 2000-200°~% pour & > 2

Dans exemple ci-dessus la suite {1(200°)}, 6 =1, 2, 3, ... commence
par 2 termes irrégulicrs: 14(200) = 20, 1;(200%) = 2000; les termes sui-
vants forment une progression géométrique régulire de raison = 200
ot de premier terme = 1;(200?). On a done

15(200%) = 200°7%-1,(2007) pour &>2 = u.
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On peut pourtant déterminer le nombre p par le raisonnement sui-
vant que nous utiliserons aussi dans le cas général. Comme 7 g(m?) =
= 75(200%) = [24(2%), 45(5%)], on a pour ¢ suffisamment grand:

23(2005) — [236~2’ 92591 = [zaﬁ—z_5o; 22_52%1].

Pour les § ainsi choisis les inégalités suivantes auront lieu simultanément:

j2+2

36—2>2, doit 8> = IT}=2’

1
95—13>0, doti 08>0, = {7}=1,

Ces - deux inégalités seront satisfaites simultanément pour 6 >u =
= max(d;, 0,) = 2 et le nombre u est ainsi déterminé.
En prenant maintenant 8 > u = 2, nous aurons bien:

[(23)d~u . 23#*2; (52)E—y . 52#—1 . 22]
2007 [24(2%), 44(5%)]

}-s (2005) [23" Su4-3u—2, 22 . 526—2;4‘}-2,,;—1] —
—_ (23 . 52)6—# [23;1—2; 52/4-1 . 22] —
= 200°7#- 1,(200").

k

m =_”pli!i7
Tk

W, ot N = []pi
i=1

Nous passons maintenant & l’étude du cas général:

(m, g) = 1. Considérons d’abord le nombre 1,(N) =

et v 2 la signification donnée auparavant.
En vertu de la propriété Ille de la fonction i,(m)
avons:

(32) Ag(N)

(ef. [1]) nous

= [A(DD); (D) -y A (PH)].

En mettant en évidence les facteurs p; dans la factorisation canonique
du nombre i,(p¥), j =1,2,3,...,k nous aurons:

k
(33) Mloy) = [ pi-hy,
f=1
ot (h;, N) = 1. Les nombres y;, ¢ #j; ¢,j = 1,2, 38, ..., peuvent, méme
tous, dtre nuls; les nombres y; sont tous nuls, & Iexception du cas p = 2
et g =4k—1, 01‘1 yy1 = 1. Nous garderons les nombres y; pour ne pas
nuire & la symétrie des résultats.
Il est bien connu que, pour trouver le plus petit commun multiple
de plusieurs nombres, il faut effectuer leur factorisation canonique et
ensuite prendre les facteurs correspondants avec les plus grand exposants.
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Posons:
(34) Vi = MWAX(Yirs Yirs Yigy ooy ¥ir)y 6 =1,2,8,...,k,
(35) H = [hy, hyy ..., Iz].
Nous avons done:

k

F=1
uw (H,N)=(H,m)=1.
Rema,rque 4. A cause de la notation A,(N)

ment que H Y= W, et H=W,.

i=1

Remarque 5.kEn vertu du théoréme IVA nous avons aussi les rela-
k
tions 4p(N) = Z,([T p) = &(m) et B(N) = (2 [] pi) = Jplom?) si
btk i=1

P =2, g=4k—1, puisque A,(py) = Ay(p;) pour p; >2 et 14,(2")
= 2:4,(2) pour g = 4k—1.

+ W on observe aigé-

% %
§ 15. Soit maintenant m = []p§ et m’ = [[p#. Nous avons done:
i=1 i=1

37 Ay (m) = g(F°), A (p5), -5 A (DF)].
Pour ¢ suffisamment grand on a les relations:
(38) A (03 =

pour ¢ =1,2,3,..., k% ol (h;, m) =1. Par conséquent, si & est suffi-
gamment grand, on doit avoir les inégalités:

(39) 06—ty = y;
d’ot résultent les inégalités

pHt

PH 1y (pi) = plpP... PR Ry

(40) 5> 6, = {W*I"Vr“?ﬁ}

o

pour ¢ =1,2,3,...,k Toutes ces inégalités seront satisfaites simulta-

nément pour
(41) 0 > max(dy, 0y, Ogy ..y Ok) =
et nous obtenons ainsi le nombre cherché u.

§16. Le nombre u peut &tre exprimé d'une maniere concise au
moyen de la fonetion I,(m). Observons d'abord que 1'égalité (40) peut
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g'écrire sous la forme

(42) 81 = s (pEH75771)..

De (40) nous obtenons, en vertu du théoréme IV, 1'égalité
k k

(43) # = Lpmper. ok ( Q P?'W"—"ﬁ) = Lp, ( ﬂ Mi”i""i").

En tenant compte de ce que nous avons dit sur les nombres y; et le nombre
2y(N) = W, nous pouvons écrire les formules:

k
(4a) w = L[] 5°%) = Bl W
=1
et
k
(44b) H“ = Lo, (%n p;{i+7i) = I’m(%‘N'Wm))
i=1

gi m est pair et g = 4k—1.
Réeapitulant les résultats obtenus nous avons le théoréme suivant,
valable dans le cas le plus général:

3 I
Trtorime VI 8i m = ”pgis (m,g) =1, N = n]ﬂi, Jg(N) =W
i=1 =1

et u désigne le mombre des termes irréguliers de la swile [Dg(m®)} (6 =
=1,2,8,...), alors on a pour & > p la formule

Ao (m®y = mP# Ay (m?),
ot le nombre p s'ewprime généralement par la formule
= Ln(N Wn),
sauf dans le cas ot m est pair et g = 4k—1; dans ce cas
= Ln(3N -Wp).
COROLLAIRE ITI. 8% (m, g) =1 et & > 6, > u, on a la relation

A (m?) =m0 Ay ().

Les fonections A, (m?) et L,(m?) dans le cas ol (m,g) #1

§ 12, Dang ce cas général nous appliquons d’abord la factorisation
relative des nombres m et g. Soit

m = My My, 9 = Gm" Gm-
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Le théoréme II fournit alors les relations:
(45) la(md) = Aa('m'i)y
(46) Ly(m’) = L, (7).

Aingi le cas général, ot (m,g) >1, se raméne aux cag particuliers que
nous avons déjh étudiés.

Détermination de A,(m’) et de L,(m’) lorsque g est grand

§ 18. Lorsque g est grand par rapport & m le calcul des valeurs de ces
fonctions peut &tre facilité par Iapplication du théoréme I. Supposons,
par exemple, qu’il s’agisse de calculer Ao (12°) et Loo(12%). Comme
910 = 10 (mod12), nous avons en appliquant le théoréme I:

my = 1299 = 124 = 3,
My = 1293 = 12, = 28 = 4.
Par conséquent
Ao10(12%) = 2510(3%),
Ly10(12°) = Lgyo(2%) = L,(2%) = 23,

car il est évident que Von a §, = 910, = 2.

Mais Agr0(3%) = 3% Ay1(3") pour 8 >,

1 ne reste plus qu’a caleuler ». En vertu de la propriété I de la fone-
tion ,(m) (ef. [1]), 1a congruence g =g (modm) implique

Ag(m)
1910(3) =403)=1,
Mo10(9) = 210(9) =1,

Ao1o(27) = A35(27) =1, par conséquent Ao10(27) = 3.
Ainsi v = 2 eb dgyo(3°) = 3°7% pour 6 >2.

= Jz(m), donc

1V. Les suites {1y (m)} (m constant, g = 2,3,4,...) et {lyt(m)} t=1,2,...

§19. D’aprés la propriété I de la fonction A,(m) que nous venons
d’énoncer dans l'exemple précédent, la suite (A,(m)}, 9=2,3,4,...,
est périodique et la longueur de la période est m. Bn vertu de la méme
propriété, la suite Ay(m) (0 = 1,2,3,...) doit &tre périodique, puisque
la suite {¢’} modm est périodique, b la longueur de sa période est
A= A,(m). '

Annales Polonici Mathematiel IX 2
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Soit ; d’une fagon générale:
(47) = g, (modm); .
B 1T 47
pour ¢ = A nous prendrons (55) a™* = 1{modp*+7),
(48) ¢ = ¢, = m-1(modm). (56) @™ £ 1(modp ).
En vertu de la propriété mentionnée nous avons les relations: ‘ En posant maintenant 4 = a”, on peut mettre les derniéres relations
Aorst(m) = o (m) 193 ‘ sous la forme:
49) ati(m) = Ay, (m 1 = P ,
( ! e o (67) 4¥ = 1(modp™),
On établit aisément 'égalité ’
1 (58) A% s£ 1 (mod p*+*tY).
(50) Ay, (m) = Y De 1a résultent les égalités
toL L. - (59) 2a(p) = 2a(0") = ... = du(P”*) = X,
Exempres. Comme R— =2,4,3,1 (pour {=1,2,3,...), on 2
5o HhSLE 2B (60) 24(p) =97 Aa(p)  pour 8 >
/12,(5)=i,fa,i,i pour t=1,2,3,4,... Comme a =g%, on a: A =g =¢, ot t=1-p" et (#,p) =1 par
. . s . hypothése. Donc v = L, (t).
De 14 Ax(5%) =35t ¢ 29t(B)y ol v = wyt(5). La formule (59) peut alors s’écrire sous la forme;
Comme R— =3,4,2,1, on a 1,(0)=4,2,4,1 et par suite ,
p=h42L () =42 41 e (61) Aalp) = 2p(0) = ¥ = 1a(p) = 70 (p).

Jt(5°) = B Ap(B), 0% 3y = 4i(5). De 12 on obtient 1’égalité

Les suites »t(p) et Ag(p), t=1,2,3,... (62) At (p) = A (p).
§ 20. Les derniers exemples conduisent & D’égalité générale: En tenant compte de (61) on peut mettre (60) sous la forme
. 8\ __ 0, .
(51) 2¢(p°) = p" T dup)  pour = (?\13) Ag(p°) = " Ay (p)
0
ol p désigne un nombre premicr et »; = »i(p). I y a beaucoup d’intérét v = 9t (p) = v+ 7T = 9, (P)+ 7 = v (p)+ Ly (t).
& étudier les suites: Ag(p) et »,i(p) lorsque t =1,2,3,...
Soit & = ¢*, olt (¢, p) = 1; puisque (g, p) = 1, on & aussi (a, p) = 1. Les résultats obtenus permettent d’énoncer le théoréme suivant:
Soit A = Aa(p)= J'll(pz) = e = Zu(pv) #* Aa(p“d)y o v = ’l’a(p). On TatoriME VII. Si (p,g) =1, t= t'p‘r, (t',p) =1; st g,t sont des
a done les relations: nombres naturels, v un nombre entier > 0 ¢t p un nombre premier, on o les
(52) a* = 1(modyp’), relations :
(53) a¥ == 1 (modp’), Aot(p) = A4 (D),
(54) W(0) = 07 W(p’) = "7 Au(p) = PN v = 9, (p) = v ()7 = vy (p) + Ly (8).
Par conséquent on a aussi Il résulte de ce théoréme que si ¢’ = const et t =1¢-p", =0, 1,
o = 1 (modp™*?) ‘ 2,3,..., alors v est la suite des nombres naturels = vy (p) et Aye(p)
T = Jv(p) = const. Si £=1,2,3,..., les grandeurs ' et v seront va-

riables; il en sera de méme des grandeurs v, (p) et Ay (p).
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BXEMPLE. ¢ =2, p =5, I/ =2, t = 2:8"; alors
vt (p) = m2(8) = 1;  Agr(p) = 42(5) = 2,
done
vet(p) = st (5) = 1+7,

At (P%) = dpase(5°) = B0 4 (5) = 25",
§ 21. Soit maintenant P = p° ol a désigne un nombre naturel. Alors

Ap(PY) = P04 (PY)  pour 8 =9 = 0y(P),

oll 9, = {v,¢(p)/a}. En vertu du théoréme VII on a done l'égalité:

(p)+ L
(64) 2ot (@) Lp(h) ”(t)}.

H(P) = H(p%) = {

a

Sit=1-p% ou (,p) =1, alors Ly(t) = o7, donc

(65)

8(P) = {W_wr_c_z}

a
Si de plus ¢ = ua, alors &(P) = {vy(p)/a}+ur. Lorsque v—oco on
a aussi 9 (P) - oco.
k &
§22. Soit ensuite: m = [[pf, T = []pi, t=1"-T° ou (¢',T) =
i=1 i=1
= (',m) = 1. On a done les relations: L, (t) = ¢;7; »,t(ps) = vt (4) +
i i
‘!‘Lpi(t) =ve(p)+or pouwr ¢=1,2,3,...,k et Ny = ”p"'{”twﬂ =
i=1
k k . & '
= np;at'(p«;). [19%° = Ni-T7, ot Ny = [Tt ®.
t=1 =1 i=1

En posant 1t(N,) = W, on peuig écrive, d’aprés le théoréme VI,
D'égalité:

Apt(m?) = mP TR e (mPt) pour 6 =y = pgt(m)
ou
(66) B = pgt(m) = Lm(Nl'(‘ Wﬂ)m) = Lm(NZ'TT‘(Wl)m)
ou bien
(67) Hgt (m) = Lm((%Nt' Wt)m) = I‘m(%N; - ( Wt)m)

dans le cas ol g = 4s—1, m — pair et t—imjpair; cette derniére con-
dition est nécessaire, car le nombre @ =g’ = (4s—1)" n’est du type
4s—1 que si ¢ est impair. .
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En tenant compte de Dlinégalité: I,(a) < L,(ad) < L,(a)+L,(b)
on peut écrire 1'inégalité

Mais en vertu du théorsme IV on a les égalités

cT

L (T7) = {—} et Ly(T) = {i}

a o

N 61 Gy G Cr ’ .
ol - = max |—, —, —,...,—| . L’inégalité (68) prend donc la forme

H ’
a; 0y ag ag

ct

(2 < ) < 2+ B - ().

a

Les considérations précédentes permettent d’énoncer le corollaire suivant:
CoroLrAIRE IV. S

k k k

a; . ’ ’ Yol

m = l’pir, T = ! l‘p;ﬁ’ t=t-T5 ,T) =1, Nt=npig(ﬂ1)7
i=1 i=1

i=1

’ [
No= NQT, Wo=aed),  In(@) = {2,

a
on a Vinégalité
et (14 e
{:} < pgt(m) < {—a’} +Ln (Nt(Wt)m)
ou bien

{-01} < pgplm) < {E} T (30 (W)
a a

dans le cas o g = 4s—1, m pasr, t impair.
N 4
De ce corollaire il s’ensuit que u,t(m) = {—T} +A4; ol 4, est un nombre
a

entier non négatif qui dépend de m,g, 1.

Si ¢; = ug;, alors T =m" et L,(T7) = ur. 8i v— oo on a aussi
ot (m) = oo. |

Les nombres v, ¢, u qui dépendent des nombres g, m, ét devraient-
-semble-t-il-étre toujours petits, peuvent pourtant prendre des valeurs
arbitrairement grandes.


GUEST


22 F. Jakoébezyk

V. Application des fonctions g(m) et Ly(m) & D'étude de la périodicité modmk
des suites {g™} (n = 1,2,3,...)

§ 23. W. Sierpifski [3] a étudié la suite des nombres {2°}, n =1, 2,
3,4, ... et il a démontré que dans ces nombres les chiffres derniers, avant-
-derniers, ..., k-idmes & partir du dernier forment des périodes. Les suites
des nombres composés de 1,2, ..., k chiffres & partir du dernier forment
aussi des périodes. Ce sonb les suites {2"} mod 10%. La longueur de ces
périodes est I = 4-5°'; chacune de ces périodes commence par le
nombre 2F.

R. Hampel [5] a obtenu des résultats analogues pour les suites {y"}
pour g = 3, 5,11, 2

K. Tatarkiewicz [4] a généralisé ces résultats pour une base ¢
quelconque. Il a démontré que l'on a pour toute base g l’inégalité

by 10

(69) e (10,9

et que pour toute base g il existe un nombre N (g), le plus petit, tel que
Ton a pour k > N(g) Dégalité

(70)

§ 24. Le probléme de D'étude de la périodicité mod 10" des suites {¢"},
n=1,2,3,... est un cas particulier du probléeme de la périodicité
modm* de ces suites. I’application des fonctions A,(m) et L,(m) facilite
congidérablement cette étude. Nous avons déja vu au §2 que A (m) est
le mombre des termes réguliers et L,(m) celui des termes irréguliers de la suite
{g"} modm (n=0,1,2,3,...).

Remarque. Les résultats gagnent en simplicité si Ion commence
par n = 0 au leu de n = 1.

Les formules (45) et (46), jointes au théoréme VI, donnent ainsi la
solution compleéte du probléme proposs.

§ 25. Tl est facile de montrer que les résultats obtenus par les auteurs
cités plus haut peuvent étre établis directement en utilisant les fonetions
A, (m¥) et L,(m").

Ainsi, nous avons:

1. 25(10%) = 24,(8%) = 5*"1-4 pour
(Résultat de W. Sierpiriski).

2. 25(10%) = 10574 4,(10%) = 10%7*-500 pour & >4; Ag(10%) =4,
20, 100, 300 pour k = 1,2, 3,4 respectivement; L,(10") = 0. (Résultat
de K. Tatarkiewicz).

E>1; Ly(10%) = Ly(2") = k.
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3. A (10%) = 10570 14, (10°) = 10%7°-6250 pour % >6; Ay (10%) =
= 1, 10, 50, 250, 1250, 6250 pour k¥ =1,2,3,4,5,6; L, (10" =0 (Ré-
sultat de K. Tatarkiewicz)

§ 26. Soit I, /Iy = gy- Dans le cas général, c’est-a-dire pour la suite
{g"} modmF, on a I, = 4,(m"). On peut se poser la question: comment la
grandeur oy varie-t-elle? Damns le cas général ol (g, m) > 1 on a, en vertu
de la formule (45): Ay (m") = 1,(mF), done

k1
(71) o =20
o (M)
En étudiant le procédé *par lequel on caleule les termes irréguliers de la
suite A,(m*) (k =1,2,...), par exemple & l'aide du tableau (cf. §14),
nous constatons que I'on a linégalité o, < m, pour 1 <k < p.
Puisque pour k¥ >pu on a A, (mf) = mE*-A,(m¥), il s'ensuit

(12) g = T Al
) T

Nous obtenons ainsi:

]. k41
COROLLATRE V. 8i g = "(Lk), on a
Ag(m”)

or <my  pour 1<Ek<up,

or =My pour k>u.

§27. Il est aisé de montrer que Von a inégalité

m

73
(73] (m, g)

My <

Démonstration. Puisque m = m,m,, on a m, = m/m,. Or, en
vertu de (8), on a
(myg) = (Mg, ) < My,
1 o m )
> — d’on il vient > — et enfin ——>=>m,, ce

(myg) " Wy (m,g)~ my, ™, g)
qu’il fallait démontrer.

done

§ 28. L’égalité ne peut avoir Heu dans (73) que lorsque (m, ¢) = m,.
Nous allons montrer que dans le cas ol m =10, considéré par
K. Tatarkiewicz, on a bien 1'égalité.
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En posant g =1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11,12, 13, ... nous avons
(10,¢9)=1,2,1,2,8,2,1,2,1,10,1,2,1,... et 10, = 1,2,1,2,52,1,2,
1,10,1,2,1, ... Done (10, g) = 10,, d’ol résulte I'égalité: or = 10/(10, g)
pour %k > u. Pourtant, pour m = 12 = 2%-3, un raisonnement analogue
donne:

g=1,2,345,6,7,8,9,10,11, 12,13, 14,
):1 2,3,4,1,6,1,4,3,2,1,12,1,2,
=1,4,3,4,1,12,1, 4, 3,4,1,12, 1, 2,
On a done généralement: (12, ¢) # T_,,.
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Quelques propriétés des potentiels généralisés
relatifs a ’équation parabolique définie
sur une variété riemannienne

par H. MARCINKOWSKA (Warszawa)

Introduction. F. Dressel [2] a étudié la solution fondamentale de
Péquation générale du type parabolique
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oll les coefficients o, %, ¢ sont des fonctions suffisamment régulieres,
définies pour les valeurs de ¢ réelles appartenant & un intervalle borné
et pour & appartenant & un domaine de Pespace euclidien & » dimensions.
Dans le cas particulier de Péquation de la propagation de la chaleur cette

solution fondamentale admet la forme bien connue [6]
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W. Pogorzelski [7] a obtenu la solution fondamentale de I'équation (0.1)
en faisant sur les coefficients des hypothéses plus générales. S. It [5]
a donné une autre généralisation en construisant la solution fondamentale
dans le cas d’une équation définie sur une variété différentiable.

A raide de la solution fondamentale on peut définir les potentiels
généralisés de volume et de double couche relatifs & 1'équation (0.1).
L, Slobodeckij [10] a étudié ces potentiels dans le cas de 'équation para-
bolique considérée dans un domaine de l'espace euclidien sous des hypo-
théses un peu plus faibles que celles de Dressel. Le potentiel de simple
couche dans espace euclidien a été étudié par W. Pogorzelski [8] sous des
hypothéses trés faibles.

Dans cet article nous étudions quelques propriétés du potentiel
de volume et de double couche relatif & 1’équation parabolique définie
sur une variété riemannienne. Pour affaiblir la singularité des intégrales
qui font apparition aprés la dérivation, on utilise la condition de Holder
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