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En faisant tendre le point # vers un point arbitraire ¢ # ¢, sur L, on aurs,
d’aprés les formules de Plemelj, pour la fonction u(r) une éguation inté-
grale de la forme

1 ftm_lt',u('r)dcr N ™1 ™ (1)

(25) s+ T lp—1) (=1 (m—1)lmi

w0
L
D’aprés la théorie de Vécoua, cette équation est équivalente 3 1’4-
quation intégrale réelle

m lt/

@) uio [ o| oty w0

dont le noyau admet une faible singularité. Elle met en évidence le fait
que la fonction u(r) appartient & la classe H (Crys - 7%1) si la dérivée
@™ (z) de la fonction donnée appartient & la classe H” (Cryy -~ <3 Cry)-

tm—ltl @(m) (t)
=TO |
[(—1)7"7”«(%——1)!,
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Le triédre de Frenet aux points d’inflexion d'une courbe
par S. GorAB (Krakéw)

Les démonstrations de Pexistence des notions classiques de la géo-
métrie différentielle des courbes et des surfaces exigent certaines hypo-
theéses. Ces hypothéses présentent, dune part, le caractére d’une certaine
régularité de la représentation analytique de ’&tre envisagé, d’autre part,
elles possédent le caractére de certaines inégalités servant & exclure les
points singulicrs qui peuvent se présenter malgré la haute régularité de
la représentation analytique. A titre d’un simple exemple, rappelons
que pour assurer I'existence d'une tangente au sens ordinaire en un point
donné (le contingent au sens de M. G. Bouligand doit contenir en ce point
deux rayons opposés) il suffit de supposer que la représentation analy-
tique (sous forme vectorielle) de la courbe

(1) T =r(u)

(ol r désigne le rayon-vecteur du point mobile de la courbe et « est un
paramétre arbitraire) est de classe Cf, c’est-a-dire que la dérivée dr/du
est continue et qu’on a, en outre,

(2) |dr jdu] > 0.

L’hypothése C,, admise sans que la condition supplémentaire (2) soit
satisfaite, n’exclut pas l'existence d'un point singulier ol la tangente
peut ne pas exister. D’une fa.gon analogue, pour l'existence du triédre de
Frenet (dans ce but il suffit qu'en plus de la tangente existe la normale
principale) il suffit que la représentation soit de classe (3F, c’est-a-dire que
la seconde dérivée dr[du® soit continue et que les vecteurs dr/du,
d*r [du? soient linéairement indépendants.

Si la courbe (1) est de classe O] et C,, mais n'est pas de classe CF*
au point u = u,, c¢’est-a-dire si le produit vectoriel

ar  d*r

3 o=
(3) duxolu2
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est nul au point %, la courbe admet en ce point un vecteur tangent ¢,
mais elle peut ne pas avoir de vecteur normal principal n,. Les points ol
g’annule le vecteur (3) sont appelés points d'inflemion de premier ordre.
Si le point u, est un point d’inflexion isolé et §'il existe une position limite
du vecteur normal principal n, quand % — %,, on peut prendre par défi-
nition cette position limite pour deuxiéme vecteur du triedre de Frenet
et, par conséquent, on peut définir au point w, le triedre de Frenet tout
entier.

11 est facile de construire une courbe admettant au point u, une tan-
goente, mais n’admettant pas en méme temps de plan osculateur, dang
ce sens que le plan mené par le vecteur tangent £, ot un point voisin de la
courbe n’a pas de position limite quand u — u,.

11 est un peu plus difficile de construire une courbe de classe OF et (,
pour laguelle le triédre de Frenet en un point voisin u n’admette pas de
position limite pour # — u,. Nous donnons ci-dessous un tel exemple
et nous démontrons en outre un théoréme fournissant, sous les hypothéses
07 et 0, (mais non pas (") et sous une hypothése additionnelle, une con-
dition’ suffisante pour que le triddre de Frenet admette une position li-
mite.

Nous posons

(4) w(t )=8in—, 40

et

B) AW =ilr+ie), sl =tVi—Tel)—Fe'l), ¥(#)=—1Lt
en admettant, & titre de convention additionnelle, que

(6) 2(0) = u(0) = 0.

Remarquons que l'expression sous le radical est positive pour un inter-
valle

0<t] <9
et, par conséquent, les fonctions A(f), u(t), »(t) sont continues dans l’in-
tervalle (— 4, + 48).
On démontre sans difficulté que les intégrales généralisées
. i 14
Jowa, [oryna
[ [}

sont finies et que les fonctions

t t
(7) A@) = [2wdu, M) = [ w(u)du
0 0
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sont continues dans Pintervalle (— d, + §). Posons enfin
11 &

(8) o) = [Awdu, yt) = [Mw)du, 2() =t—r5
0 0

La courbe C définie par Pintermédiaire des équations

) v=ua), y=y@), =z==z0),

ot les fonetions #(t), y(?), #(f) sont définies par les formules (8), sera
de classe O pour § suffisamment petit. Le point ¢ = 0 est pouc elle un point
d’inflexion (du premier ordre), car

(10) z'2(t)+y2(E)+ 22 () >1 pour >0
tandis que
(11) 2"(@) =A{t) >0, y"({) =pl)—>0, 27'()—>0 pour ¢— 0.

Caleulons les composantes du vecteur binormal b pour ¢ £ 0. Nous dé- -
signons par Wy, Wy, W, les mineurs correspondants de la matrice

[mV)szvq
@’ (1) ¥ (1) () |

En appliquant aux intégrales (7) le théoréme de la moyenne nous pou-
vons écrire

(13) A=pdl), M=ePQ),

(12)

ol1 les fonctions @ et ¥ sont en tout cas bornées. La matrice (12) prend
la forme

12 D(1) Y (1) —4e
ti+ie) tVi—lo—ler i |
Nous obtenons
W, = —tVi —To—L2ot 422,01,
W, =t(—§——|—%w)+t392(t), W, = 12 Q4(1),

ou les fonctions 2,() (¢ =1,2,3) sont bornées. Nous avons done
Wi+Wot+Ws = (3 —Fo—jor+r+tot+go?)+t (1) = $12-+10.0,(1),
ol £2,(t) est une fonction bornée. Le vecteur binormal a les composantes
W, W, W,
VWi Wi+ Wy VW W YW W T
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alors pour ¢ >0

— Vi To—Torted, tilotno, 7?0,
Viteo, T Viteo, | Viieg

Comme les expressions 2.0, 120,,13Q,, 1*Q, tendent vers zéro quand
t— 0, il s’ensuit que

Wﬂ 0
7;_—2*:_.2_.“‘—_::_2— —
Wi+Wi+Wy

tandis que, comme w n’admet pas de limite et oscille de —1 & -1, los
deux premiers quotients n’ont pas de limite et, par suite, le vecteur bi-
normal n’admet pas de position limite pour ¢->0. Par conséquent le
triédre de Frenet n’admet pas de position limite, . q.f. d.

Remarquons que la courbure (premiére) »(t) de la courbe ¢ tend
vers zéro, quand ¢ - 0. ‘

Nous passons maintenant & ’énoncé du théoréme. Soit une courbe
O définie par les équations

m:m(t), ¥ =y(t), z-—:z(_t), —0K<t L 8

et supposons que cette courbe soit do elasso 03* pour ¢ 5= 0 ot de clagse oy
au point ¢ = 0. Cela signifie que los fonctions @ (£), y(t), (1) ont des dé-
rivées secondes continues. Les dérivées premidres satisfont 3 Pinégalité

[ OF+y O+ >0

dans tout Pintervalle {— &, +-6>. Pour ¢ == 0 la matrice (12) est d’ordre
deux, tandis que pour ¢ = 0 elle est d’ordre un. Dans ces conditions la courbe
C est rectifiable, nous pouvons done introduire V’are comme paramétre
naturel; nous supposons que ? représente déjh ce parameétre naturel. I1
est bien connu des éléments de la géométrie différentielle que dans ce cas,
la condition pour l'existence d’un point d’inflexion est:

(14) 2"(0) =y (0) =2"(0) = 0.
Les fonetions o' (), y'' (t), 2’/ (1) sont done des fonctions infiniment petites
au voisinage du point ¢ = 0.

THEOREME. Dans les hypothéses enoncées ci-dessus, st mous admeltons
que les fonctions o' (1), y" (t), 2" (1) sont dans le voisinage (0, 8) infiniment

petites dordre déterminé, il emiste wne position limite du tricdre de Fremet
quand t — 0-4-0.
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Démonstration. Pour prouver le théoréme il suffit de montrer
que le vecteur normal principal n admet une position limite quand ¢ ~ 0-4- 0.
Dans ce but il suffit d’établir que les trois quotients

(15) #”|D, y"'|D, ='|D,
ol
(16) D=V P+ P+E)?,

admettent des limites finies. Lia démonstration de cette circonstance est
si simple qu’elle peut &tre laissée au lecteur. Nous établirons cependant
davantage: nous déduirons, en effet, certaines relations entre les ordres
a, B, y des infiniment petits 4'', y"", 2"’ et nous déterminerons le tricdre
de Frenet au point ¢ = 0 en fonction des nombres a, 8, ¥ et des limites
@[, y" [1F, 2" [t”. Dans la démonstration nous nous appuyerons sur le
lemme bien connu suivant.
Lemme. St la fonction continue f(x) est un infiniment petit dordre r
au voisinage du point x = 0, la fonction
x .
Fo) = [f(t)at

0

est un infiniment petit dordre r+1 au voisinage de ce point.

Dans la suite nous désignerons par g;(t) les fonctions qui sont infi-
niment petites au voisinage du point ¢ = 0.

Nous admettons un systéme des coordonnées z, ¥, 2z tel que les rela-
tions

(17)  2(0) =y(0) =2(0) =0, 2'1)=1, »'(0)=2(0)=0
soient satisfaites. Selon I’hypothése nous pouvons écrire
(18) &"(t) =1"(—e+e), Y'(t) =1t (o4e) pour te(0,d)

ol g, o sont des constantes différentes de zéro. Les nombres a, § sont
évidemment positifs. D’aprés I’hypothése (17) et le lemme nous pouvons
écrire

) — __° at1 T ) f+1
(19) @' (1) = 1+( a_|_1'|‘83) =, Y@ ( Te) T

B+1
Comme le paramétre ¢ est I'arc de la courbe C, on a
(20) WLyt =1,
done
o' (t)] <1
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d’olt régulte, en vertu des relations a41 >0, ¢ %0, ¢ — 0, que
(1)

De la relation (20) nous tirons

¢ >0.

2 = nl/l—m'z—y’z n*=1)

ce qui, rapproché de (19), donne

e oo e e e

Comme P'exprossion sous le signe du radical doit étre non négative, nous
obtenons une condition (nécessaire) sous forme de ’alternative

2842 >a+1
(et dans ce cas le nombre o peut étre arbitraire), ou bien
2+2 = a1, '
et dans ce cas on doit encore avoir I’inégalité
20 ( o ,)a
Nous envisagerons dans la suite les deux cas suivants:
(I) 28 >a—1,

Im B=1%0—1) et 0<]o <$V2(atl).

Remarque. Comme 2242 > a1 pour chaque a > 0, le deuxidme
terme sous le radical ne conduit & aucune condition.

Dans tous les cas nous constations que la fonction 2’ (t) est un infiniment
petit d’odre 3(a+1). Comme 2 est, d’aprés Phypothése, un infiniment
petit d’ordre déterming, il doit &tre un infiniment petit d’ordre §(a-+1)—1
= $(a—1), d’oh résulte, en particulier, 1'inégalité

a>1.

Puisque

2 (1)
e =T+&,
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ol
/ 20 a—1 -
' our >—
‘ L 7 T1 P B PR

T =

]/2@ 4a? our ﬂ_a—l
Vi ey P i

nous avons (toujours en vertu du lemme)

(23) &' (8) = 12 fr (a+1)+ &)

Nous allons maintenant examiner la position limite du veeteur » de com-
posantes (15). D’apres les formules (18) et (23) nous avons

(24) D = V" +ep) + (02 ea0) + 7 [feR a1+ e

Pour calculer 'ordre de Vinfiniment petit D il s’agit de comparer les trois
nombres

(25)

2a, 2f, a—1.

Or, nous avons toujours a—1 < 2a.

Dans le cas (I) on a a—1 < 28, donc le plus petit des nombres (25)
est a—1; la fonetion D est donc un infiniment petit d’ordre 4(a—1). De
14 découlent. les relations

@' ({{)[D—->0, y'(&)/D—>0.
Par contre .
2"(#)|D —1n

et, par conséquent, le vecteur n admet une limite pour t — 0--0. Ce vecteur-
limite est confondu avec Vame des z du sysiéme des coordonndes.
Dans le cas (IT) les nombres (25) sont égaux aux nombres

20, a—1, a—1

et D est aussi un infiniment petit d’ordre }(a—1). Mais, dans ce cas,
seulement

@' (t)/D -0,
tandis que
¥ (%) N (a+1)o
D V(a+1)o*+20(a+1)—4o*
2 (t) 7(a4-1)2

0
D 2V (a+1)2 02+ 20(a+1) — 40? *

Alorg le vecteur-limite du vecteur n n'est pas confondu avec Vawe des 2.
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On peut, en outre, prouver qu'sl existe au point t = 0 un plan oscula-
teur comme position limite du plan variable contenant la tangente au
point ¢ = 0 et un point voisin de la courbe et que la limite du vecteur n
est contenue dang ce plan osculateur.

Remarque 1. On pourrait penser que si la courbe est de classe €}
et admet pour ¢ = 0 un point d’inflexion, la position limite du vecteur
n pour ¢ — 0 peut &tre obtenue en appliquant le théordme de 1'Hospital.
Nous allons montrer qu’il n’en est rien. En prenant l'are pour paramétre
nous avons

i +yitet =1,
d’olt

m’m"—}—y'y"—}—z’z” — 0’ m'w”'—]—y'y"’+z’z"’—}—w"H—g/"“‘-—l«z”“" = 0.

Admettons que lon ait

et que le point %, soit un point d’inflexion, c’est-A-dire que
@ =y =2 =0.

8i les points voisins ne sont pas des points d’inflexion, le vectour n a les
composantes

w!f/D’
Comme D, = 0, on a

y”/D, z"/D.

gy’ + 90"+ 2 = 0
ou

Ty = 0,
d’ott Lon tire

@y =0,

rr 1t 11

Supposons que le veecteur (x;, ¥y, 2,') ne soit pas un vecteur nul. Soib
P. ex. ¥ 0. En appliquant la régle de IHospital au quotient y'' /D
nous trouvons que le numérateur a une limite non nulle, tandis que la

dérivée du dénominateur

w"m"'+y"y"’~[~z"z”'
D

D

est encore une expression indéfinie du type 0/0. Ainsi, 'application de la
régle de I"Héspital ne méne pas an résultat cherchd. Vis-d-vis de ce fait
notre théoréme acquiert une certaine importance.
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Remarque 2. Dans 'exemple cité plus haut on a

e 1 o o 1)

=st+;»2+v2=]/t2{i+3+5°—2+~—-—~~—-+—»
a2 4416 2 4 16" 4f

done le module du vecteur d*r/di* est un infiniment petit d’odre déterminé
(un). Cet exemple montre que notre théoréme cesse d’étre vrai si 'on rem-
place I'hypothése que z'',y", 2" sont des infiniments petits d’ordres dé-
terminés par I'hypothése que [r”'| est un infiniment petit d’ordre déter-

Remarque 3. Il peut arriver que dans nos hypothéses les passages
4 la limite pour t — 0+ 0 ef ¢ — 0—0 fournissent des ordres a et § diffé-
rents ou bien, les ordres a, f étant les mémes, des limites différentes pour
les expressions :

= |t

a’[l* ety /i’
Dans ce cas les limites limn et lim n sont en général différentes et, par
{040 t—>0—0

conséquent, le triddre de Frenet ne peut pas étre défini univoquement
au point ¢ = 0.

Regu par la Rédaction le 7. 5. 1959
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