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EIN ERGODISCHES PARADOXON

VON
8. GLADYSZ (WROCLAW)

(X,&,m), m(X) =1, sel ein MaBraum und 7 eine meBbare und
maftrene Transformation von X. Weiter, o(z,y) sei eine ,Entfernung”
in X, fir welche g(», T2) meBbar und

[lo(@, Tz)|dm < oo

ist. Ist eine Menge HeC und vorldufig auch z¢X festgesetzt, so seien
Nyy Mgy ... aufeinander folgende Indizes, fiir die T™(x)eB. Ist yx(v) die
charakteristische Funktion von B, so gilt y(I™z)=1 und x(T"x)=0
fiir n % ng.

Aus dem Birkhoffschen Ergodensatze folgt sofort die Existenz einer
mittleren Léinge g,(x) der vom Punkt x zwischen aufeinander folgenden
Eintritten in die Menge E zuriickgelegten Wege 7;(z), ¥ =1, 2, ... De-
finitionsgem&f hat man

k
.1
exl@) = ,1:2—,0—2 (@),
WO 7 (@) = o(T™-1g, T™-1+'g) .. 4 o(T™ g, T"z) und
1) k= g(Tw)+ 3 (T ) +.. .+ 1 (™).
Ist T metrisch transitiv und m(F) > 0, so ist fast iiberall (f.d.)

Tk

2 Q(Tu—lm, T”J/‘)

Heml

01(®) =,£3 %
Z‘l 2 (L")

1%
lim — T g, T*g
oo n,,gl of » T70) { o(w, Tx)dm

.1 &
lim — Z 2(T*x)
00 N x=1
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H. Steinhaus stellte die Frage, wie die Wege 74,k =1, 2, , be-
schaffen sind. Wie zu erwarten war, existiert fiir jedes s f i, die
mittlere Linge

k
(2) 0l@) = im 3 ¥ 1@

n=1

dieser Wege (Satz 1), aber es stellt sich ziemlich unerwartet heraus, daB
fiir s > 1 diese Grenzwerte wesentlich von # abhéngen (Satz 2).

Sarz 1. Ist T metrisch transitiv und ist m(B) > 0, so ewistiert f. i,
der Grenswert (2) und die Funktion o, kann im wesentlichen mur s ver-
schiedene Werte annehmen.

Beweis. Es wird zuerst die Existenz von (2) gezeigt.

Ist y(¢) die charakteristische Funktion von B und, bei festem s,

27,
2wy = o* ",
8o hat das Produkt ¢(Tz) ¢(T*x)...q(T*z) den Wert 1 nur dann, wenn
3) #(T2)+ 2(T*0)+...+ 7(T¥) = 0 (mods);

andernfalls hat es einen der Werte ™%, 5 = 1,...,8—1. Also

2 " (Tw)...q"(T*5) = "g’ im Falle (3),

oy} 0  andernfalls
und
5 Mg
Z T ) ). ey o, T,
#=1 M=1 sx=1

Daher folgt aus (1) und aus (2):

1 & ks
T2 2 T).. M(T) o (1w, T*a)
eale) = m —=m
5
- 2 2T
u=1

1
- Z i o 3 ... @) o0, T
1

= lim —— 2 2(T*7).
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Da T metrisch trangitiv ist, so ist der Nenmer f.ii. gleich m(E) > 0;
auch die Grenzwerte

4) Fo (%) = lim — Zq (Tw)...¢" (T*2)- o (T* 5, T*2),
Ne—>00

die im Zéhler auftreten, existieren f.#. und es gilt

2 Fa()
(8) 0s () = —————.

Wir wollen den Wertevorrat von gg(s) untersuchen.

Mit ky =0 <k, <...<k, =s werden alle natiirlichen Zahlen < s
bezeichnet, fiir welche (weiter zu bestimmende) meBbare Funktionen
H,(») existieren mit

(6) H, ) #0, ¢*(Tw)-H/(To) =H,(z) £i
(0 und s sind gewiB solche Zahlen, denn in diesem Falle kann man
¢*(®) =1 und H(») = 1 setzen).

Bs ist leicht einzusehen, daB k, = x-k, ist. Jede der Zahlen 1-k,
0 < A < s/ky, ist eine der Zahlen k,, denn aus

Hy(@) #0, ¢"(To) Hy(To) = Hy(®) fi
folgt sofort H*(x) # 0 und
¢ (Tw)- B (To) = [¢*(To) Hy(T2)]' = Hi(w) £ i

Wiire ein k, nicht von der Gestalt ik,, wobei Ak, < &, < (A+1)k;, dann
wire k,— Ak, auch eine der Zahlen %k,. Denn fiir die Funktion H*(x) =
= H, (@ )/H‘(m) wiirde '

¢ (Tw)- H,(Tw)

Ty E T )

H*(z) %0, ¢ (To)-H*(Tx) =

f. ii. gelten, also fiir k,— Ak, gibe es eine Funktion, die (6) erfiillte. Das
ist aber wegen 0 << k,— Ak, < k; unmoglich.

Ferner werden wir zeigen, daB man solche konstanten ¢, und solche
ganzen A, wihlen kann, da8 f. d.

(7 Fp(@) = e Hm(@), m=1,...,5,
gilt.
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Dies ist trivial, wenn F,, = 0 f. ii. Sei also F,, # 0 auf einer Menge
von positivem MaBe. Aus (4) folgt aber

(3) Fop(z) = Qm(Tﬂf') By (Tw) 1,

also |F,, ()] = |F,,(Tr)]. Aus der metrischen Transitivitit von 7' folgt
| F ()] = Const. f. 4. und F,, %0 £ i. So muB m, als eine der Zahlen
kyy..., ke, die Gestalt m = 2,,-%, haben. Aus (6) und (7) folgt

Ful®)
Him(z)

gm(Tw) By (Tw) _ Fm(Tw)
R (D) Hi (1) Hjn(Ts)

also Fo,(w)/H{m(2) = ¢, = Const. f. ii. Man erhiilt daher aus (5) und (6)

8/ky
1 2,
e(@) = m(E); o B (@)

und die Frage nach der Anzahl der Werte von g, wird auf eine analoge
zuriickgefilhrt, welche die Funktion H, betrifft. Da aus (6) und aus der
Definition von ¢

Hi(z) = [¢"(T2) H (To) = H(Tw) 1.
folgt, so ist Hi(w) f. ii. gleich einer Konstanten und H, (#) kann im wegen-

tlichen nur s verschiedene Werte annehmen,
Barz 2. Ist eine Menge FeC mit

(9) 0<m(F) < 4,

vorhanden, so gibt es eine solche Menge KeC, m(B) >0, dap fir
oz, y) =1 die Funktion o, im wesentlichen zwei verschiedene Werte
annimmi.

Beweis. Es sei

—1, wenn zek,

(10)
1 anderfalls.

Q@) =

Die charakteristische Funktion y(z) der Menge F ist durch die Glei-
chung

(11) ¢(a) = ") = Q(a)/Q (L)

bestimmt. Es ist m(B) > 0, denn aus ¢(®) = 1 £ 1. wirde Q(Tw) = Q (w)
f.14, und, da T metrisch trangitiv ist, Q(w) = Const. f.1ii. folgen. Das
steht aber im Widerspruch mit (9) und (10).
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Fiir s = 2 und p = 1 folgt ahs (4)

F(z) = lim % Z (@) q(Tz)...q(T"w)
N—r00 gy
i L Q0@ ern Q')
= = D o s e

k=1

Q(w)-]ililiZl/Q(T"“w) = a'Q(2),
k=1

nebbo T
wo nach (10)
o= [1/Q@)dm = [Q(@)dm = 1—2m(F).
Da wegen (11) F, = 1, so gilt

Fi(@)+Fy(w) _ [1—2m(F)]-Q@)+1
0 (@) = ) = m(E)

und g, nimmt wesentlich zwei verschiedene Werte 2[1—m(F)}/m(E)
und 2m(F)/m(E) an.
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