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hence

1 n?

1 4
JI7 2w
0 =1

For 4¢ < 1 the last estimate implies our theorem.

dt = 0(n*%).
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SUR UN PROBLEME DE T. WAZEWRSEKI

PAR

7. OPTAL (CRACOVIE)

1. T. Wazewski a posé le probléme suivant (Nouveau Livre Ecossais,
Probléme 29 du 14. XTI. 1946):

Le cercle D est contenw dans un ensemble ouvert 2 dans lequel un
chamyp vectoriel dépendant du temps est défini. Ce champ vectoriel définit
le systéme d'équations différentielles

dos dy
- = P, z,y), - = Qt,x,y)

1)
& seconds membres continus. Le vectewr v(t, z,y) = {P(t,2,9), Q(t, , )}
ne s'annule en aucun point de lo circonférence du cercle D. Lorsque le point
(2, ) parcourt, pour wn t fize, cette circonférence, Vewtrémité du vecteur »
(attaché & Vorigine du systéme des coordonndes) déerit une courbe fermée C,.
Pour tout t, Pindex de cette courbe par rapport au point (0,0) est supposé
différent de zéro.

Dans ces hypothéses, ewiste-t-il au moins une solution du systéme (1)
qui soit située dans le cercle D pour tout 12

Le but de la prégente note est de démontrer que la réponse h cette
question est négative.

2. Le champ vectoriel considéré ne s'annule pas sur la clrconférence
du cercle D; I'index de la courbe C; ne peut donc pas dépendre de t. Pour
démontrer que la réponse & la question envisagée est négative, il suffirait
évidemment de construire un systéme d’équations différentielles (1)
Q’index bien déterminé, par exemple égal & I'unité, de telle maniére que
ses solutions ne jouissent pas de la propriété voulne. Pour k=1, c'est
bien simple. Il suffit par exemple d’envisager le gystéme

dw dy ‘
~d? = —y cost, —d? = g 8int,
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dont les solutions sonf

x = (t+C)eost, y = (t+ C)sint,

ot (! est une constante arbitraire. Or aucune de ces solutions n’est
bornée pour ¢ >0, tandis que l’index de ce systéme, compté sur une
circonférence de centre & l'origine des coordonnées et de rayon suffisam-
ment grand, est égal & I'unité ().

Mais nous allons démontrer davantage: la réponse au probléme est
négative ow sens fort, c'est-d-dirve, quel que soit un entier L, il est
possible de construire un systéme d'équations différentielles (1) dindex
égal & &, de maniére qu'aucune solution de ce systéme ne reste dans le cercle
D pour tout t = 0.

Nous nous bornerons & montrer la construction d’un tel systéme
dans un cas particulier, pour & = 4, la construction pour d’autres valeurs
de lindex étant tout & fait analogue.

3. Désignons par C, le cercle-unité sur le plan (2, y) et par Oy, ..., C;
les six cercles assez petits situés comme dans la figure 1 (les points
Py, ..., P, de tangence de ces cer-
cles avec (, formant un hexagone v a,
inserit sur C,). Py

Envigageons sur le plan (z,y)
un systéme dynamique (I) tel que:

1° le point (0,0) est un point:
singulier;

2° les intégrales entrent
dans le cercle C, par les arcs
P,P,, PP, P,P; et en sortent
par P,P;, P,P;, et P;Py;

3° les intégrales issues des
points @,,Q; et @; sont les seules
qui aboutissent au point singulier
(0, 0) lorsque ¢ — +oo; de méme
les intégrales issues des points
Q2 Qs €b Q4 sont les seules qui aboutissent & ce point singulier lorsque
t — —oo;

4° chacun des cercles C,,...,C; est une courbe intégrale;

5° Pindex de ce systéme compté sur la circonférence du cercle Jy
est égal & 4;

6° par tout point du. plan (x,y) passe une et une seule courbe
intégrale.

N

4,

s

Fig. 1

(*) Je dois cette remarque & M. (. Olech.
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Toute intégrale qui, dans tout I'intervalle [, 2], reste dans le cercle
O, sera appelée intégrale du type (W) relativement 3 cet intervalle.

H est immédiat que pour un 7, > 0 suffisamment grand, les points
finals de toutes les intégrales du systéme (I) du type (W) relativernent
& lintervalle [0, 7,] sont situés dans un ensemble composé des cercles
Cy, ..., 0g et A’un voisinage aussi petit que 1’on veut des courbes intégrales
passant per les points @,, @, et Q.

.~ Pour 7> T,, remplagons le systéme (I) par un nouveau systéme
dynamique (II) qui s’obtient du systéme (I) par rotation d’angle
=/3 autour de Porigine des coordonnées. On obtient ainsi un systéme
d’équations différentielles (II') qui est identigne au systéme (I) dans
Pintervalle [0, T,] et au systéme (II) pour ¢ > 7,. Par intégrale de ce
systéme nous entendrons une courbe continue qui est pour 0 <i< T,
une intégrale du systéme (I) et pour ¢ > 7, une intégrale du systéme (IT).

Powr uwn T,>T, suffisamment grand, les points finals de toutes
les courbes intégrales du systéme (II') qui sont du type (W) relative-
ment 4 Pintervalle [0, T,] se trouvent dans un ensemble composé de
cercles 0y, ..., 05 et d'un voisinage V de (0, 0) aussi petit que I’on veut.

Pour ¢ > T,, remplagons de nouveau le systéme (IT) par un systéme
dynamique (IIT) qui ne différe de (II) que par la position du point singulier.
Plagons-le non pas & Dlorigine des coordonnées, mais en un point en
dehors du voisinage V, de sorte qu’aucune des trois courbes intégrales du
systéme (III) qui aboutisgsent pour ¢— +oo & ce point singulier ne
passe par V. On peut évidemment construire un tel systéme sans altérer
le systéme (II) sur la circonférence du cercle C,. On obtient ainsi un
systéme d’équations différentielles (ITI'), identique au systéme (II')
dans lintervalle [0,7,] et au systéme (III) pour £ > T,.

De méme que précédemment, pour un Ty > T, suffisamment grand,
les points finals des courbes intégrales du type (W) du systéme (III')
relativement & l'intervalle [0, 7] se trouveront dans les cercles €, ..., Cs.

Afin d’achever la construction, il suffit évidemment d’introduire
pour ¢ > T'y un nouveau systéme dynamique d’index égal & 4 choisi de
fagon que toutes les courbes intégrales de ce systdéme qui ont pour ¢ = T,
leurs points initiaux dans un des cercles C;, ..., U5 sortent aprés quelgue
instant du cercle ¢y. On peut procéder en deux étapes. On introduira
d’abord le systéme dynamique (IV), qui s’obtient du systéme (I) par
une rotation d'angle =/6 autour de lorigine du systéme des coor-
données, ce qui garantit que, pour un 7T, > T, suffisamment grand,
aucune intégrale du systéme (IV) issue pour ¢ = T, d’un point des cercles
Oy, 03 et O5 ne sera du type (W) relativement 3 lintervalle [T, 7,].
Les points finaly, pour t = T,, des courbes intégrales du systéme (IV)
issues pour ¢ =T, des points des cercles C,, 0, et C; seront alors situés dans
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trois ensembles disjoints F,, E, et E,. Ensuite, pour ¢ > 7', on remplacera
le gystéme (IV) par un systéme dynamique (V) qui s’obtient du systéme
(I) par rotation d’angle /2 autour du point (0, 0). Il est facile de voir
que toutes les courbes intégrales de ce systéme, issues pour ¢=7T, des
points de lensemble B = E,+4 E,+FE, dans un intervalle [T,, 7]
suffisamment grand, sortiront du cercle C,.

4. Considérons maintenant le systéme d’équations différentielles (R)
identique dans chacun des intervalles [0,T,], (T, T,], ..., (T, T4]
au systéme (I), (IL), ..., (V) respeetivement. D'aprés ce que nous avons
dit précédemmert, aucune intégrale de ce systdéme n'est du type (W)
relativement & Dintervalle [0, 7;]. Pour tout ¢e[0,7;], Dlindex du
systéme (S) compté sur la circonférence du cercle ), est égal & 4. Le
systéme (S) nous fournit donc un exemple montrant que la réponge & la
question de Wazewski est négative.

Les seconds membres des équations du systéme (S) sont discontinus
pow ¢t =Ty, ..., T,, mais il est facile de modifier le systéme (S) de ma-
niére & en obtenir un systéme jouissant des mémes propriétés et ayant
les seconds membres continus. Désignons & cet effet par (S,) le systéme
d’équations différentielles défini comme suit: dans les intervalles
[(Tp+p/n, Tp+pinl (p=0,1,...,4; T,=0) le systtme (3,) est
identique aux systeémes (I), (II), ..., (V) respectivement; dans I’intervalle
[T), T1+1/n], (8,) s'obtient du systéme (I) par une rotation continue
autour de Lorigine des coordonnées et de vitesse constante, égale & nw/3;
aux points Ty-+1/n, Ty4-2/n, (S,) est égal aux systémes (LX) et (LLI)
respectivement et dans Dlintervalle [T,+1/n, T,4-2/n], les seconds
membres de (8,) sont des fonctions linéaires de la variable ¢; aux points
T3+2/n, T3+ 5/2n et Ty+3/n, (8,) est égal aux systémes (I11), (IT)
et (IV) respectivement; dans I'intervalle [7;-+2/n, Ty-+5/2n], les seconds
membres de (8,) sont linéaires par rapport 4 la variable ¢, tandis gque, dans
Vintervalle [Ty--5/2n, T3+ 3[n], (S,) sobtient du systéme (II) par une
rotation continue de vitesse constante, égale & —nw/3 autour du
point (0, 0); enfin, dans lintervalle [T,+83/n, T,+4/n], on obtient (Sa)
du systéme (IV) par une rotation continue antour de Torigine, de
vitesse constante égale & nw/3.

On vérifie sans difficulté que les seconds membres du systéme
Q’équations différentielles (S,) (n =1,2,...) sont des fonctions con-
tinues. De méme, il est facile de vérifier que pour tout te[0, T5+4/n],
Pindex de ce systéme compté sur la circonférence du cercle C, est égal & 4.

Or, pour un nombre entier ¥ suffisamment gland, aucun des syste-
mes (8,) (n = N+1, N+2,...) ne peut admettre d’intégrales du type (W)
relativement & lintervalle [0, T;]. En effet, dans le cas contraire, il exis-
terait une guite de nombres entiers {n,} et une smite d’intégrales des
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systémes (8,) dont chacune serait du type (W) relativement & l'inter-
valle [0, T;]. On pourrait extraire de cette suite d’intégrales une suite
partielle uniformément convergente dans tout Vintervalle [0, 7] vers
une intégrale du systéme (S). Mais cette intégrale devrait étre du type
(W) relativement & intervalle [0, T5], ce qui est impossible.

5. Supposons maintenant que k soit un entier positif donné 4 I’avance.
Comme nous l'avons déja dit, la construction des n® 3 et 4 ge laisse
répéter 4 des modifications inessentielles prés de manidre 4 fournir un
systéme d’équations différentielles d’index égal & k et dont aucune
intégrale ne reste dans le cercle 0, pour tout ¢ > 0. Au lieu des six cercles
Oy ..., 05 on doit en prendre 2k—2.

Begu par la Rédaction le 20. 1. 1959

Colloquium Mathematicum VIf. ' ' : &4
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