STUDIA MATHEMATICA, T. XIX. (1960) I

Propriétés locales des fonctions a séries de Fourier aléatoires
par

J. P. KAHANL (Montpellier)

Llobjet de notre étude est constitué par les fonctions aléatoires
périodiques F(#) qui peuvent &tre définies par leurs séries de Fourier

(1) D) Bycos (nt+®,),
1

ol les amplitudes R, et les phases &, sont des variables aldatoires réel-
les indépendantes les unes des autres, respectivement non-négatives
et réparties (modulo 2rm) de fagon que, pour chaque n, cos®, et sind,
ajent des valeurs probables nulles:

E(eos @) = E(RInG,) =0 (n=1,2,...).

_Chaque fois que (1) est la gérie de Fourier d’une fonetion continue,
c’est cette fonction que mnous désignerons par F(t). Sinon F(t) est défi-
nie presque partout (quand (1) est une série de Fourier) ou n’a aucun
sens.

Nous nous proposons de caleculer la probabilité de certaines pro-
priétés de la série (1) et de la fonction F'(f), & savoir:

(?;): 1a convergence uniforme de (1),

(Py): la continuité de F (1),

(Py): Vappartenance de K (r) & L%,

(,): lappartenance de F(f) & Lipa (classe des fonetions lip-
sohitziennes d'ordre a, avec la convention usuelle: pour a>1, FeLlipa &=
& Y eLiip (4~ 1)),

. . "

(Pg): lo fait que }:ﬁl [E_(Hm_’j’;__{:ﬁ_ft_ﬂ = oo pour tout ¢ (0 < a < 1),
qui entraine la non-dérivabilité de F(t) en tout point.

A notre connaissance, ce genre de problémes n’a été considéré que
dans deux cas, particulidrement importants il est vrai. Le premier est
celui ol tous les R, sont fixés (R, =r,), eb ol chaque @, ne prend que
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deux valeurs (@, = @p-= $7), ou bien se trouve équiparti modulo 2z [é%,
9]; c'est en nous inspirant des mdthodes de ces autelllrs que nous 1.;ra‘1-
tons les quatre premiéres questions posées. Lo second cas est celui de
Ia série de Fourier-Wiener, qui peut servir 4 définir le mouvement brow-
nien; dans ce cas, les propriétés locales de F(f) ont ét6 étudibes aveo
minutie (voir p. ex. [3]); notre méthode apporte cependant une préeision
et, nous semble-t-il, une simplification d’exposé, aux résultats connus
concernant la cinquiéme question ([7], chap. 9).

Voici nne formulation faible des principaux résultats, dans le cas
particulier important ol (1) peut s’écrire gous la forme

0
(2) Z’ @y, (&, CO8NE - Ep sinnt),

ol &, et &, désignent des variables gaussiennes réduites, indépendan-

tes les unes des autres, et ¢, des nombres > 0 (la série de Fourier-Wie-
2t+1

3 ayn.
i1
Supposons la swite {s;} déoroissante. Chacune des propridtés (P,),

ner correspond & @, = 1/n). Posons s; = (2

(P2), (Ps) & pour probabilité 1 ow 0, suivant que D's; converge ou diverge
1

(voir théoréme 4).
Posons
' —logs;
* o lim — 8%
“ 1:% tlog2
La propriéié (Py) a pour probabilité 1, si a<<a*, et 0, i a>>a* (voir thé-
oréme 7).
Si
v ——log 8

Lim
*= i Glog2’

la propriété (Ps) est presque sdre (voir théordéme 10).

Une autre illustration de nos résultats est constituée par les séries
(2) avee a, = n~"(logn)’. On a presque gfirement

F(t) continfiment dérivable, si y < —1 (voir théoréme 4);

F(t) non lipschitzienne (d’ordre un), mais primitive d*une fonction
el?, 8i —1 <y < —} (voir théordmes 1 et 4);

F(¢) non primitive d’une fonction L2, si y > —} (voir théordme 1);

F(t) partout non-dérivable, si y > 0 (voir théordme 9).
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Avant d’étudier 1a probabilité des propriétés (P) (4 =1,2,...,5)
énumérées ci-dessus, nous indiquons les résultats, beaucoup plus faci-
les, concernant les propriétés suivantes:

(Q1): la convergence de (1) presque partout;

(Qg): Pappartenance de F(f) & L0, 2x);

(Qs): la convergence absolue de (1) pour tout t.

1. Préliminaires résultats relatifs a Q1) (Q2), (Q3)

Rappelons d’abord quwen vertu dun théordme de XKolmogoroff
(voir p. ex. [4], p. 128), si une propricté de (1) est invariante par le chan-
gement dun nombre fini de termes dans (1), sa probabilité ne peut-étre que
0 ou 1. Qe lo cas pour chacune des propriétés (P5) et (Qp).

Remarquons aussi qu’en vertu des théorémes classiques sur la me-
sure de Lebesgue, 41 revient au méme de dire que, presque partout (en ),
une propriété de (1) est presque sire, ou qu'sl est presque str que cette pro-
priéié a liew presque partout. Sans ambiguité on pourra dire qu’elle a lien
presque sfirement presque partout. Il en est ainsi, naturellement, si
pour chaque #, cetite propriété est presque shre.

Les résultats relatifs & (Q,), (Q.), (Q,) dérivent dune condition
clagsique de Khintchine-Kolmogoroff, qui peut s’énoncer aingi (*): la con-

vergence presque stre d'une série ) X, dont les termes sont des varigbles
aléatoires indépendantes complewes allieu 81 6f seulement si les séries f E(X,)
et Sjcuy,,p) convergent, avee Y,= X, max(1,]|X,). '

' Tudorime 1. Chacune des propriéiés (Qy) et (Q,) & pour probabilité
1 ou 0 susvant que la série f‘é‘ (min(1, B})) converge ou diverge. La pro-
priété (Qs) & pour probabili;é-ll ou 0 suivant que la série "fl C‘(min(l, R,))

converge ou diverge.

Démongtration, Immédiate pour (Q,) et ((3;) en posant respec-
tivement X, = R} ot X, = R,. Pour (Q;), on remarque que la conver-
gence presque sfre de (1) presque partout équivaut i la convergence
presque stre de '

(8) ZRneinl-!-wn

Nas]

(*) Voir p. ex. [8], p. 142, ou [1], p. 111, qui donnent des énonecés voisins.
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. ’ int-t-d, it; y ) OOLLCE
presque partout; en posant X, = R, 6™t %, on voit que la convergence

de Z’w € (min(1, B3)) équivaut, pour fout ¢, & la convergencce presque
n=1
giire de (3). )
Par une étude plus minuticuse, on montrerail que (Q) ot (Qy)
sont presque sfirement équivalentes au fait que (1) est une série de
Fourier-Lebesgue (dans un cas particulier, voir [10], p. 215).

2. Définitions et notations concernant les {léments aléatoires

Les éléments aléatoires seront touwjours représentés par des lettres
majuscules. Comme on Ia déja dit, E(X) est Pespérance mathédmatique
de X. La probabilité de P est notée p(P).

A une variable aléatoire réelle X on associe ses moments successifs
my,(X) = E(X™), sa fonetion de répartition p(X < ), sa fonetion carac-
téristique & (%), gon bcart moyen quadratique o(X) == CVE(X2).

A une variable X centrée on associera aussi son éeart de Gauss v(X),
qui est le minimum des = > 0 tely que, pour tout y véel, ¢ (W) =5 o* M.
8i X dépend d’une loi de Gauss, v(X) = o(X). Chaque fois que +(X)
est fini, on dira que X dépend d’une loi sous-gaussienne, ou plus simplo-
ment que X est sous-gaussienne. On verra au paragraphe 3 des Proprid-
tés de D'écart de Gauss ot des conditions nécossaires et suffisantes pour
qu'une variable X soit sous-gaussienne.

"Rappelons que X est dite symétrique si X ot X dépendent de la
méme loi. La syméirisée de X est la variable 4 X (les signes - et -
étant également probables).

On pose, sauf au paragraphe 10,

log€(Ch2y B,,)\**
On = 0(Ry)y Ty =1(+R,) = su%(,_g__(z_u_z_ﬂwz)) ,
U> .
2+l " i1 -
(A (S
n=2bp1 il

(% ne représentera jamais une valeur particulidre de la variable t). Nous
verrons que 8i les 4 R, dépendent de lois sous-gaussiennes dn méme
type, o’est-a-dire 8i R, = 0,8,, les =+ 8, dépendant toutes de la mdéme
loi sous-gaussienne, les o, et 7, d'une part, les s; et i, d’autre part, sont
proportionnels.

) Nous divons que (1) représente une fonction F(t) gaussienne et station-
naire 81 1° pour chaque %, (1) converge presque sirement vers F(t), 2°
F(t) dépend, pour chaque ¢, d’une loi de Gaugs, 3° o(F(t) = o(#) no
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dépend pas de t. Nous verrons que, pour qu’il en soit ainsi, il faut et
00

suffib que (1) soit de la forme (2), avec Y a? < co. Selon [3] nous appe-
1

lons série de Fourier-Wioner la série (2) dans laquelle a, = 1/n.
Sauf indication contraire, nous dirons que des 4léments aléatoires
sont indépendants §'ils sont indépendants ,en bloc”.

[3. Propriétés des écarts de Gauss et des lois sous-gaussiennes

Dang ce paragraphe, X et ¥ représentent des variables aléatoires
réelles. ‘

Prorogreron 1 (évidente). 7(AX) = Az(X) pour tout A > 0.

GorornAmey (Aéjh annoncd). 83 les R, dépendent de lois sous-gaussien-
nes du méme type, les o, el T, sont proportionnels.

Prorogirion 2. 80 X et ¥ somt
= (X)),

La démonstration déecoule de égalité ¢ (eE+T) = &(H%)E(eMF).

ProposirioN 3. 8%l ewiste h =0 et v > 0 tels que, pour tout y >0,
on ait € (%) < VR oy a, powr tout 1> 0,

p(X > 2eVh+1) e

Démonsbration. L'hypothdse enfraine ¢ (/X1 =0bim) < ¢~%,
done p(X > yv*+(h-+1)/y) < 6. En prenant y =77 Vh+1, on a la
conelusion.

PROPOSITION 4. Pour # >0, p(X > a) < exp(—a?/202(X)).

(Pest un corollaire de la proposition 3 (avec h = 0, 7 = v(X),
1 = p?[47?).

PROPOSITION b. Supposons X et Y syméiriques, et p(X > o) <
< p(X > o) powr @ > 0; alors v(X) < 7(X).

Démonstration. Représentons X (resp. ¥) comme fonction non
croigsante d'une variable aléatoire auxiliaire T (resp. 1) équipartie sur
[0,1]: on o 7' == p (X > X(T)) ot U'hypothése entraine X (T < |1Y(T)],
d’ot

E(EE) i E(OR]2Y X)) s E(Ch

indépendantes, (X+Y) <

2 ) = E (M%) o v(X) < ().

PROPOSIZION 6. Supposons X symélrique, et

alors ©(X) -7 7.
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(Yest un corvollaire de la proposition 5 (Y étant gaussienne et
d’écart 7).
PROPOSITION 7. 8¢ X est syméirique, on o

. (Z"n!mm( X))l/zn
(8) 7(X) < 3,11’11) -__(2__”/)_'__ ,

Démonstration. D’aprés la définition, 7(X) est le minimum des
7> 0 tels que

0

W e ST
@ Zﬁ >'m,,,(1>\<z. AR
[ 0 _

- (2n) n

(7) a bien lien quand, pour chaque #n,

(29)™ (2cy%)"
(2n)! man(X) el

c’est-a-dire quand = ne minorise pas le second membre do (5). Inverse-
ment, i (7) est réalisé, on a, pour tout y, My, (X) << (20)!(2y)" " ot
le minimum du second membre, quand y varie, est le second membre
de (6).

PROPOSITION 8. Pour toute X cenirde, on a & (%) < E(e*WX) =
= C(Ch4y X)) pour y > 0 et v(X) < 27(£X).

Démonstration. La seconde inégalité résulte de la premidre, qui

est immédiate si I'on développe en série les deux membres, compte-tenu
de ce que m,(X) = 0 et

Mgy 11 (X) < ('m’zn(w)MM-f-z(X))l/Z < %‘((2:’/)'—1/’”211,(1‘7:) -+ 2?/m2n-|-2(x)) .

Les propositions 4, 6, 7 et 8§ jointes & la définition des variables
sous-gaussiennes, permettent d’en donner les caractérisations suivantes.

PropOSITION 9 (caractérisation des variables aléatoires S0Us-gang-
siennes). Pour qu’une variable aléatoire réelle contrée X soit B0Us-gaussionne,
il faut et suffit que Pune des conditions équivalontes suivantes soit réalisde:

a) la fonction caractéristique C(¢X) est une fonction entidre dordre
2 et de type moyen;

b) les fonctions de répartition p(X < z) 6 p(—X < w) dépassen,
pour » assez grand, celle dune variable gaussienne;

0) My (X) = O(E™!) pour K > 0 assez grand (n - oo),

Propriétés looales des fonetions 7

4. Conditions suffisantes pour la convergence uniforme presque-sire de 1)

Notire méthode est directement inspirée de celle de Salem et Zyg-
mund. Xlle se fonde sur la remarque suivante (conséquence du théordme
de 8. Bernstein sur la dérivée d’un polynéme trigonométrique): si P(f)
est un polyndme trigonométrique de degré w, et si M = max|P(#)|, il
existo wn intervalle de longueur 1/x sur lequel |P(t)| > M/2.

A la série (1), les variables aléatoires R, étant supposées sous-gaus-
giennes, nous associons les polyndmes trigonométrigues

(8) Puy(t) = 2 Ry co8(nt+Dy)
gl
et nous posons M,, == max max |P, (). D’aprés la remarque ci-des-
p<ngy t
gus, il existe un % (u < » <) ot un intervalle I de longueur 1/ tels

que, sur I, [P, ,(¢)] > $M,,; soit M,,(#) la fonction égale & M,, sur I et
nulle part ailleurs: on a partout

1Py > 3L, (2).

D’aprds les propositions 2 et 8 ci-dessus (RB,cos(nt+&,) étant
centrée par hypothése),
L3 v
APy, 1) < D P (Bucos(ni+0,)) < 4 >
N1 n=p-1
D’auntre part, ‘
2r
L (et < € ( f Mo dt)
v “
0
27

<€ ( f (Frx® - =P ) i)
0

2m
<2 f AV Py
0

Done & (eVMus) < dryoxp(8y* 3 74). D'apres la proposition (3),
s fhol= L
: 4n
12
(9) p(zmw > 1aflogr ) @) <=

-l

§i pous choisissons une suite {»} croissante quelecongue et si nous
[

v a conver-
POSONS pgyy == ¥, la convergence de la série é; M,,,, entraine la
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gence uniforme de (1). Or, d’aprés (9), cette convergence est pregque
stire quelle que soit la suite {»;}, dés que

301 Yi41 12
2
z (logw +1 2 Tn) < oo,

=1 N+l

Exprimons le résulfat quand on prend »; == 2*; rappelons que

gk+1
n=2k41
THEOREME 2. S
0 ol+11
; 12
S 3 < o,
P X
i=1 fm2l

il est presque sdr que (1) converge uniformément (propridté (P,)) et que I (4)
est continue (propriété (P,)).
CororLARE. Si la suile i; est majorde terme & terme par une swile t)

0

déeroissante telle que 34 < oo, (Py) et (P,) sont presque shres. En parti-
1 o]

culier, si ¥ est une suile décroissamte et si 3t < oo, (Py) et (P,) sont pros-

que sibres. !

o
La condition }'t; < co me suffit pas & garantir la continuité pres-
1
que gire de F(¢), comme l'ont montré Salem et Zygmund ([9], p. 293).
On verra plus loin (théoréme 4), moyennant certaines restrictions

sur les lois dont dépendent les R,, une condition nécessaire et suffisante
pour que (%) et (?,) soient presque sfires.

5. Quelques lemmes du calcul des probabilités

Ces lemmes se trouvent implicitement dans [8)).
Levme 1. 8i X est une variable aléatoire = 0, on «
i EHX)
X > 26(X)) = (L—A)P =2t
»{ (X)) > (-2 g
Démonstration. On pose X' = X i X > 1E(X) eb X’ = 0 sinon.
On a E(X—-X') < AE(X), soit ‘\C(X)(l——l) < E(X). Or, daprés iné-
galité de Schwarz, C2(X') < p(X' 5 0)E(X?) < p(X' # 0)E (X2, dol

le résultat.

Lemmz 2. 80 X est une variable aléatosre réelle centrée, on a
(1—21)" &(X))

. 4 I

(c (‘Y'.' )

(0 <2< 1).

p(X > AE(1X)) > (0 <<},
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Propridtés locales des fonations 9

Démonstration. On pose X =X*—X", |X] = X+ X~; alors
E(AT) == E(X7) = 3E(1X)) et, en utilisant le lemme 1,

p(X = 2E(X) = p(x* = 21 (x+ g ST
( ) =»( ) > -2 s

(1—22)" (X))

4 E(XE

-

Luvmis 3. 86 Y, (n=1,...,) sont des variables aléatoires réelles
centrées indépendantes, et 91l emiste un x (on supposera x > 3) tel que
E(V3) << KEXTL) pour tout n, on a

v

< N7 o) oa |22 (1 —16)? 1
o Ny, r,‘z(}_cyz))-___% N
1(} n : (Yn) ) > o 0<l<16%.

Démonstration. Posons C((Z‘Y,,V) = ME&(Y) =5 On a
c:((Z :V,,,)’“) = N () +u%;;6(yi)c(yfn) < ' (car x> 3).
Dapres lo lemme 1, p(| 3, > 51/5.9) >1/dn done € =E( X)) >

= 8[8%. D’aprés le lemme 2, .

P (2 Y,; = Zs) > p(z Y, > BM(‘Z) > (1—16194)2 —%2— >

(1—16)*
2562

Lumme 4. Soit X, (1=1,2,...,%) une suite de variables aléatoires
positives enchainées (la Tot de X1 dépendant de la réalisation de X, X, ...
1 Xy); on ddsigne par C;( ) Vespérance mathématique quand X, Koy oot
vooy Xyoy somt finés, et on suppose Vewisience de nombres pogitifs x et r;
tels que, pour chaque 4, Cy(X3) < 7§ ot E(Xy) > wry quelle que soit la réa-
lisation, de Xy, Xy, ..., X;_,. Alors

k k
7)(2;«\} z/_l}ja-i) > (AP (0 <A<w).

Démonstration. Les hypothéses entrainent E(X3) <ol et
C(&Xy) > wry. La premidro inégalité, jointe & Ilinégalité du triangle,

donne
ey ((in)a) < 261/2(){5) < Zﬁ
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La seconde impligue (Y X;) > »3r;. D'aprés le lemme 1,
AL "
o351 50 = oS> Le(I)

2 2
> (1 - ,{) _“_(Zé‘?il‘._ o (A
x| €3 X))
6. Condition nécessaire pour que F(f) soit presque siirement bornée
(propriété (?5)) (*)

La méthode repose sur la comsidération de noyaux positifs 1,(f)
(»=1,2,...) tels que, pour toute fonction f(#) réelle sommable, les
valeurs prises par f«l, se trouvent dans Vintervalle des valeurs prises
par f b, ().

On construit ainsi les 7,. Soit @ (z) et x(#) deux fonctions continues,
paires, non-négatives, de support [—1, --1], convexes sur [—1,0],
égales & 1 en 0, et telles que O(z) = x(#)0(#/2). Par exemple, O (v) =
= (1—a)(1—/2)...(1—=2/2")... et x(®)=1—a sur [0,1]. Posons

5,(8) = 2 2] (f}) ™, k() = 2 X (:‘) i,

1,(¢) et %,(#) sont non négatifs ([10], p.183), [kl =1 et
(10) L=", «l,,
ce qui établit bien la propriété voulue. Posons encore

- "\ int
0] '“'-_S-;@('éi)en‘

On a
(11) I =F, *1

ce qui montre que toute valeur prise par fxl, est prise par fxi.
Nous pouvons maintenant démontrer le théordme suivant. Rap-
pelons qu’on a posé
gl 41
e
= (3 ™
PO
(*) Ce paragraphe est, pour l'essentiel, une simple trangeription du paragraphe
correspondant de [8], 3, p. 196-199. Paradoxalement, la méthode ne s’applique pas
au oas envigagé par Paley et Zygmund (Bp = ™, pn = 0 ou w), ot 'énoncé qu'ils don-
nent, g'appuyant sur une formule contestable (18.5), ne nous semble pasg démontré.
(®) Il s’agit toujours de fonotions 2m-périodiques,

op = CYH(RL) et

1 2 2
Pyl = o= .,f f—a)h(s)de et [l »—2—17; of ) at.
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Tisorbmn 3. Supposons

R 4

(a) 1im£(‘ffn)_ < oo
n—sc0 Op

et

(b) int € (cos* (u+,)) > 0.

Pour que (1) s0it presque strement la série de Fourier @une fonatz'én
00
bornée F'(t), il faut que Ta série s, soit comvergento.
7
Démonstration. Supposons quon a presque sfirement FeL™,

Pour tout choix des valeurs des R, et @, tel que FeL®, on définit ainsi
ley suites H,;, Ty, Ti:

Ty=0, Hy=F=xly(T),

Fxlyy (13 = H, (possible & cause de (11))
{T'H-l =1Ti st Fxlgn(Ti) > Hy,

T w1 (Tyy,) = H; sinon  (possible & cause de (1.0)).

Posons

n , . ,
Y, = R”0(2i+1)eos(n1'¢+¢,,) (2" < n < 2,

91
X = Hyy—H; = max(0, > 7,).

n=2¥ 41

Quitte & choisir, & chaque stade, T; et 7% minimum sur [0, 27c], on
voit que 7y et T ne dépendent que des valeurs des R,, et &,, pour m << 2°.

Supposons ces valeurs fixées. Les ¥, (2° < » < 2°*") sont des varia-
bles aléatoires réelles centrées indépendantes. D’aprés (a) et (b) il existe
deux constantes positives « et B telles que

E(T < a4@4(2jjrl)g; ot

E(T) > prO° (;;:zl)af,

On peut done appliquer le Jemme 3. En posant

o1

n
= 2 [_" )
o= 2 0 (21+1)G"7

PO
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on a, pour e et A assez petibs,
oi+1
(12) P ( Z Y, > Zn) N

2t41

Considérons maintenant les variables aléatoires enchaindes X
(6=1,2,..., k. Blles satisfont les hypothéses du lemme 4; en effet,
on a bien

E(Xy) o Aery (Dapres (12)).

Pour 17> 0 assexs pemt, il y a donc une probabilité -~ » d’avoir

ZX > 77214

quand k — oo (d’aprés Phypothése FeL® presque sfrement et la défi-

Comme ZA = Hyy —H, ost presque sfirement borné
1

nition de Hy), on a Y7 < co.
1 00
Quitte & considérer, au lien de (1), la séric YR,cos(3nt--®y,), on
1

00
voit que M7r; < co, avee
1

ro Q .iu

2l conegal-l

On vérifie aisément I'inégalité

gi+1

3 N 3\,
’1+11|1 > 0'({) A\J af = O (-4)5'5[3

Rzt L
qui entraine la convergence de 2% ¢ o
Observons que, d’aprés 1’111égalxté (6), la condition (») est réalisdo
dés que lim 7,/0, < co. Cette remarque permet de donner une forme
N—ro0
frappante & un simple corollaire des théordmes 2 et 3.
Convenons de dire que deux suites sont équivalentes si le rapport

des termes généraux est borné, supérienvement et inférieurement, par
deux nombres positifs.
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TuitorEME 4. Sous les hypothéses:
(b) infcf(cosg(u+d5n)) > 0
u,n

(c) les suites oy, et 7, sont équivalentes
ol
(4) la suite s; est équivalente & wne suite décroissamte,
chacune des propriétés (Py), (Py), (Py) & pour probabilité 1 ow 0 susvant
o

que la sbrie s, converge ou diverge.
1

Nous avons déja remarqué que si les R, dépendent de lois sous-
-gaugsiennes du méme type, les o, et v, sont proportionnels. Si tous les
&, dépendent de la méme loi, (b) exclut seulement le cas ol @, ne peut
prendre que deux valeurs.

7. Majoration du module de continuité de ¥ (i)

En se reportant aux formules (8) et (9), on peut obtenir des ma-
jorations aussi probables que l'on veut du module de continuité de F(¢),
quand les hypothéses du théoréme 2 sont réaligées.

Ecrivons

= Py, ( t)+2 NG

{7} étant une suite croissante telle que ¥, = v, et notons |P| = max|P(¢)|.
: ¢
On a, pour &> 0,
V() = max|F(i+h) = F @) < hPe,+2 ) [Py,
=0
Or, d’aprés (9), i nous posons
- 1/2 i 1/2
=12 (logv-anmi) , b =12 (10gv,-+1- 2 r?,) ,
n=1 i+l
on &
, 4w 4
PPyl < @) > 1—-—, PPy, <b) >1———,
Y Vit

de sorte que

(13) p(V(h) <ah+2jb¢)>]u7(. 4;:)
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. e

Prenons v = 2* de fagon que 2%h < 16w =5 2T, ef »y = 2¥Hx1
Alors ah-+ Zzo‘obi est une fonction de h qui majore V(h), avec une proba-

0

bilité supérieure & 1— 5%, . .

Pour obtenir une majoration plus explicite, supposons qu’il existe
des constantes (0 <g <1) et y (y < —1 si p=10) telles que, pour
tout entier ¥ > 0,

ok
fpy = ( 2 "fw)llz < ko,

=1,y

Supposons de plus 7, < 1. 8i g < 1,

»—1

1\7 R
‘ 2 o2l42,2\1/2 ey -1 .
0 <12 (xrl—}—x,é;z c,c) < O (log h) ,

2Ly 2 RACEET
be<12(2%4w) i) <0“h”(logﬁ) gn-prt

Fm2¥pn—1

en désignant par C® des constantes ne dépendant que de 8 et y.
8i g =1, la premidre indgalité doit tre remplacée par

% 1 71
te 2y 172 te o
o< o (n+x’;l’k ) <0 (logh)
avee yr=4% 8 y< —4, yy=yp+Ll sl y> —}. S g =0 et y < -1,
la seconde inégalité doit &tre remplacée par by < 0%(2°(2°-+x)"+})* @0
Dby < C*(log 1 /Ry,
Soit 2(k) =sup V(A') le module de continuité de F. Jointe aux

O<h’<h
inégalités ci-dessus, (13) s’exprime ainsi.

THEORBME 5. 81 v <1 el by < W2 (S ot y constanies, 0 < f < 1
y<—18f=0;k=1,2,...), il eviste une constante o ne dépendant
que de § et y telle qu'on ait, avec une probabilité supérieure & 1-—h?,

”
2(h) = max |F(t)—F(u)| < ah”(log 1)
- ul<h h

i { p=1 }
y< —%

icm°®
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Remarques. 1. En ge reportant 4 la démonstration de (9), on véri-
fie facilement que, dans I'énoncé ci-dessus, ,,probabilité > 132 peut
étre remplacé par ,,probabilité > 1— 72 quel que soit Pentier p fixé.

2. Dans le cas du mouvement brownien, 7, = 1/n; on retrouve le

fait connu que, presque glirement, Q(h) = O(Vhlogl/h) quand h — 0.
On sait d’ailleurs, dans ce cas, que Pordre de grandeur ne peut pas étre
amélioré [3].

Le théoréme 5 fournit immédiatement une condition suffisante pour
que, presque sfirement, F(f)eLipa. Rappelons que F(i)eLipa signifie
Q(h) = 0(h*) quand % >0, gi 0 < a <1, et F'(f)eLip(a—1), si a > 1.
Quitte & appliquer le théordme 3 F® (1) an lieu de F(t), on a donc le

COROLLAIRE DU THHOREME 5. &G

— —logt;,
0 lim——2%
< <k.m klog2 ’

on & presque sirement Ir’(t)eLii)a (propriété (P,)).
8. Minoration du module de continuité en un point
Nous faisons de nouveau les hypothéses (a) et (b) du théoréme 3:
— C(Ry
(a): lim-g < oo,
On

(b): inf E(eos®(u+B,)) > 0.

Fixant une valeur de ¢, nous allons chercher % minorer

Pl+h)—F(t) = —22Rn&in(n§)sin(m+¢,,+~;b—).
0 .

D’aprés le lemme 3, appliqué en posant
: h\ . )
Y, = R,sin (n;)sm (m-l—di,,,—;— ~2~),.
compte tenu des conditions (a) et (b), il existe un &> 0 tel que
& > AL
p(If’(t—l—h)——F(t) > E(Z o2 sin’ WE) ) > e.

Done, en posant

4y =F(t+£;—2‘ )—F(t),
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on a
V3
P (A;c - T s,c) =g,

Quelle que soit la suite {k}, on a done une probabilité & d’avoir une

eV3

infinité de fois Ay, > a7 Spy -
En faisant des hypothéses convenables sur {s;}, on obtient ainsi
une sorte de réeciproque au théoréme b,
THEOREME 6. On fadt les hypothises a) et b) du théoréme 3. Si, pour
une infinité de valeurs de &, on a s, = K27 (8 o y conglantes, 0 =5 f <7 1)

?
on a presque shrement en un point t donmné, )

im It h)MF(t‘»j'jI!,‘)

hlo ﬁ( 1)7
W |log—-
6 h

Du théoréme 6 on peut tirer une condition nécessaire pour avoir
presque strement F(tf)cLipa, de la méme fagon que nous avons tiré du
théoréme 5 une condition suffisante. Ces conditions prennent une forme
frappante si les suites o, et =, sont ,équivalentes”, c’est-h-dire si

Dans ce cas, on remarque, comme au § 6, que la condition (a) est réalisde.

TeEOREME 7. Supposons les deuw suiles o, of 7, néquivalentes”,
et (b): inf & (cos® (u+D,)) > 0. Posons
un

_ —logt,
o Jimroo k10g2 '

La propriété (Py), soit F(t)elipa, a pour probabilité 1 si o < o el
0 8 o> o, :

On peut faire les mémes commentaires & la suite de ce théordme
qu’d la suite du théoréme 4.

Le théoréme 6 exprime (au moins pour § < 1) que, pour chague ¢
fixé, la fonetion F manifeste presque sirement une certaine irrégula-
rité au point ¢; en particulier, son nombre dérivé supérieur & droite est
+oc. Selon une remarque faite au paragraphe 1, F manifeste presque
strement cette irrégularité presque partous, et en particulier presque
partout ses nombres dérivés supérieurs sont --oo et ses nombres déri-
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vés inférieurs —oo. Bn reprenant argumentation trés simple de P. Lévy
(3], p- 16), on voit que cette propriété ne peut pas avoir liew partout.
I est plus difficile d’indiquer une propriété d'irrégularité pour
F qui soit presque sirement valable partout. ("est ce que nous allons
faire maintenant, en nous restreignant aux fonetions F, déja considé-
rées dans Pintroduction, dont la série de Fourier est du type (2).

9. Fonctions ' (f) gaussiennes et stationnaires.
Une caractérisation de la série de Fourier-Wiener

Rappelons que F(t) sera dite gaussienne et stationnaire si 1° pour
chaque %, (1) converge presque sirement vers F'(¢), 2° pour chaque f,
F(t) dépend d’une loi de Gauss et 3° u(F(t)) ne dépend pas de ¢. La pre-
miére condition entraine (théordme 1) que Y € (min(1, Bj)) << oo et que

1
presque sfrement FeL®. La seconde, d’aprés la stabilité de Ia loi de
Gauss, entraine que les coefficients de Fourier de F sont des variables
gaussiennes et quaingi (1) est de la forme
(13) (@ 5, CO8 1t + by, Ey innit),
2
oll E, et 5, sont des variables gaussiennes réduites. Inversement, si (1)

est de la forme (13), sa somme existe presque stirement pour chaque ¢,
et dépend d’une loi de Gauss dont le moment gquadratique est

E(FH(0) = 3 €((ag Encosnt-t by, Eysinni)’)

1

= Z (a2 cos®nt+ by sin* nt+ a, by sin (204)¢ ( 5, 5y)) s
oy

% condition que la série 3 (ap+bj;) converge.
1 .
Ta troisiéme condition, & savoir que E(F*(t)) ne dépende pas de ¢,

revient 4 dire que 4, = +b, et que &(E,&,) = 0. Dans ce cas, (13) est
de la forme

oo
(2) Zan(Encosm—[— Epsinnt),
1 .

ies 8, et &, étant des variables gaussiennes réduites mutuellement indé-
pendantes. Pour que (1) soit de la forme (2), il faut et suffit que @, soit

Studia’ Mathematica XIX A \
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équiparti sur (0, 2m) eb que R, = V2a,(—logT,)"?, ol 1, est équiparti
sar (0, 1) (voir p. ex. [7], p. 146). Alors les R, dépendent do la méme loi
sous-gaussienne, o, = I/Zan et on peut appliquer les théorémes 2 & 7.

Nous supposerons désormais (jusqu’au paragraphe 10 exclus) que
F(t) est gaussienne et stationnaire, et que (2) est sa série de Fourier.
Nous posons

EF?) = E(FP) = D)ah et

1

o(F) = EP (1),

Nous utiliserons, au prochain paragraphe, le lemme suivant:

LemvE 5. Soit Fi(t) (4=1,2,..., k) des polynbmes trigonométri-
ques gaussiens stattonnaires, indépendanis, de degré < gq. 8¢ nous sup-
posons q > 100 % et 0 < 2a < ¢~ M%, la probabilité quewiste une valowr T
pour laquelle |Fi(T)| < ac(X;) pour i=1,2,...,% ne dépasse pas 1[k.

Démonstration. D’aprés la formule (9), p. 7, la probabilité d’avoir
17 (8)] < 12V1ogge(F;) pour tout # et tout ¢ dépasse 1-—4nk/gh.
Plagons nous dans ce cas, et supposons qu’'existe un 7' comme dang
Iénoneé. D’aprés le théoréme de S. Bernstein, déja utilisé au paragra-
phe 4, il existe au moins un point Ty = 2xN [¢’, avec ¢' = [24rqV1ogq/al,
N entier, tel que, pour tout i, [F;(Ty)| < 2ac(F;). La probabilité pour
qwil en soit ainsi me dépasse pas ¢ (4a/V2m)*. La probabilité chorchée
ne dépasse donc pas

ﬂ+,( 4a )"<1
¢ e T

8i a, = 1/n, (2) est la série que M. P. Lévy appelle série de Fou-
rier-Wiener. Elle jouit, parmi les fonctions gaussiennes stationnaires
d'une propriété caractéristique simple, que nous indiquons bien ¢u’elle
soit sans rapport direct avec notre étude des propriétés locales.
THROREME 8. On considére les aceroissements

h
Flit+—)—
(t+3)-(r
de F(&)+1Z, ot F(t) est gaussienne et stationnaire, et 5 une variable cen-
trée indépendante des 5, et . Pour que, h étant donné, les accroissements
A(t, b) et A(u, h) soient indépendants dés que cos(w—1) = cosh, 4l fout

et il suffit que (2) soit somme de la série de Fourier-Wiener et de termes
h-périodiques.

h
Ak, 1) = —5)+m
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Démonstration. A(t, h) étant une variable gaussienne, lindé-
pendance s’exprime par E(A(¢, h)A(u, k) = 0. Or

- nh
Aty by ~ Eh-+2 2 a,8in —2—( — E,sinnt+ E,cosnt),
1

E(A(t, By A(u, b)) = h2+42 af,,sin’%h—cosn(t—u) = p(t—u),
. 2

et @(f) est le produit de convolution des distributions de Schwartz
définies par

o
; 1 h
o (t) = B4 E 2 gin? %L cosnt, |
1

p(t) ~ 1+2 2 nra,’ cosnt,
1

avee a, = @, quand sinak/2 s 0. @(t) a pour support [—h, +h]. D'a-
prés le théoréme des supports (voir p. ex. [6]; un raisonnement élémen-
taire est possible ici), le fait que ¢(f) s’annule hors de (— %, k) entraine,
pour un choix convenable des a,, que y(f) & pour support ’origine, done
(le premier coefficient étant 1) que c’est la mesure de Dirac, et na, = 1.

10. Irrégularité locale des fonctions gaussiennes stationnaires

Soit 7(2) une fonction réelle, paire, indéfiniment dérivable, égale
4 1 sur un intervalle ouvert contenant [4, 8] et nulle pour ]w]¢[3 9].

Considérons le noyau
=2 Zn( )cosm

n=3r

En écrivant (formule de Poisson)

]

o) =v D n(vt+2kn),

Ie=—o0

olt 7(u) est la transformée de Fourier de 7(z), on voit que

(14) [lawlat < [ p(w)law =,
0 0
et

[l @)ldt < f )| d.
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Comme, d’aprés hypothése de dérivabilité faite sur (@), 7 (w) tend

vers zéro A ’infini plus vite que toute fraction rationnelle, il existe, pour
tout p, une constante ¢, telle que

L ep(ve)™”.

(1B) f g, ()| dt <

Associons & la fonetion #(f) des polyndmes trigonométrigques

a,(t) = I« q,(t) = 2 @M (Z:') (&, cosnt--&' sinnt).
1

Nous utiliserong le lemme guivant:

LEMME 6. Posons 2,(h) = max |F (t+u)—
ogush

(1) et L2(h) = max ,(h).
:

Pour tout t et tout h, on a
|G, (t-F 28) — G, (3 )| < 4¢.02,(3R)+ 20, (vh) ™ L2 (h).

La démonstration est immédiate, moyennant (14) et (15), en derivant

[ (P (t+2h+ ) — F (¢4 h+-u)) g, (w) du

sous la forme
[ +

[uj<h hgu<n

Nous allons maintenant montrer, moyennant des hypothéses con-
venables sur la suite
gi41 gi+1

(S - va( 3 "

241 2841

que F(f) manifeste presque slrement partout une certaine irrégularité.

THEOREME 9. F(i) étant définie par la série (2), supposons qu’em‘s—'

tent des constantes ¢, a”, By vy 1 (0KBLKL, py< —1 86 B o=
les que ¢'K'27F° < g, < 'K 27 powr b =1,2, ...
stirement

) tel-
Alors on a presque

Tuﬂﬁﬁh) —{ﬂ(t)‘ = 0o  pour tout t
a0 hP(log 1/h) '
dés que v < y.

Démonstration. Raisonnons par Pabsurde. Supposons qu'existe
presque sfirement un. 7' (dépendant de F) tel que Qp(h) = O(h’ (log1/ny" )
quand h —» 0. Fixons ¢ > 0 arbitrairement petit. Avec une probabilité
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lt g, on a QT( ) < C*®W(log1/h)” et, d’aprés le théoréme 5, Q(h) <
"1’ (log1/h), v, égalant, selon les cas, y;+4%, ou y,+1, ou +e.
A ollaque entier naturel ¢ nous associons lentier u = [4}4™%], h =

~.

=3
—

<

= wu~", Pentier » défini par
92143
) 1Y) 1
y=4 s apsin® — << <lsl
2 gy
n=g2i+2.41
221-{-3
. nh 1
At : 2 2 2
y=d4"4pu i y O, COS —§—<Zsm~+z,
=42y

ot le polynéme aléatoire

Hy(1) = G, (t+2h) — G, (t-+ h).

H;(t) est un polynéme trigonométrique gaussien stationnaire, de degré
< 4% et dont Déeart du type

1/2
o(H;) = 2(Za i ( )sm %)

"

satisfait pour ¢ > 4, assez grand (d’apres la définition de v) o(H;) > Saipa-
Quitte & choisir 4, assez grand, les spectres des H,(¢) sont disjoints deux
4 deux, ce qui montre I'indépendance en bloc des H;(¢). En posant F;(f) =
= Hy (1), et ¢ = 479+ on pourra donc appliquer le lemme 5.

Revenons aux hypothéses faites au début de la démonstration;
d’aprés le lemme 6, appliqué en prenant t =1 et p = [(y,—9y')/e)],
il existe, avec une probabilité > 1—e, un I' tel que

[H;(T)| < O"h (log1 /b)Y < CFe4—Piv+2e

pour tott 4; quitte & choisir » assez petit et 4, assez grand, cette inégalité
entraine |Fy(T)| < 158sirniges < 150(Fs) pour tout ¢ Mais d’aprés le
lemme 5, la probabilité pour gu’existe une telle valeur de 7 est nulle.
D’ou la contradiction, gqui démontre le théoréme.

Pour Ia fonction du mouvement brownien, a, =1/n, f§ =4, y =0,
P’éeoneé du théoréme 9 dans ce cas améliore le résultat de Paley-Wie-
ner ([7], p. 158), selon lequel on a presque sfirement, en tout point ¢,

o P (1)~ F ()

Fis0 lh:‘a

des que a > %.
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Sous des hypothéses beaucoup moins restrictives que celles du thé-
oréme 9, on a le résultat suivant:
TeEfOREME 10. On considére -F (1) définie par la série (2). Si

—logs;

lim -
a>k£{i klog2 '

on @ presque shrement
|F(t-+1)— F(1)]

Tim == A
I ) h* *

pour toutt (propriéé (Ps)).

Démonsgtration. On peut supposer () presque sfirement bornée;
sinon en effet, sur chaque intervalle, F(f) est presque sfirement non-
bornée (puisque F(t) et ses translatées, d’aprés Péquipartition des pha-
ses @,, ont mémes propriétés presque shres), done F(f) est presque siire-
ment non-bornée sur chaque intervalle 4 extrémités rationnelles, et la
conclusion est valable. On peut encore raisonner par I’absurde comme
dans la démonstration du théoréme 9, en ayant ici, avee une probabi-
lité >1—e, Qp(h) < Ok* et Q(h) < 0%; on définit u = 4P¥@+), puiy
h,v, Hi(t), Fy(t) comme dans ladite démonstration; le lemme 6 entraine
l'existence, avec une probabilité > 1—e, dun T tel que |Fy(I)| <
< Q4—oPIC+) ;. gnitte & choisirp assez grand, cela entraine, pour ¢ agsez
grand, |Fy(T)} < ,‘—Oa(Fi), et le lemme 5 conduit & une contradiction.

Le théoréme 10 admet encore comme cas particulier le théoréme de
Paley-Wiener cité plus haut.

11, Extension des résultats précédents

L’extension peut se faire dans deux directions.
a) Séries de Fourier presque-périodiques. Au lieu de (1) et (2), on peut
congidérer des séries

(16) ZR,,cos(a;,,t—}—(D,,),
1

0

@an ) Z (8,008 wyt+ By sin o, 1),

1

ol les fréquences w, forment une suite positive donnde quelcongue, les
=] fld A
Byy Pny a5y 5, et F, ayant le méme sens que dans Yintroduction.
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On vérifie facilement que les théorémes 3, 6 et 10 (c.-4-d. les thé-
orémes d’irrégularité locale) restent valables, & condition de modifier
la définition de s; et de #; de la maniére suivante:

Op = U(Rn)y 8'% = 2 O‘i,
2i<wﬂ<2i+1
= 2 .
. 2i<mn<2i+1
Par contre, les résultats exprimant la régularité locale, qui dépen-
dent de la formule (9), ne sont plus valables, &4 moins de faire des hypo-
théges sur la nature arithmétique des w,. Si les o, sont rationnellement
indépendantes, la condition nécessaire et suffisante de continuité pres-

que siire est Y ¢(min(l, R,)) < oo resp. Ya, << oo (voir théordme 1),
1 1

qui est beaucoup plus stricte que la condition du théoréme 2.

On obtient, précisément, des résultats faisant intervenir la nature
arithmétique des w, par I'intermédiaire d’une autre extension, que nous
indiquons maintenant.

b) Séries de Fourier & une infinité de variables. Au lieu de (1), nous
congidérons des séries

(18) D By ng,... 008 (M g+ gty F o+ Py g, )

ol la sommation est étendue & toutes les suites d’entiers > 0 (1, 1y, -..)
n’ayant qu'un nombre fini de termes non nuls. Les Ry ) . 66188 Ppyny
gont des variables aléatoires mutuellement indépendantes. R, n,. . =0
ot E(0o8 Py gy ) = C(8INDy 0, ) = 0. On POse Tnyp,,... = 7 (B ny,...) b
on désigne par F(uy, %, ...) la fonction continue sur I’hypercube
(0, 2x) x (0, 2%) X ..., i elle existe, dont (18) est la série de Fourier.

Le lemme fondamental est le suivant:

LEMME 7. 803t P(Uy, Uy, --., Up) une somme finic du type (18), ne
faisant intervenir que les variables ty, Uy, ..., Up €f les suites (Ny, Ny, ...y M)
telles que |ty|-- ng| ... |np| v (v = degré de P). La probabilité pour

avoir
12

sup IP(%h Ugy ooy up)l > 6 (plOg"’ZTiI,ng,‘..,np)

est inférieure & (4w [v)P.

Ce lemme ge démontre comme la formule (9), en appliquant le théo-
réme de S. Bernstein 4 un polynéme trigonométrique & plusieurs variables
(nous avons déja donné ce lemme, et sa démonstration, dans le cas ot les
R sont fixés et les @ ne prennent que les valeurs 0 et = [2]).
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Du lemme 7 on peut tirer des énoncés analogues aux théorémes 2
et 5, c'est-d-dive des conditions suffisantes pour Ia réalisation presque
stire de propriétés de régularité locale de F Uy, ty,y -..). Ainsi:

THﬁOREME 11. Supposons que (18) puisse Sécrire comme somme

infinie Z de sommes finies Y0, chaque YO éant un polyndme & p; varia-

i=
bles et de degré v. i Uon a

1/2
(p,logvyz()rwlm, ) < oo,

ISk

-

=
(18) est presque stirement la séric de Fourier d'une fonetion continue,

Si maintenant on pose wu, = Auf, {4,} étant une suite réelle donnée,
si & chaque suite (7, n,,...) on associe biunivoquement un entier n,
et qu'on pose A+l ... = oy, le théoréme 11 exprime une con-
dition suffisante pour que, presque sirement, la série (16) représento
une fonction continue.

Méme dans le cas ot les w, sont entiers (c.-d-d. oll, aux notations
prés, (16) est une série du type (1)), Papplication du théoréme 11 peut
donner des résultats nouveaux. Bornons nous & un exemple simple. Soit
{Ap} une suite lacunaire dans le sens que Ayyy >, (v entier, p =1,2,...)
et s0it {w,} la somme directe de » suites identiques & {i,} (s0it w, =
= At oot Ay, n étant fonetion biunivoque de la combinaison, non
ordonnée, (py,...,p,)). Pour que (16) représente presque stiroment une

fonection continue, il suffit que 2{2f >
=1l Zgj<wpigf+1
nlest pas contenu dans le théoréme 2. Compte tenn de lextension du

théordme 3 aux séries (16), on obtient un énoncé du type du théoréme 4.
TaorkME 12. Soit (w,} la somme directe de v suites identiques & une
suite lacunaire {ip} (Apy1 > vAp, » =1, 2,...). On suppose '
(b) int €(cos*(u+D,) > 0,
%N

) converge. Un tel résultat

(¢) que les suiles o, = o(Ry) et 7, = T(R,) sont ,équivalentes” (0 <
< ;ﬁ_l?an/rn < Ean/":n < ©0),
(d) que la suite
= 3 A
H<opdipy
est équivalente & une suite décroissante.
Alors (16) représente une fonction continue resp. bornée avec une pro-

o0
babilité 1 ou O, swivant que la série Y'sf comverge ow diverge.
1
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