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Contact d’une courbe réguliére avec la sphére oscula-
trice, en un point d’inflexion

par T. RacuwAr (Krakéw)

Introduction. Dans le travail L'ordre du contact @une courbe réguliére
avee la sphére osculatrice, Ann. Polon. Math. 5 (1958), p. 33-43, j'ai établi
quelques théorémes sur Pordre ¢ de la distance d’un point d’une courbe
réguliére (dans lespace euclidien R;) & la sphére osculatrice en un point
d’inflexion.

Ces théorémes déterminent exactement lordre gydans certains cas
et, dans d’autres, ils fournissent une borne inférieuré; ils ne donnent
done pas la solution compléte du probléme.

Les difficultés dans la détermination de l’ordre g résultaient de la
méthode appliquée; elles comsistaient en ce quon étudiait d’abord la
structure des coordonnées L, mM, N du vecteur t™ dans le systéme
local de Frenet (¢, n, b) de la courbe (1) et on en tirait ensuite une con-
clusion. sur l’ordre g¢.

Dans le présent travail je démontre, en m’appuyant sur un procédé
suggéré par B. Cech, un théoréme qui, avec le résultat du travail men-
tionné, constitute une solution compléte du probléme considéré.

Sur la courbe € donné par Péquation

r=r(s)
ol & est un arc, nous supposons que
1. r(s) admet des dérivées de tous les ordres dang lintervalle
(Z) non vide w(sy, &),
2. r'xr” £ 0 dans cet intervalle.
Le vecteur ry = r(s;) détermine le point M, sur la courbe O, s, appar-

tient & w et le vecteur v, détermine le centre de la sphére K osculatrice
4 C au point M,.
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36 T. Rachwal

Remarque 1. D'aprés la théorie du contact, U'étude de Pordre du
contact d’une courbe avec la sphére tangente se raméne A celle des valeurs
des dérivées successives de la fonction au point 8

) F(s) & 3[(r—ve)*— (ro—v0)*]

L'ordre ¢ de la distance infinitésimale d’un point M de la courbe
de la sphére tangente & cefte courbe au point en question, est égal
3 Dordre de la dérivée de la fonction F(s) qui, la premidre, ne s’annule
pas au point s,.

Nous -introduisons les fonctions suivantes:

(2) : fi(8) = (r(s)—wo) - £(s)
(3) f(8) = (r(s)—wo) - n(s) ,
(4) fals) = (r(s)—wvo) - b(s) .
Il est évident que l'on a:

(5) F'(s) = fu(s) -

Nous désignerons par @(s) la fonction scalaire suivante:

¥ ok 0 0 0
k' 28 k 0 0
(6) P8)=—| 0 -1 0 = 0
0 0 —1 v =
- 0 0 0 -1

oll k et 7 sont respectivement la courbure et la torsion de la courbe C;
par des virgules suscrites (%', %'’, ") on désignera la différentiation par
rapport & l'arc s.

L’ordre du contact d’une courbe réguliére avec la sphére
osculatrice. THEOREME. Si p >4 ef 8¢ lo courb. O remplit les condi-
tions sutvantes:

1. elle satisfait auw hypothéses (Z)
et il ewiste sur C un point M, tel que, pour $ye€ w, on a:

2. B =%, =0 pour i =1,2,..,p—3,

8.1 =) =0 powr i =0,1,..,p—4,

4 1P 20,

5. le centre de la sphére osoulatrice & O en M, a dans le systéme looal

- (nq, by) les coordonnées a, B:

Q= _1_ B = — k(°p—2)
. k?,-rf,""”)
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et si, en oulre,
6. O(s) est infiniment petite dans un woisinage de s, dordre g, on
e =2(p—3),
alors Vordre dw contact est ¢ = p—p—D5.

Remarque 2. Ce théoréme est un complément du théoréme 1 du
travail cité dans ’introduction. Avec les méme hypothéses que plus haut
on y a démontré (p. 3, 8, cas IV) que Vordre congidéré ¢ est plus grand
que n: ¢ > n; nous allons maintenant déterminer exactement le nombre ¢.

Démonstration. Nous trouveronsy d’abord 1'équation différentielle
du 3¢ ordre que vérifie la fonction #(s).

Nous différentions (2) trois fois, (3) deux fois, (4) une fois et nous
obténons:

kfy+(1—f1) =0, (kfe)'—fi" =0, —fi'+(efo) — (kf) =0,
(B —fi' =0, —fi+ifo—kf =0, —thh—fs =0

d’ol, en éliminant les fonctions: fy, fa, f2', fa, fs, nous obtenons 1’équation
différentielle de f;(s) sous la forme

(7)

E 0 0 0 0 1—f
E E 0 0 0 —ff
ok k0 0 —f" |
(8) 0 —10 ¢ 0 —k =0
0 0 —1 v 1 —(kfy

-7 0 0 0 —1 0
ou, en développant suivant les éléments de la derniére colonne, on aura: ‘
9 Coft”" + Coft' + iy + Cof = B(s)

ou les coefticients Cy, j=0,1, 2,3, sont:

(10) Cy = — ke,

(11) Cy = 2Hk'T+ %',
(12) Cy = &(s)+ v,
(13) O = K’ —TPk'7 .

En nous basant sur le théoréme 1 du travail cité nous avons, aveo
nos lemmes sur la fonction fy(s),
(14) Fu(so) = fi(80) == .. = f(80) = 0.

Nous divisons 1’équation (9) par (8— 8§o)X®—®

Cofi”" + Cufi’ + Cufi+ Gy P(8)

4) N N
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11 est facile de démontrer que l'on a:

i O e A7)
o (8 — 829 {(p—3)13 '
s Coft’ . kg""(()pﬂs) . fgm(so)
(16) I s = (p— &) (p—2)1"
lim ~———-01f ! = lim Coh 0

8-8 (S - ‘90)2(“:5) N 8—+8) (S - 80)2(17“8) B

De (15), en tenant compte de (16), nous obtenons:

L ) ki)
an Ry rrn e R (T (s X
De (6) on tire

k' kr
=k 2K+t
= k'(2k'v +kr)— kv (k' — ke?) = 2k"*c + kh'v — kok'’ -+ kb .

D(s) =

11 est évident que @(s) est infiniment petite dans un voisinage de s, et
que lordre est déterminé par la fonction

w(s) =k(k't—k'").

Aprés avoir différentié successivement y(s) et calculé les valeurs de ces
dérivées en s, nous constatons que

Y g) =0 powr j=1,.,2(p—8)—1,

donc l'ordre de la fonction infiniment petite y(s) dans un voisinage de s,
est plus grand que 2(p—3)—1.
Done, si @(s) est infiniment petite d’ordre 2(p —3), dans un voisinage
de 8 on a
D(s)

m 2
as) o s # 0

et, en se basant sur (17), on obtient

(19) Plsg) 0.
En s’appuyant sur (5) et sur la remarque 1 on trouve
g=p+1.

Cependant, si @(s) est infiniment petite d’ordre 2(p--3)-41 dans
un voisinage de s, on a
(20) lim ~—2{8)

0 (88609
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et, en utilisant (17),
ﬁp)(su) =0

et dans ce cas nous devons caleuler f+9(s,).
Raisonnant de méme que dans le cas précédent, nous obtiendrons

. B(s) RV
(21) I e 2 g

done fF*(s,) % 0 et Lordre g = p +2.
Un raisonnement par induction dans le cas ol la fonction ®(s) est
infiniment petite d’ordre ¢ > 2(p—3) dans un voisinage de s, donmne

(22) AP g0) =0,
done Vordre est ¢ = p—p— b5 et par suite le théoréme se trouve démontré.

Regu par la Rédaction le 30. 3. 1960
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