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Quelques théorémes sur les intégrales
bornées de certaines équations différentielles ordinaires
du second ordre

par T. DrzoTro (Katowice)

1l existe un nombre considérable de travaux sur les solutions bornées
des équations différentielles ordinaires linéaires du second ordre. Les
méthodes qui y sont utilisées peuvent parfois é&tre appliquées & certains
types, relativement simples, d’équations ou de systémes d’équations non
linéaires.

Dang la premiére partie de cette note je me propose d’établir, en
appliquant les mémes méthodes, quelques conditions suffisantes pour que
les solutions des équations différentielles du type

(1) a@t)u’ +b(@)w + (L+e®) f(u) = O()

puissent &tre prolongées indéfinimént & droite tout en restant bornées.
Dans la seconde partie je vais démontrer quelques propositions analogues
relatives & certains systémes d’équations différentielles ordinaires.

 Quelques-uns des résultats que je vais obtenir ne seront que des
généralisations de certains théorémes, dis & Ju. A. Klokoff [4], con-
cernant des eas un peu plus simples. Je me permets de remercier M. A. Bie-
lecki dont les précieux conseils et ’aide, m’ont permis de rédiger cette note.

I. Il nous sera commode d’énoncer séparément les hypothéses qui
interviendront dans nos théorémes.

Hyrormise H,. Les fonctions ®(f), b(f) > 0, a(t) > 0 et la dérivée
a'(t) sont continues dans lintervalle infini [4, oo) et
() a'(t) <2b(1).

La fonction f(u) est continue dans lintervalle infini (—oo, +co) et

(3) lim F(u) = oo, ot F(u)= [ f(s)ds.

lul—so0
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En vertu de (3) la fonction F(u) admet un minimum:

(4) —p =minF(u) = F(7) = ff(s
d’olt
(5) G(u) =F(u)+p= [ f(s)ds>0 powr we(—oo, co).
w
HyproradsE H,. Les fonctions a(t) et @(f) satisfont aux inégalités
(6) a(t)>=06 =const >0, pour =1,
M [1ow)a = 4 < oo.

1o

Ceci posé, nous avons le théoréme suivant:

TahorEME 1. Dans Uhypothése Hy toute solution wu(t) de Dégquation
différentielle
(8) a(t)u’ +bE)w +f(u) =2(1),
définie dans Vintervalle [ty, B), ot B > 1y, peut ére prolongée sur Pintervalle
[ty, o) tout entier. Si, en outre, Uhypothése H, est remplie, toute solution
w(t) saturée & droite, c'est-a-dire prolongbe sur Vintervalle [t,, oo) tout entier,
ainsi que sa dérivée u'(t), restent bornées dams [t,, oo).

) Démonstration. Soit «(f) une solution de 1’équation (8), définie
dans lintervalle [, B), ol #, < f < oo0. On a donc

a®yw’ +bE)w +7(u(t)) = ()

pour ¢ e[t,, f). Multiplions les deux membres de cette égalité par 2u'(¢)
et intégrons entre #, et , en appliquant au premier terme du premier
membre la formule d’intégration per partes. Il vient

©  al)(w @) +f (20 (v) — a'(x)) (w' ()" do + 26w (1))
= a,vg + 26 (u,) + f@(—r (z)dv
ol ay = a(ty), w,=u(t) et v, = w'(f,). Nous allons démontrer que la

dérivée u'(t) est bornée dans lintervalle [t,, f) si celui-ci est fini. Dans
ce but, supposons que f < co. Il s’ensuit que

g
A= infat)>0, 0<JI<3f|¢(T)|dr<w
ty<ct<p A
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et
0 <N =AY a5+ 2G(w,)) .

Done, & cause de Pidentité (9) et P'inégalité (5), on a

t
WO <¥+ 2 [ (06|
iy

Mais
lw'®)] < [w(t)}F+1, done

t
W@ < F+1+ [ 2470 ()| jw'()|d
to

et par conséquent

B
(10) |w@)] < (F +1)exp ( [ 2470 (x)[dx) < o,
to

en vertu du lemme bien connu suivant (ef. [1], chap. II, § 2):
Si ¢ = const > 0, si les fonctions «(t) > 0 et »(t) > 0 sont continues
pour te[t,, f) et si

u(t) < c-rf'v(-ru(-r)dr, pour telty, f),

alors
t

w(t) < cexpfv(r dv, 7pour telty,f).

Aingi nous avons démontré que la dérivée u'(f) reste bornée dans l’inter-
valle fini [f,, ). Mais il en résulte facilement, que les fonctions u(t) et
w''(t) doivent aussi étre bornées et, par conséquent, les fonctions wu(t)
et w'(t) tendent vers des limites finies bien déterminées, lorsque ¢ tend
vers f en croissant (voir p. ex. [3], théoréme 1, p. 135). Evidemment,
cela suffit pour que la solution #(¢) admette un prolongement au-deld
de f§ et, en se basant sur ces faits, on démontre d’une maniére bien connue
(cf. [3], théoréme 2, p. 135) que I’on peut prolonger la solution en
question sur lintervalle [f,, co) tout entier.

Envisageons maintenant le cas plus particulier oll, outre ’hypothése
H,, 'hypothése H, est aussi remplie. Nous allons prouver que toutes
les solutions saturées & droite de I’6quation (8), ainsi que leurs dérivées
du premier ordre, sont alors bornées dans tout lintervalle [{,, c0). En
effet, supposons que w«(#) soit une solution particuliére définie dans
[y, o0). Puisque, d’aprés (6),

A= inf at) =0>0

to<t<p


GUEST


154 T. Dlotko

pour tout f > o, il résulte de (10) et (7) que 2
11) W) <K = (N+1)exp(26™ [ | (1)|d)
to

pour t > 1,. Légalité (9) est maintenant valable pour tout ¢ > 1, et son
second membre ne surpasse pas le nombre constant

20 = ayti+26G (u) + 2K [ |#(®)|dt >0,
o

ot @y = ally), = u(h), vo=0(t). Tous les trois termes du premier
membre de lidentité (9) étant non négatifs & cause de (2) et (5), on
a évidemment, pour >7,

Gluln) = Plu@)+2 <0,

i

c’est-a-dire
{12) Flu() <C—u, a) (w'@)* <20,
d’Ofl ‘ 1
(13) Ju'(t)] < (20671
et -
(14) [ (b —a'@)(wm) e <20.
to

Aingi nous avons montré que la dérivée u'(t) est bornée dans Vintervalle
[ts, o). Quant & la solution elle-méme, en vertn de (3) et (12), si nous
gavions résoudre l'inégalité (12) pour toute valeur possible de C, nous
pourrions en obtenir une limitation exacte de Dlensemble des valeurs
de toute solution particuliére de I’équation (8).

Remarque I. Nous avons obtenu, en passant, V’évaluation (14)
bien connue dans les cas plus spéciaux. B

Remarque II. La condition (2) est essentielle. Si- mous l'avions
rejetée, le théordme 1 ne subsisterait plus; en effes, I"équation linéaire
et homogéne

21 +Inf)w” +iw' +u =0, t>1
admet la solution particulidre u(f) = —Int non bornée dans Dintervalle

[1, oo) bien que toutes les autres conditions du théoréme soient remplies.

Cependant, méme dans le cas oll la condition (2) n'est pas satisfaite,
si la dérivée w'(f) d’une solution particuliére de I’équation (8) est bornée
dans [t,, o0), il en sera de méme de la solution u(#) elle-méme, car lintégrale

”f | (8)||w'(#)] dt

sera encore finie.

icm®
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TrforEME 2. Dans Vhypothése H, toute solution wu(f) de Véquation
différentielle homogéne ‘

a(t)u” +b{E)u +7(u) =0 :
définie dans Vintervalle [ty, f), p > 1, peut &re prolongée sur Vintervalle
[k, o0) tout entier et reste bornée dans cet intervalle.

Démonstration. Grice au théoréme 1 nous pouvons admettre que
toutes les intégrales que nous allons envisager sont définies dans linter-
valle [f,, o). L fonction @(t) étant supposée partout nulle, 'inégalité

F(u(t)) < const

régulte immédiatement de la formule (9), ce qui achéve la démonstration.

Remarque. Ce résultat généralise un théoréme, dit & Ju. A. Klokoff
(ct. [4], théoréme I, p. 190), qui s’obtient du théoréme 2 en posant
b(t) =0, pour & =>1,. i

Nous nous occuperons maintenant de I’équation (1). Admettons
T’hypothése suivante:

HyroreisE H,. La fonction ¢(f) et sa dérivée ¢'(t) sont définies
et continues dans Vintervalle [f,, oo).

Soit w(f) une solution de I'équation (1) définie dans Pintervalle
[fes B), O f, < B < co. Tout & fait comme dans la ' démonstration du
théoréme 1, nous obtenons la formule

t
(18)  a(®) (W) + t f (28 (v)—a'(x)) (@) dz + 26 (u(t) L+e@)—

t t
—2 [ @) @(u(m)dr = aovs+2Go(1+g0) +2 [o()wm i,
to to

ol t € [ty, B); @ = a(le)y P = @(ts), %o = u(to)y Vo = v(ty);, Go = G(u,). Cette
formule est beaucoup plus compliquée que la formule (9). Clest pourquoi
nous ne pourrons pas l’exploiter sans hypothéses H, eb H;, que () = —~1
et '(t) < 0. Tous les termes du premier membre de Dégalité (15) étant
non négatifs, le raisonnement de la premiére partie de la démeonstration
du théoréme 1 s’applique encore ici et mous constatons sans peine que
chaque solution de 1'équation (1) peut alors é&tre prolongée gur I'intervalle
[f,, co) tout entier. Bien plus, si o) = A>—1, pour ¢ =1, et si les
inégalités (6) et (7) ont leu, la suite de la démonstration du théoréme 1
est aussi applicable. Done nous pouvons énoncer le théoréme suivant.

THEOREME 3. Dans les hypothéses H, et Hy, st @(f) > —1 ¢ ¢'(t) < 0,
pour =1, toute solution w(t) de Véguation (1) définie dans Vintervalle
[to, B) peut 8re prolongée sur Vintervalle infini [f, oo). 8i, en outre @(t)
=A> —1 pour t =1, e si Vhypothése H, est remplie, toutes les solutions
et leurs dérivées sont bornées dans tout Vintervalle [f,, oo).
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Remarque. Dans le cas ol #(t) = 0 dans [f, o), la condition (6)
n’est pas indispensable lorsqu'il s’agit de prouver que les solutions sont
bornées (dans ce cas, leurs dérivées peuvent ne pas étre bornées).

TEGEORBME 4. Dans les hypothéses Hy, H, et Hy, st

o0

limp(t)=0 & [ |¢'@)d< oo,

too to
toute solution w(t) de Dégquation différentielle homogéne
(16) a@t)u” +b()w + (L+o@)f(u) =0,

définie dans Vintervalle [1,, o0), est bornée dans cet intervalle.
Démonstration. La formule (15) prend, dans le cas envisagé, la
forme simplifiée

H
an  aw)+ f (2b () — &' (2)) (w'(z))>dx -+ 26 (w (1)) (1 + @(t))
to

¢
=c+2 [ g Gu@)dr,

ty
olt ¢ = ayvs+26Gy(1+¢,). Fixons un nombre #, >1, tel que lon ait
1+4¢(t) >} pour ¢ >1,. Nous aurons, en vertu de (17), pour ¢ >4,

Glu() < cl+2f[¢(f )| G (u(z)) dv

i
ol g =c¢+2 f ](p’(r)[G'(u(r )dr et par conséquent
%

F(u(@) = Gu)—p <clexp( f](p Idr)
pour ¢>1t;; donc la fonction wu(t) est bornée encore dans l'intervalle
[, ] puisqu’elle est continue.

Remarque. En admettant que a(f) =1 et b(t) = 0 partout dans
Pintervalle [f,, co), on obtient du théoréme 4, comme cas particulier,
un théoréme dfi & Ju. A. Klokoff (voir [4], théoréme II, p. 191-192).

II. Passons aux systémes d’équations différentielles de la forme

re F . . .

(18) @ft)u +blt) i+ (L+9uC8) 5 (1a®), o walt) = Bif1), =1,
D’abord nous énoncerons quelques hypothéses.

Hyrormitse H,. Les fonctions @y(t), by(t) =0, a;(t) > 0, ai(t), @it

et @i(t), ¢ =1,..,n, sont continues dans l'intervalle [y, o0).

icm®
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La fonction F(uy, ...
mensgions tout entier et

(19) : lim F(uy, ...

[lul>o0

; %n) est définie et continue dang lespace & n di-

,’Mn)=00,

ol
le] = (uf+... +up)re.
HyroraisE H,. Les fonctions a;(f) et @;(f) satisfont aux inégalités

(20) a(t) =60,

o0

(21) [ |80t < oo,

i

t=1,..,m, pour i1,

t=1,..,n, pour i>1,.
HyrorHESE Hg. Les fonctions a;(f), ai(t), bi(t), @:{t) eb ¢i(t) satisfont,

pour ¢ >1,, aux inégalités
(a)  ai(t) <220,
(b)  ailf) < 2b:(t) + ailt) pi(H) (L +il5) 7,

Admettons d’abord seulement les hypothéses H, et Hg (a) et envisa-
geong un systéme de fonctions u;(f), 41 =1, ..., n définies dans ’intervalle
< B < oo, et satisfaisant aux équations (18). Multiplions les
équations (18) membre & membre par 2u(f) respectivement et intégrons-les
en appliquant convenablement la formule d’intégration per partes. De
méme qu’auparavant il vient

i=1,..,n,

22) i=1,..,n.

(23) Zat(t) (uite +Z f (204(v) — ai(x)) (wi(x) 2 dr +

d=1 i=1 1y

+ 26 (wn(2), ey unld)) (L + Z%(t)) 22‘ f PH(T) G {1y(7), wevy Uun(2)) dr

i=1 1,

n 11
= Zaioﬂ§o+2ao (1+Z<Pio)+2 2 f D,(v)uifr)de ,
=1 i=1 i=1 1
pour i €[y, B), ot G(ty, ooy Un) =F (Uy, ceoy Un) —DINF (26, ooey Un),y Qoo = a5(Ly),
tio = Ui(to)y Vio = uilte)y Pio = Pilte) b Go= G (Uio, ..., Uno).
Cette formule, tout & fait analogue & 1’équation (9), conduit anx
théorémes suivants:
THEOREME 5. Si, dans les hypothéses H, et Hy (a), on o de plus

n
.Z; <P.;( —1 e 2(]]¢
i=
d’équatwns (18) peut éire prolongde sur tout Viniervalle [f,, co).
Si, de plus, Vhypothése Hy est remplie et si @i(t) > 2> —1, toute
solution du systéme (18) saturée & droite, ainsi que sa dérivée, vestent bornées
dans Vintervalle [1,, oo).

<0, pour telly, oo), toute solution du systéme
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Démonstration. En effet, en suivant le raigonnement de la dé-
monstration du théoréme 1 on constate sans peine que. si une solution
w(t), i =1, ..., n, est définie dans I'intervalle {4, §), ol §, < B < oo, alors

t
o(t) = Zm(t[ < 0+687 [ 2P0 de :

i=1 to

: n n
pOUT ¢ €[ty B) ot P(f) = max |Gi(f)| et O =n+38"" ({Ei Qi Vio+ 261+ Z: lpm))‘,
T=1,000 M = i=
d’ol
: . g
|ui(t)| <v(f) < Cexp (2 f Y’(r)dr), i=1,.,n
to

pour t e[ty £). . .

Les %4(f) étant bornées pour £ e [Ty, §), il en est de méme des fonctions
ui(t) et u{’(t). Donc toutes les fonctions wu;(t) et wi(t) tendent vers des
limites bien déterminées lorsque ¢ tend vers § en croissant et, par con-
séquent, la solution en question se prolonge au-deld de B, ce qui suffit
pour démontrer que I'on peut prolonger cette solution jusqu’as 1’mﬁn1
La premiére partie du théoréme est ainsi établie.

Quant & la seconde, nous pouvons encore appliquer, sans modlflcatlons
essentielles, le raisonnement suivi dans la démonstration du théoréme 1.

Remarque. En admettant que P;(t) =0, b(t) =0 et o) =0,
i=1,..,n, pour i3>1%, nous obtenons, comme cas particulier du thé-
oréme 5, un théoréme plus simple, dd & Ju. A. Klokoff (voir [4], thé-
oréme ITI, p. 192).

THEOREME 6. Dans les hypothéses H, et Hy (a) et sous la condition que

lime(t) =0 o [ |p)|di<oo, i=1,..,n
1->00 f

toute solution u;(t), i =1, ..., n définie dans Vintervalle [t,, co) tout entier,
du systéme d’équations différentielles homogénes

1 1 a -
(24) ag(t) u} +b,-(t)ui+(1+<pi(t))£=0, t=1,.,n

est bornée partout dans [1y, oo

Démonstration. En effet, il n’y a qu'a appliquer le raisonnement
de la démonstration du théoréme 4 pour montrer que la fonction

G (1a{t), ove 1nlt) < Oexp(Zf} W(t)] d)

i=11p

ce qui suffit pour achever la démonstration.

iom®
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Remarque. En adjoignant aux hypothéses du théoréme 6 encore
la condition a;(f) >46 >0, 4=1,...,n nous pourrions démontrer sans
peine que les fonctions ui(f) sont aussi bornées, car nous aurions, dans

ce cas,
n

2 (ul(t)) < const

i=1
pour les valeurs suffisamment grandes de f.
TaEOREME 7. Dans les hypothéses H, et Hg (b) et sous la condition que

B=e)=n>—1 pour =1,

toute solution wut), ¢ =1,..,n peut &re prolongbe sur tout Vintervalle
[fo 00). Si Vhypothése H; est encore remplie, toute solution wui(f), t =1, ..., 7,
est bornée pour t>=1t,, ainsi que la dérivée ui(t), i=1,..,n

Démounstration. Comme dans les démonstrations précédentes, soient
ui(t), i =1, ..., n, des solution du systéme d’équations différentielles (18)
et £ e[t,, f). Nous aurons alors 1’égalité

(25) le_'“ 0 e

2bi(z) (1 + @i(r)) + aul7) () — ai(7) (1 + ¢i(v))

+Z f (ud(o) s+

= (L)
n [1
D; 1 (8
+2G (U, ey Un) = 2 y it (T() ui(v)dv + 1"_&0 gm)‘*‘r)G(’“m: -3 Uno) -

De Dégalité (25) et des hypotheses admises nous déduisons enfin la. con-
clusion du théoréme (7) en suivant le raisonnement de la démonstration
du théoréme 5.
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