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et en supposant que 9 # v/y,, nous obtiendrons pour » lexpression:

D0+ Y3

n =
DYa— v

Maintenant, & partic du systéme (13%), nous pouvons caleuler «? eof f2,
qui s'expriment par les formules:

158,
m(9)’

2= ('?E/z — 0P8 Y
tin () !

2

[25

olt
m (0) L 9y, — 20—y, .
Daprés (14) on a:

m(9) %0  powr -—-oco<li# < co,
et par suite:

sgm(9) = sgy, .
Les expressions:

R 1 Hv -1y,
o=/ =5t = (Yfs— 0 e = et
]/‘m(d‘)[ v B=00 )]/tlm({))[ yo" Hify— 0
(¢ quelconque, mais 9 7 v/y,), satisfont done an systéme Q’équations (13°)
aingl qu’d la condition
A =af(x—9) =sgy,= +1.

Notre théoréme se trouve ainsi démontré.
La décomposition de Pespace X, en domaines de transitivité D(e,, ¢,)
o A . -
et a®(¢;) peut done &re représentée sous la forme suivanto:

5 - \
(13) X= D e+ D D,
—00 0 <X —O0L 00
N —00 <0< 00
ou
Ty =03 =0,
x%(ey): O

By = Ly = =

5 —o00 < ¢ < o0,

—00 << ¢ < oo]

&), Ay = ¢
Dey, c): { PR
By — By == Cy

(16) —00 < ¢y << o0 |

T+ =0,

o)

LG o

D (01: 'I) : B\ — Dolly == ;fy
2 v @

(2, — )"+ a5 +a5 > 0.

—00 < 0 < 00,

Reeu par la Rédaction le 10. 5. 1960
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Sur les domaines de tramsitivité du groupe de trans-
formations des composantes d’un tenseur covariant du
second ordre

par E. Siwek (Krakéw)

§ 1. Introduction. Dans la mnote [1] nous avons considéré la
notion générale de décomposition d’un espace d’objets géométriques d’un
type donné en domaines de transitivité, ainsi que la décomposition dans
le cas particulier ol 'objet géométrique est un tenseur mixte de Pespace
A deux dimensions.

Le but de la présente note est d’étudier le cas d’un tenseur co-
raviant ay, du second ordre de l'espace & deux dimensions. Dans le cas
Qun tensewr contravariant la méthode et les résultats sont tout & fait
analogues.

§ 2. Un tenseur ay dé Pespace & deux dimensions (est-d-dire les
indlices parcourent les valeurs: 2 =1,2;u=1,2) possede quatre compo-

santes dont la matrice
ay Gy
(G

se iransforme, dans un changement du systéme de coordonnées, d’aprés
la formule:

A
1) Ay = Ay Aoy, .
(4% 2 agYag", ot £ sont les coordonnées d’un point de lespace dans lequel
nous considérons le tenseur ay, ot & gsont les coordonnées du méme

point dans le nouveau systoéme).
Admettons les notations suivantes:

x = (@1, %o, T, Tq)
W (x) = 0, — B3 »

Ty = Oy, D= Oyn,
a=AdY, B=A4A¥y,

et congidérons lespace X, (dit espace des composantes du tenseur as)
de tous les points x de coordonnées réelles @y, ..., Zs- Soient

By =gy y Ty = Opa,

2

y=A}, 0=A45,

(2) e

a f
y 5l¢0
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et «, B, y, 6 des nombres réels; alors la formule (1) définit un groupe @
de transformations dans l'espace X,. Les transformations de ce groupe
peuvent &tre représentées sous la forme:

1 = 2B+ aym, -+ ayms+ v, ,
x5 = afw 4 adwy -+ fyr,+ yow, ,
x5 = afwy+ Pyms + adty + 0w, ,
@y = fiay+ powy+ fomy+ O, .
On sait bien que chaque tenseur x e X, peut étre décomposé (dune

manidre unique) en somme d’un tenseur symétrique & ¢ X, et d'un tensenr
antisymétrique » ¢ X;. On peut Pexprimer par la formule:

(3)

(4) x == E+ﬂ y
olt £§=4;, m=1,=0, 1= —u;. Posons
(5) oy = —ny,
alors
7 =(0,7,—7,0)

et
(6) Win) = .

11 est facile de wvérifier qu'on a la relation
(7) Wix) = W(&)+W(x).

Les expressions W(x), W (&), W(») sont, comme on le sait, des densités
et elles se transforment d’aprds la régle:

(8)  W()=4W(x), W(E)=42WE), Wiy)=2a4W(y).

DEFINITION. Soit » un point fixé dans l'espace X,. Nous dirons
que Pensemble T(x) est un domaine de transitivité du groupe G si l'on
a (voir [1], p. 1)

T(x)=FA{Z[T e@na =T(x)]}.
o
N .Pom" effectuer la décomposition de P’espace X, en domaines de tran-
sitivité du groupe @ considérons deux points x = &--x ot x = &+

k] i X
de Yespace X, et posons la question: quand existe-t-il une transformation
T e @ telle que Pon ait
(9) x' = T'(x)?

Relparquons que les transformations du groupe @ sont, en vertu
de (?), linéaires par rapport & x. La décomposition (4) pour les points x
et x .é.ta'nt unique, ils ne peuvent done appartenir su méme domaine de
transitivité que si 'on a '

(10) §=T0), +=I%.
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Tl en résulte que les parties symétriques & et &', ainsi que les parties anti-
symétriques » et »’, doivent appartenir deux & deux & des domaines de
transitivité communs.

On est donc nécessairement amené & étudier les domaines de transi-
tivité pour les tenseurs antisymétriques et symétriques.

§ 3. Les tenseurs antisymétriques forment dans lespace X, un
sous-espace linéaire X; & une dimensions, done une droite, définie par
les équations:

(11) H=2,=0,

By = — 2.

Dans l'espace X; nous choisissons un systéme de coordonnées dont ’origine
est au point (0,0, 0,0) et désignons la coordonnée par 7.
T’antisymétrie d'un tenseur est, comme on le sait, une propriété
invariante par rapport aux transformations du groupe @, done tous les
domaines de transitivité des tenseurs antisymétriques doivent étre con-
tenus dans Iespace X;. Dans cet espace les transformations, du groupe G
prennent la forme
(12) n =dny.

On voit done que Pespace X, défini par les relations (11) se compose de
deuw domaines de transitivité; Pun d’eux ne contient guw'un seul point n =0,
Dautre contenant tous les points 7 # 0.

§ 4. Les tenseurs symétriques forment dans V’espace X, un sous-
espace linéaire X & trois dimensions, défini par I'équation:
(13) Ly = Ly .

Prenons dans cet espace X, un systéme de coordonnées (0, 21, %, 25) dans
lequel le point x de coordonnées (@, @, ¥ = Ty, £,) (par rapport an systeme

de coordonnées dans lespace X,) aura les coordonnées:
=1y, R=« =8B, F=.

Les transformations du groupe G peuvent maintenant étre représentées
sous la forme suivante:

2= 0% + 2ap2y + ¥y,
(14) 2 = afer + (ad + By) 22+ ¥z
= B +2BS+ 5.

Remarquons encore qué la restriction de la fonetion W (x) i l'espace X,
rapportée au systdme des coordonnées (0,2, #, %), prend la forme:

W(x) = o(z) = 2,2—% -

Puisque la symétrie d’'un tenseur est une propriété invariante par
rapport aux transformations du groupe @, les domaines de transitivité
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des tenseurs symétriques doivent étre contenus dans Iespace X, D'autre
part, comme il résulte de la deuxidme des formules (8), les points
z= (2, %, 2&3) de l'espace X; ne peuvent appartenir au méme domaine
de transitivité que si l'on a:

(15) sgw(z) = const ,

ol la fonetion sg est définie comme il suit:

1 pour a>0,
sga = 0 pour =0,
-1 powr a<<O0.

Llespace Xy se décompose alors en trois ensembles:

E: o@x=0, I ox>0, H§: ox<o.

Nous allons montrer que:

1° Lensemble B, se décompose en trois domaines de transitiviié.

2° L'ensemble B, se décompose en deuw domaines de tramsitivitd.

3° Densemble Ty tout entier forme un domaine de {ransitivité.

Nous prouverons aussi (nous en aurons besoin au § B) que, pour
deux points quelcongues de Vespace X, apparienant au méme domaine de
transitivité, il existe une transformation T (intervenant dans (M) dont le
déterminant 4 > 0.

Démonstration. Il est facile de wvérifier que lo point 0(0,0,0),
appartenant & F,, constitue un domaine de transitivité I,. .

Considérons deux autres points p,(e, 0,0), ol &= 1, appartenant i .

Les images = (2, 2,,2;) de ces points par les transformations du groupe @
sont:

(16) =, 2,=caff, 2= ep’
et, par conséquent, elles appartiennent aux ensembles disjoints: D, (pour
e=1) et D, (pour s= —1), définis par les conditions:
D, (pour ¢ =1) P
o(z) =0, 2,20, 320, H+4>0

Dy (pour &= —1)] ;

(d'aprés (2)).

Nous allons motrer que les ensembles D, at Dy sont des domaines
de transitivité. Pour cela il suffit de prouver que, pour chaque point
seD, (zeDy), il existe des nombres réels a, B, v, 6, satisfaisant aux
équations (16) et tels que 4 > 0.

Boit # €Dy (z¢Dy). Comme ez, > 0 ot &2y 2 0, on peut poser:

a=(sg2,)Vet,, P =c})s5,
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y et ¢ étant quelconques, pourvu que A > 0. Puisque w(z) = 2 —23 =0,
on a 2, = (8g2)) 2% = af et, par conséquent, les équations (16) sont
verifiées.

Dans l'ensemble F, choisissons deux points ¢(e, 0, ¢). Ces points se
transforment par la transformation (14) en points z de la forme:

17) e(af+y0), &=c(fF+5),
appartenant aux deux enesembles disjoints D, (pour &= 1) et D; (pour
e = —1), définis par leés conditions:
Dy (pour & =1) |
Dy (pour & = —1)[

2 = e(a®+97),

2y =

r owE)>0, >0, e5p>0.

Nous allons montrer que les ensembles D, et Dy sont aussi des domaines

de transitivité.
Soit z un point arbitraire du D, (ou Dy). 11 suffit de poser, par exemple,

&2
Y=

- 0= Vex;
1 ezs

a="7/—= =0
Yoz e-o
alors 4 = ad = Yw(z) > 0 et les équations (17) sont vérifides.
Dans ’ensemble E; choisissons le point §(0,1,0). Les images z du
point &, par les transformations du groupe @, sont:

(18) 2y =oad+ By, 23=2p0.

7= 2ay,

Pour démontrer que P’ensemble E, (tout entier) forme un domaine
de transitivité Ds, il suffit de prouver qu’il existeent, pour chaque point
% ¢ By, des solutions du systéme d’équations (18) satisfaisant & la condi-
tion 4 > 0.

En effet, posons:

23 &

(19) B=5%

et substituons ces expressions dans la deuxidme équation (18). Nous
obtenons ainsi

d’olt résulte, pour la valeur ad, I’équation suivante:

(20) (a8)2— 2y(ad) +225/4 = O .

Comme le point = appartient & H,, I'équation (20) a deux racines réelles
distinctes:

(00)* = b+ 3V =), (a0)™ =de—bV—a(a),
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dont une au moins est différente de zéro. En caleulant les valews 4*
et A* du déterminant A, correspondant & ces racines, nous voyons que

A =17 "0E >0, A*=—1—ow(z)<0.

Si dome (ad)* 7 0, notre conclusion est démontirée. Si, au contraire,
(ad)* = 0 (donc aussi 22 = 0), posons au lieu de (19):

o= 215, 0=
TUn caleul tout & fait analogue montre qu'il existe alors nne solution du
systéme (18) telle que l'on a 4 > 0. La démonstration se trouve ainsi
~ terminée.

La proposition démontrée plus haut nous permet d’effectuer la
décomposition de l'espace X; en domaines de transitivité par rapport au
groupe @. Cette décomposition sera donnée an § 6 comme cas particulier
de celle de ’espace X,.

9]

§ 5. Revenons au cas général des tenseurs x dans Vespace X,. Dans
ce but nouns aurons besoin du lemme suivant:

LeuMe. Soient & et & deuxr points du sous-espace Xy de Vespace X,,
appartenant au méme domaine de tramsitivité D; (1 =1,2,...,6) e tels
que W(§) = W(&'). Il emiste alors une transformation T e G, de déterminant
A =1, satisfaisant & la relation
(21) §=1(8).

Démonstration. Dans le paragraphe précédent nous avons montré
qu'il existe pour tous les points & et & une transformation 7' e @, de dé-
terminant A > 0, satisfaisant & la formule (21). D’aprés notre hypothése
on a W(§) =W(§). De la deuxiéme des formules (8) il suit 4% = 1, done
4=1, c.q.fd

Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme suivant:

THEOREME. Pour que deux points arbitraires x=§&+vn e x' =&+
appartiennent ou méme domaine de transitivité du groupe G dans Vespace X,
il faut et 4l suffit que Von ait:

L oy=%"=0 oubien gy #0.
W) w(e
1I. (£) (’,) =0.
Wn) Wi(g')
IIT. éeD;, &eD; (i=1,2,..,6).
Démonstration. La nécessité de la condition II est une con-

séquence immédiate des formules (8) et (10). Celle des conditions I et LT
résulte des formules (10) et du raisomnement du § 3 d’aprés lequel il
1’y a, pour les tenseurs antisymétriques %, que deux domaines de tran-
sitivité, définis respectivement par les conditions: n =0 et % # 0.
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Pour démontrer que la condition est suffisante, supposons remplies
les conditions I, IT, III. T1 s’agit de montrer qu’il existe une transfor-
mation T ¢ @ telle que x' = T'(x).

Comme les parties antisymétriques » et »' des points x et x’ ap-
partiennent, d’aprés I, au méme domaine de transitivité, il existe une
transformation 7 e @, de déterminant A4, 5= 0, telle que 'on a:

(22) 7' = Tyn).

En appliguant la transformation T, & la partie symétrique & du point x
nous obtenons:

(23) F=1Ty9).
On a
(24) W& = (4)2W(s), Wi(n') = (4,2 W(g).

Le point £ ost en général différent du point & mais, d’aprés ITT et (23),
les points & et & appartiennent au méme domaine de transitivité. On
a done, d’aprés II et (24): :

W3 =W(E).

En appliquant notre lemme aux points & et &, on voit qu’il existe une
transformation 7,, de déterminant 4, =1, telle que
(25) To8) =& .
Désignons par T la composition des transformations T, et T,. On
a d’aprés (23) et (23):
Tz(Tl(E)) =T(§).

Comme 4,=1, on a, d’aprés la régle (12) de transformation pour =,
Ty(n') =v' et par conséquent
"=1T(y).
Il en résulte, en vertu de 'unicité de la décomposition (4), qu’on doit
avoir
x = T(x).
Notre théoréme se trouve ainsi démontré.

§ 6. Nous pouvons maintenant effectuer la décomposition définitive
de Vespace X, en domaines de transitivité.

D’aprés la condition I du théoréme du paragraphe précédent ’espace X,
se décompose en deux parties: Pespace X, considéré au § 4, déterminé
par égalité n =0, et le reste R-2¥,—X, déterminé par l'inégalité
7 % 0. Nous pouvons 1’écrire sous la forme:

(26) X, = X,+R.

Lespace X, se compose, comme nous Uavons démontré an § 4, de

six domaines de transitivité: Dy, D,, ..., Ds.
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Le rveste R se décompose, d’aprés la condition II, en couches dis-
jointes H (k) déterminées par la condition:

(&)W () =k =const, ol —oo<k< oo

(dans R on doit avoir W(g) # 0, puisque W{x) =7 ¢t 5 # 0). Done:

27 R = E H(k).
—00 TR0

Ta couche H(0) se compose, d’aprés la condition ITT, de trois do-
maines de transitivité: D,, Dy, Dy, correspondant respectivement aux
cas ol la partie symétrique & du point x appartient & Dy, D,, Dy.

Chaque couche H(k), olt k> 0, se compose de deux domaines de
transitivité Dy(k) et Dy(k) correspondant aux cas ol la partie symé-
trique & appaitient & Dy et Dy, o

Chaque couche H(k), ot %k < 0, forme un domaine de transitivité
Dy(k).

Tout espace X, se décompose donc en neuf domaines de tmnsitiz\;ité
sexceplionnels”: Dy, Dyy ..y Dy b trots familles (dépendant ('I’Lb pamm-ctw:e
continu k) de domaines de transitivité Dy(k), Dy(k), Dy(k), qué sont définis
de la maniére suivante:

D miraitairai=0, |
Dy m 20, w201 s ms0, W =0,
Dy @, <0, u,<0] p=0,
Dy x>0, :I:4>Ol WiE) >0,
Dy @, <0, m,<0]f
Dg: W(E <0,
D, EeD
Dy §eD, W) =0
Dy EeDy
Dy(k): E&eD, W{§) n#0.
= Iu > 0
Dyk): & eDy W ()
L wWiE
DiR): oy =k <0

Travaux cités
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Regu par la Rédaction le 27. 5. 1960
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On the evaluation of the solutlons of a system of ordi-
nary differential equations Wlﬂl an analytical rlght ~hand
member .

by TsIN- I{WA \HU (Kmko“)

Introduction. We consider an ordinary differential equation

(1) o L fa )

dz

with the 1n1t]a,1 condition w(0) = 0,2 and 0. heing complex v‘uubleb a,nd
f(z, w) being analytic in the domain. ; .
(2) ]z| <a, lwl<b
(a, b are positive constants).

Moreover, we consider- the equation .

ds | .o

6) ‘ p -E (ry . o
with the initial condition §(0) = 0, 7 zund s belng th(, real variables and
F(r,s) being a function continuous in the- 1ceta11gle

4) 0<7 < a, 0<s<b
(a, b are 1dent10a1 to those in f(nmulzu (‘3)).
In the year 1956 A. Wintner proved [3] the following theorem:

THROREM 0¥ A. WINTER. We. assume that the inequality

(5) ]f(z, W)!'*iff’(lz'b‘]wl') :
holds 4f = and w both satisfy (2). We assume glso that F(r,s) does not de-

erease with respect to the 'mm wble s in rectangle (4). Suppose we have given
an arbitrary solution of (3) which satfas']'o,é3 the" initial condition $(0) =0
and exists in an 'Lntewal [0,a) (a: <.a). {hen we have the following
proposition:

Bach function in the sequence 0]‘ successive uppmwimatzons of the
solution of (1) R TS S N
(6) wy(2) =0, wy(2) wy2) ,
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