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Uber Erhaltungssitze die aus
Euler-Lagrangeschen Gleichungen folgen

von C. JANKmwWIcz (Wroclaw)

1. Einfiihrung. E. Noether hat gezeigt [1], daB: a. aus der Ko-
varianz der Euler-Lagrangeschen Gleichungen beziiglich einer g-para-
metrigen Lieschen Koordinatentransformatiohsgruppe ¢ Erhaltungssitze
folgen; b. aus der Kovarianz dieser Gleichungen beziiglich der allgemeinen
stetigen Koordinatentransformationsgruppe folgen n Identitéten zwischen
den Euler-Lagrangeschen Gleichungen, wobei n die Zahl der Koordinaten
bezeichnet. In den Arbeiten [1,2,3,4,5] hat man tiberdies gezeigt: ¢. aus
der Kovarianz der Euler-Lagrangeschen Gleichungen beziiglich der all-
gemeinen stetigen Xoordinatentransformationsgruppe folgt, daf einer
jeden o-parametrigen Lieschen Gruppe o Erhaltungssétze entsprechen.
Wir werden sie Potentialerhaltungssiitze mennen, da die Erhaltungs-
gréfen Potentiale haben. In der vorliegenden Arbeit werden wir zeigen:
aus der Kovarianz der Buler-Lagrangeschen Gleichungen beziiglich einer
¢-parametrigen Lieschen Koordinatentransformationsgruppe folgt, daB
einer jeden o-parametrigen Lieschen Gruppe ¢ Potentialerhaltungssiitze
entsprechen.

2. Die kanonischen Erhaltungssiitze in Raume X;. Wir
betrachten einen n-dimensionalen Punktraum X3, in welchem die zulés-
sigen Koordinatensysteme 2; durch die ¢-parametrige Liesche Koordinaten-
transformationsgruppe

) @y = gi(®}, 7o)
bestimmt sind, wo 7., a=1,2, ..., ¢ beliebige wesentliche Parameter

sind. (Die durch kleine lateinische Buchstaben bezeichneten Indizes durch-
lalfen die Werte 1,2, ..., n). Es sei

e
(2) D{Y/‘f = mee,,

a=1

eine unendlich kleine, den Umformungen (1) entsprechende Transfor-
mation, wobei e, unendlich kleine Parameter sind.
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Betrachten wir jetzt ein geometrisches Objekt [6] fal@:), 4 =1,2,..., N,
mit der Transformationsregel

(3) fa = Fa(fl, @, 0g:/005) .

(Der Einfachheit halber beschrinken wir uns auf Objekte, in deren
Transformationsformeln (3) nur erste Ableitungen der Funktionen gy
nach #; vorkommen). Wie bekannt ([6], 5. 20) druckt sich das Liesche

Differential von (8) durch die Formel
(4) DfA = F_MDQL; +FA,;J~31D0}'¢, 3, = a/a{b','

aus. (Uber sich wiederholende Indizes soll man entsprechend summieren).
Durch Einsetzen von (2) in (4) bekommen wir

(5) . ‘ Df 4 = (F aiYia+F 510 o) &a -
Wir bilden eine geometrische Xomitante [7]

(6) ‘ . Uw;) = L(fa, 3]'_1/3&5,

die eine Skalardichte mit dem Gewicht (4-1) ist, d.h.

&9 Uay) = V(a5) det (2ggon}) ,

wo

(8 = L(f4, 3f4/3wi

Ihr Liesches Differential hat die Form

oL Dia ],.

) . : m‘ df Dlat 75, omy [3(5th

Wwo

(10) 6L oL @ oL

a4 ofa o 3@ifa)

Anderergeits haben wir ([6], s. 14) — da (6) eine Skalardichte mib
dem Gewicht (+1) ist — '

2
(11) Dl = 5 (LDay .

Wenn man 9 und ‘(11) vergleicht, erhilt man

a N .
(12) f Df4+ am{[ 56eTa) DfA LD“M] =0,
und wenn die Euler-La,grangeschen.‘,Grlelchungen
e . L . T
13 = =0 . ,
(13) 7 )
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erfiillt sind, reduziert sich (12) zu

a

(14) aa;,

[ ) Df 4— LDw,—] =0. -
Bei Beachtung der Formeln (2) und (5) sowie der Willkiir der Parameter. ¢,
bekommt man

(15) L 9fglem =0,

wo folgende Bezeichnungen eingefithrt wurden:

(16) Oia = G4y 250 -+ Vins Ok X .
G oL '
(17) P45 :W_FAJ_Léﬁl?
(18) Vi = af F o :

und 6”=1f111’1;=j,6w=0f111‘?«7&] v

Die Erhaltungssiitze (15) in dieser allgemeinen Form wurden das
ergte mal von Noether [1] a,bgelen et, die sich dabei einer anderen Methodu
bedient hat.

3. Noethers Identititen und potentielle Erhaltungssatze
im Raum 5,. Wir betrachten: einen #-dimensionalen Punktraum &y,
in welchem die zulidssigen Koordinatensysteme & durch die a.llgemmne
Koordinatentransformationsgruppe :

(19) b= EE)

bestimmt sind. Mit DE; bezeichnen wir eine unendlich kleine, der Gruppe (19)
entsprechende Transformation

(20) DE; == G —&;.

Es sei p4(&;) ein geometrisches Objekt in &, dessen Transformations-
regel die Formel .

(21) a1 =Falyi, &, 0i08})
vorschreibt. Sein Liesches Differential hat die Gestalt
@2)

Dopg =F D&+ Fay0;DE;,  8; = 8)0&;.

Betrachten wir jetzt eine geometrische Komitante

(23) Mé) = Alpa; Opafos),
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die eine Skalardichte mit dem Gewicht (+1) gein soll. Ganz &hmnlich
wie in (12), bekommen wir

64 9 [ aA

94 067 0(2;9.4)
dA o4 8 94 od

25) Spa Opa 05 0(0mpa)

Wenn wir in der Formel (24) die Koeffizienten bei den verschiedenen

Ableitungen von D#; verschwinden lassen, bekommen wir nach einfachen
Umformungen

(24)

wo

D(p,_( bt ADE;] =0

5/1

(26) Soat 4t ( F.m) 0,

a1
27) o 0,

2

(28) 9 = — éz?kgﬂ‘f" Qg+ Luip=0,
wo die Bezeichungen

oA

o L g, A8,
(29) 1 a(ai%) 47 5 1
(30 1 =1 + 1"4477
6/1

(81) Vi =55y Faji,
(82) Queg = O Lis 5
(33) T =t 235+ orisOsp
und
(34) Dé; = yipep, B=1,2,..,0

eingefithrt wurden. (Die Gleichungen (27) folgen aus (28)).
Die Gleichungen (26)-(28) wurden abgeleitet ohne zu fordern, daf
die Euler-Lagrangeschen Gleichungen

(35) 8 A/dps =0

erfilllt sind. Die Gleichungen (26) stellen n Identititen zwischen den
Gleichungen (35) vor. Das Objekt 7§ werden wir als potentiell und
stark (s-strong) bezeichnen, weil es ein Potential hat und die Erhaltungs-
sitze sogar dann erfiillt, wenn die Buler-Lagrangeschen Gleichungen (36)
nicht erfiillt sind. Die Gleichungen (27) stellen o potentielle, starke
Erhaltungssiitze dar fir eine beliebige o-parametrige Liesche Gruppe.
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Wenn die Gleichungen (35) erfiillt sind, dann bekommen wir aus den
Gleichungen (26)-(28) schwache (w-weak), potentielle Erhaltungssitze

orsy

g8
(36) 2o,
P
(37) Ty = — g, Qo s
WO
(38) T5 = 1§25+ omsOr 158

Wenn wir die Translationsgruppe
(39) D& =&

in Betracht ziehen, fithren die Formeln' (27), (28) und (33) zu starken
potentiellen Erhaltungssitzen fiir die Grofen

algy 2
40 U=, 9=—
(40) 2z; ) 7] 3= Wikj y
wo
(41) R TR UN

und zu schwachen potentiellen Erhaltungsséitzen fir die Gréfen

g ¢ @
9 Wy
(42) af =0, iy 8§kwwk7 3
falls die Buler-Lagrangeschen Gleichungen (35) erfiillt sind.
Der gebriuchlichen Ausdrucksweise nach sind die kanonischen
Erhaltungssétze (15) im Raum X7 schwache Erhaltungssitze, im allge-
meinen nicht potentielle

4. Schwache und starke Erhaltungssitze im Raum X7.
Wir betrachten im Raum X3 eine geometrische Komitante

(43) Uas) = L(fa, 0fafoms)

die eine Skalardichte mit dem Gewicht (1) sein soll. Es sei eine Ab-
bildung der zwléssigen Koordinaten x; des Raumes X7, auf die zuligsigen
Koordinaten & des Raumes &, gegeben mittels der allgemeinen Trans-
formationsgruppe

(44) o = @&,
sowie eine Abbildung der entsprechenden Objekte
(45) fa =T ulpa, v, 0;/0L;) .
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Nachdem wir (45) in (43) einsetzen, bekommen wir
(46) 2.(51.) = A((]JA, 3¢A/a§,;, iy E)wz/aé‘,) = (1'(51) de‘c(@.m/&f,) .

Jetzt werden wir zeigen, daB (46) eine Skalardichte mit dem Gewicht
(+1) im Raum &, ist, wenn wir die Funktionen ,(&;) als Skalaren in
diesem Raum ansehen. Tatsichlich fithrt die Annahme, daB (43) eine
Skalardichte mit dem Gewicht (1) ist, zu

47) A&) = a(&;) deti (9wsoL;) -
Fiir ein zweites zulissiges Koordinatensystem
(48) ;= ay(&7)
bekommen wir ganz &dhnlich

(49) V(&) = a(£) det (Omifot;) .

Bei Beachtung, dalf die Funktionen #;(&;) und 2,(¢7) Skalaren sind, be-
kommt man aus (47) und (49)

(50) &) = V(&) det (05,/2E;) .
Das Liesche Differential der Komitante (46) fithrt zu

sy 04 2 [ o4 o4 B
(51) D¢A+ § Dact ?&[a(aw)wﬁ oy 7 —ADsi] -
wo |
(52) éA a_/l o o4

Sw; w0 8(om)

Wenn wir beachten, daB
(53) : .D%,' = .Df,'@j%i 5

und wenn wir die Koeffizienten bei den verschiedenen Ableitungen von
DéE; in (51) gleich Null setzen, bekommen wir nach einfachen Umformungen

64 éA
(54) 5 1971+6(P Fai+ =5 3% ( F,M) =90,
' oy
55
(55) v 95¢
. 2 ~ o
(56) 7 =— a_fkgikﬂ) Qg+ By =0,

wo die Bezeichnungen

(87) t(w) 24 41_*_

56ma) ity = Adis

oA
2 (94001,)
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58 : T =T —Fm ,
~ aA

(59) Wiy = mFAfi ]

(60) ﬁ'ikﬁ = giij:iﬁ ]

(61) T =T 018+ o130 130

eingefiihrt wurden. Die Gleichungen (54) stellen » Noethersche Identitéiten
dar, die Gleichungen (55) — starke potentielle Brhaltungsséitze, und die
Gleichungen (56) weisen auf die Existenz von Potentialen.

Wenn wir annehmen, da8 die Gleichungen 6.4/dp, = 0 erfilllt sind,
dann folgen aus (55) und (56) schwache potentielle Erhaltungssitze

(62) oTPjesi =0,

(63) % — — @Sm ,

WO

(64) e S

Wir betonen, daB8 wir zur Ableitung der schwachen potentiellen Erhal-
tungssitze zwar die Erfilllung aller Euler-Lagrangescher Gleichungen
8 4/8p4 =0 fordern, aber nicht der Gleichungen 6A4/0w; = 0, da diese aus
den ersten auf Grund der Noetherschen Identitéiten (54) folgen.

Die Gleichungen (54)-(56) sind fiir beliebige Funktionen g.(&;) und
(&) erfilllt. Speziell fiir @; = &; bekommt man

6A 613 oL

o2 Ful=0, -
(65) [5971L=5 o Of 4 Fay * o (5f ) ’
(66) oTYfow; = 0,

8-
(87) T8 =— Ty 083 Qup+ Qs =0,
wo
oL a4

1 = —Lé, [ ]
(68) (3#4) i+ 3 (Guy)
(69) ) =4y f L Fan,
(70) Wy = (3kf ) Faji,
(71) -Qﬂqz = Oixs ¥igy
(72) T(s) xfﬂ + Wiy Ox xip-
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Die Gleichungen (65) stellen n Identitéten im Raum X7 dar; die
(leichungen (66) geben in diesem Raum ¢ starke potentielle Erhaltungs-
sitze, die einer jeden Lieschen Gruppe @, entsprechen. Die Gleichungen
(67) weisen auf die Existenz von Potentialen.

Die Gleichungen (62) und (63) sind erfiillt filr Funktionen ;(&;) und
@a(&;), die Buler-Lagrangeschen Gleichungen 6.4/6p4 = 0 gentigen. Da wir
N +n unbekannte Funktionen und N unabhingige Gleichungen haben,
kénnen wir ;= & annehmen. Dann bekommen wir aus (62) und (63)

(73) oL fon; =0,
2
(74) 9 =— oy Pt
wo
(75) TE =635+ wuis0n i5

Die Gleichungen (73) stellen im Raum X} o schwache potentielle
Erhaltungsséitze dar, die einer jeden ILieschen Gruppe entsprechen. Die
Gleichungen. (74) weisen auf die Existenz von Potentialen.

Zum Schluf wollen wir bemerken, daf die kanonischen Erhaltungs-
séitze im Raum X7 und die schwachen potentiellen, der Gruppe @, ent-
sprechenden Erhaltungssétze voneinander unabhingig sind.

Herrn Prof. Slebodzifiski méchte ich fiir wertvolle kritische Hin-
weise hoflichst danken.
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On a certain boundary problem for Laplace equation

by Z. SzarypT (Krakéw)

This paper contains the solution of a problem which has been raised
by prof. G. Pichera in his course of lectures on the theory of singular
integral equations which he have had in Instituto Nazionale di Alta
Matematica in Rome in the years 1958-59.

1. Denotations. We denote by X a curve lying in the complex
2-plane (¢ = z-+iy) and we assume that it admits a parametric represen-
tation # = 2(s), where z(s) is a function of the class C" on the interval
0 <5 < I, satisfying the conditions

=1 (0<s<1I),

_ dr(s)
T dsk

8=0

dkz(s)

S (k=0,1,..

y 1)

8=L

and such that 2(s,) = 2(8,) With 8; < &, if and only if 8, =0 and 8 = L.

We denote by 2 a domain whose boundary is the eurve 2; we den(fte
Dby n, the normal vector of X at the point divected towards tpe interior
of @, and by », the unit vector of the same direction at the point z of X.
~, denotes the curve which is parallel to X at the distance |r| from X and
is situated inside £ when 7 > 0 and outside £ when r < 0. The type e
will denote a positive number. We see that X, C Q. )

The equation of the curve Z, can be written briefly

2 = a(s+mz(s)  (0<s<I)
or by setting 2 = @, -+1y, We can get the equation of Z, in the form

(1) oy = a(8)—ry(s), U=y +ral(s) (0<s<I)

without loosing any generality.
The element of the arc of Z, will be denoted by ds,., If the curve X' is

of the class 0% we have

(2) ds, = {[a'(s)—ry" (8P +[y'(8) +ra"(s)FyFds .

“
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