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Introduction. Le but de ce mémoire est d’étudier certains cas
du probléme d’existence et d’unicité, dans le domaine V

V{0<w<a,0‘<y<b,0<z<c}
des solutions de 1’équation
(1) Ugys = F(B, Yy &y U, U, Uy, Uy, Uy Unay Uyz)
avec les conditions initiales
@) w(0,y,2) =w(y,?), @ 0,2) =72, uy,0) =uwn7).

On supposera la fonction f assujettie & des conditions analogues & celles
qui ont été introduites dans les travaux de W. Walter [1] et [2]. Ces con-
ditions sont une certaine généralisation de celles que Nagumo et Osgood
avaient admises pour l’étude de l'unicité des solutions des équations
différentielles ordinaires. Nos recherches seront basées sur les mémoires
[1] et [2]. Aussi adoptons-nous plusieurs définitions et théordmes auxi-
linires qui y figurent. Quant aux méthodes introduites par ces auteurs,
quelques-unes ont pu &tre étendues, avec quelques modifications, au
probléme considéré.

Notre mémoire se compose de deux parties principales. Dans la
premiére nous oceupons du probldme d'unicité des solutions de 1’équa-
tion (1) lorsque les conditions (2) sont vérifiées. Ce probléme sera appelé
dans la suite probléme (A). La seconde partie du mémoire contient les
démonstrations d’existence des solutions relatives & des cas particuliers
de Péquation (1).

On trouvera dans les travaux [1] et [2] de W. Walter un comple
rendu de la bibliographie des problémes respectifs comcernant Péquation
différentielle du second ordre de la forme

{*) Uy = [{®, Y5 2, ey Uy) -
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D'autre part, plusieurs auteurs polonais: Z. Szmydt [3], A. Bielecki
et J. Kisyniski ([4] et [B]), se sunt aussi occupés des conditions d’existence
ot d'unicité des solutions de I’équation de la forme (x).

1. § 2. Détinitions et théordmes auxiliaires. De méme que
dans [1], on entendra par classe de fonctions G = G(0,a) 'ensemble
de toutes les fonctions g (@, #) définies pour 0 < & < a, 2 > 0 et satisfaisant
aux conditions suivantes:

(«) g(z,2) est une function continue powr 0 <2 < 6, 2 = 0;
(3) glw,2)=0 et g(z,0)=0;
(y) toute solution de P'équation
(3) 2 =g(@,%)
peut 3’écrive soit sous la forme 2 = 0, soit z(@) > d-@ (6 > 0).
Si de plus,
(8) chaque solution z(z) de ’équation (3) est bornée;
(e) glz,2) <g(w,7) pour 2 <7,
I’ensemble de telles fonctions g(w,2) sera désigné par @' = &(0, a). On
désignera par @' = @'(0, a) Vensemble des fonctions g(@,2) qui, tont
en appartenant % la classe G, vérifient en plus les conditions
(¥) chaque solution z(x) de ’équation (3) est de la forme goit 2 =0,
soit #(x) = 6 > 0;
() pour tout O > 0 il existe une solution de l’équation (3) telle que
@) =0 (0<s<a)
On désignera par @ la classe des fonctions g (%) continues et non négatives
dans Vintervalle <0, a), satisfaisant & la condition

o(x) = o(z) lorsque 0.

Nous utiliserons aussi les trois théorémes suivants du mémoire [1], que
nous citons mot & mot:

TeforEmE 1 ([1], p. 311, th. 3). 8¢ g(z,2) e G'(0,a) et pi®) e P
ou bien g(w,2) € G''(0, a), tandis que py(®) est une fonction arbitraire, mais
continue dans Vintervalle {0, a), la suite

@

(@) = Ko@) oi  Kooo) = [ g, polt))dt,
)

converge uniformément vers zéro dams Vintervalle {0, a).
THEOREME 2 ([11, p. 314, th. 5). 8¢ la fonction f(@, y, u, v, w) satisfait
pour 0 <a<<ay 0<y<h —co<u,v,w,u,8,B< +oo & Pinégalité

Sw

I 8 é
@ @y, u0, 0 —f@,9,8,3, B < +85 +r 5

e _ ®

icm
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o

a,fyy20, atfty=1 e du=|u—7a|,

le probléme des conditions nitiales de I'équation

(5) oy = F(2, Yy Uy gy Uy)
a tout au plus une solution.

Par contre, st a, B,y = 0 et a+f-+y > 1, il existe toujours des fonctions
bornées et continues f qui satisfont & (1) et dont les problémes des conditions
initiales n'admeltent pas de solution univoque.

THEEOREME 3 ([1], p. 319, th. 7). Sila fonction g (2, 2) = (2 +a)g(z, ) €
€ G'(0,a+b) et la fonction f vérifie Vinégalité

{6) |, y,w,v,w)—f{®,y, 3,5, B)| <gle+y, dutdv-+ow),

ol O<w<a 0<yY<h, 4,%,0,0,w,w sont des variables réelles, le
probléme des conditions initiales de Véguation (5) @ tout au plus une solution.

§ 2. Unicité des solutions de Péquation u,.,, = f(@,, 25, 2, ).
Avant de formuler le théoréme on introduira une notation auxiliaire
qui servira & abréger écriture. Nous donnerons ensuite un énonecé préeis
dun probléme (A) mentionné dans lintroduction, ayant en vue Pétude
de son unicité.

Voici d’abord la notation annoncée.

Au lien du second membre de (1) on écrira

f=f(59’”';P,Q)

ol
&= {@hm128, P ={Dili=103, Q= {Qmtik=12s; 1<k,
_ ou () _ ﬁu—(f_)'
pi§) = ;! 2i(£) = 50w
Supposons ensuite
PP  ou)
T omy 0w,Omy

3
V désignera le produit cartésien V=1PI, ot I;=<0,a; (a;>0),
51

j=1,2,3. On supposera en outre que les fonctions ¢ (z;, ox) (v =1, 2, 3,
p+j-k =6, j < k) seront définies sur les produits I7;; = I; X I, qu’elles
y seront continues ainsi que leurs dérivées, jusqu’au second ordre, y com-
pris la dérivée mixte, et qu’elles satisferont aux conditions

(0, @) = (0, ;) pour Byely,
(1) Pu(ra, 0) = (0, @)  pour wyel,,
Po( @y, 0) = @ofwy, 0)  pour @ely.
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On dira que la fonction v(£€), & €V est de la clagse C*(V) #l existe dans
engemble V, et si elles y sont continues, les fonctions

"’(E)yvzt(f),"’mzk(f)y”mwaxa('f) oo ¢,j,k=1,2,3, j<k.

Maintenant nous allons formuler d’une maniére précise le probléme (A).

(A) On cherche une fonetion u(&) de la classe OXV) satisfaisant & I’équa-
tion (1) avee les conditions initiales

(8) w(é) =plwi,m) powr Eelly

o #,4,k=1,2,3, i<k e wvtit+k=86.

Il est facile de montrer que la résolution du probléme (A) équivaut
4 celle de 1’équation intégrale

&y X3 T3

(9) w@=p&+ [ [ [ 1s,uis

0

(8); Q(8)) dsydsyds,

olt 8 = {S5}i=1,28 b
3

w4+ D)

yam]
vitk=6, i<k

(10) (&) = »:(0, 0)—[p1(0, @5) + ga(@1, 0) + 5(0, o5 @) -

Ceci termine nos remarques préliminaires qui, bien que bréves, étaient
indispensables pour la suite de nos démonstrations. Passons maintenant
3 1’énoncé d'un théoréme analogue au théoréme 4 de [1].

8
THEOREME 4. §i la fonction g(w,2) € @(0,a), ok @ = []a;, jouit de
. . g1
la propriéié:
(%) powr chague z =0 fixé, la fonction g(x,z) est mon décroissante par
rapport & xe€(0, a),
lc probléme (A) relatif & Véguation

(1a) 8(&) =71(&,u)

a tout au plus une solution, pourvy que la fonction continue (&, u) satisfasse
dans le domaine £eV, —oco<u< +oo pour 0<my<a;, —oo<u,
%< +oo, 1 =1,2,3 & Vinégalité

8
an | w—fEwl<g([Jon ou) on su=|u—a].
i=l )

Démonstration. Supposons que (&) et %(£) soient deux solutions
du probléme (A) relatif & 1’équation (1a) avec la condition (11). Dans

icm
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ce cas, en vertu de la représentation intégrale (9) et de la condition (11),
on aura pour éu(£) inégalité

(12) Ou(é <0f0fof [f(s,u(s)}——f(s,u(s))[dsldszdsa
X1 T2 X 3

gf g (Hs“ 6u(s))d.s’1dsadss.
0 00 i=1

Les conditions (8) assurent Punicité des fonctions (&) et @(£) sur les
parties communes de lensemble V' et des plans @, =0, 3, =0, 2, =0,
c’est-a-dire suxr les produits If. Ceci permet de constater que la fonction

448) = [F{g, u(®)—F (&, 7(®)|
(continue dans Pensemble V) s’annule sur les produits [y, §j,%k =1, 2,3;
j<k.
8
Désignons maintenant par A, = {& if Jo<t] AV (%) ot par gf) la
=1
fonction définie comme il suit:
l sup {4,(6)}
polt) =] tede
wola)

pour te0,a)
(13) ’ H

pour t>a.

On vérifie facilement que la fonction y(f) est continue, non déeroissante,
et que 1,(0) = 0 en vertu des propriétés de la fonction A4(&).
On déduit de (12) Yinégalité

8

su(®) < ([] @) - 418

i=1

ot £ =(at,af,af) et O0<of<m pow i=1,2,3
on tire donc de (13)
3 3
(14) ([ a)yo ([ ] =) =rpo(nw,;) ol gf)e®.

qmal de=1 de=1

En vertu des propriétés (e), (%) et de (14), on a

3 8 ]
9(!]847 5%('5’)) < g(ﬁ&, (!jsi)%(gs{)) < g(a:lwzsa, mlmzss-%(‘[’ls.-))v

<Y (-’”1-”233’ -W1W233"l’o(-”150233)) =g (9//'1%'5'3; %("’”1-’”233)) .

(%) Le symbole 4 ~ B désigne lo produit des ensembles .4 et B au sens de la théorie
des ensembles.
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On déduit done de (12)

1 %3 X3

6“(5)<fff J(mlwzssy‘Po(m;thsa))dsldszdsa
[

Ty x2 Ty 3
= f g (T’ ‘Pu("f)) dr=@ (n Wi) Y AUESE SO

La fonction .
1
=1 (gl miw)ar
0

est non décroissante comme moyenne de la fonction monotone g (=, rpo('s)).
Par suite on a D'inégalité

3
(1) su <o ([Ja), ot @) =tw).
. i=1

En procédant comme ci-dessus, on prouvera par récurrence la limi-

tation
3

(15) o) <gu([]w) pow n=0,1,2,..
=1
N @alt) = tynlt), Pat) € 00, a> et wa(t) sont des fonctions non décrois-
santes pour tout » =0,1,2, ..
Afin d’achever la démonstration il suffit maintenant de s’appuyer
sur le théordme 1 du § 1, attendu que gyf) € P et g(@, 2) € ¢'(0, a). De (15)
on déduit alors

0 < su(f) < limpn (nwf) =0,

t=1
ce qui prouve l'unicité des solutions du probléme considéré.

§ 3. L’unicité des solutions de Péquation s(£) = f(&, v, P, Q).
Nous nous occuperons dans ce paragraphe de la condition d’uaicilé qui
est analogue, dans un certain sens, & celle de Nagumo pour les équations
différentielles ordinaires.

THEOREME 5. Le probléme (A) relatif & Véquation (1) a tout au plus
une solution dams le cas o la fonction continue f(&, u, P, Q) satisfait & la
condition supplémentaire

(18)  |f(£, “7P7Q)_f(57ﬁyp’é)| <o ou

O, Xyik'y

+ 2 ( wp’lJ}; - ﬁ""?v. )

v+t+k=0, i<k

©
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pow o<y <y, —co<u,P,Q,%,P,@< +c0 e a,a,f=0 at
+2 o+ fi) =1.

Si toutefois a, a;, fy =0 e a+ 2 (az+ i) > 1 il existe des fonctions f
bornées, continues et vérifiant la condmon (186), pour lesquelles le probléme (A)
n'admet pas de solution univoque.

Démonstration. La méthode de la démonstration exige qu'on
établisse d’abord que les fonetions (), P(E),Q(£) sont définies d’une
manidre univoque sur les produits Iy, i,k =1,2,3, 1< k. Cela a évi-
demment lieu pour la fonction w(£). Remarquons qu’il résulte des con-
ditions initiales que les fonctions suivantes sont aussi univoques:

pu(&) powr Eellyull,,
) powr  Eelllyully,
pe(&)  pour Eellyully,,

) pour Eelly lorsque 4,k=1,2,3,i<k.

Nous allons montrer que la condition (16) assure, en vertu du théo-
réme 2 du §1, Dunicité du systdme de fonctions (17) sur tous les trois
produits Ty, 4,6 =1,2,3, i <E.

Considérons & cet effet la fonction

w (@0, @3) = P2(0, sy L) -
On a d’apres (8)
Po(0y Bay Bs) = Pla(Bay T) 5 D0, o) B5) = PreglLay T5) 5
423(0, Dy B3) = Piizgrg(ay B3)
Qa0 5y V) = Wio(@ay @)y G1al0, Bz, %) = Way(Tay Ps)
5(0, &5, 15) = Wiyay( W2y Fa) -

i done u(&) est une solution du probléme (A), w (%, #5) satisfait & Péquation

.

Whhzy = F(0, Wy, Wy Pyy W, Plons Wasy Wayy Phingzs) = FH(a, Day W, Wiy, Way)
avee les conditions:
w(0, #3) = Par(0, ), w(@, 0) = 97;:81(01 @) .

Aingi la propriété (16) de la fonetion f implique la limitation suivante
de la fonction f*

— s 6w
[74(@y, s, w, w5y Why) — *(%ay sy By Biay Bea)| < +/91 2 +ﬁ —,

Annales Polonici Mathematiei XI 6
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qui entraine Punicité de la solution (s, %) ainsi que celle de ses dé-
rivées wh, et wy,. Mais cela prouve que les fonctions

Pu(0, Ta, T5) (1ol 0, %y @) €6 050, oy Wg)

sont univoques.
En posant ensuite
2(.’1(7]_, @) = Pz(f"'u 07 @)

et en procédant de la méme manidre, on établit que les fonctions 2 (@, ay),
2y, Bs)y 2( @y @) sONE univoques, ot par suite les fonetions

Doy, O, %) 5 4@, wg) = Gy, O, ) ob Qos(@1y O @)

le sonb aussi. Bnfin on établiva pareillement que los fonetions
Gy, @5, 0) 06 Gaglahy By, 0) =
= Qse(mn iy, 0)

Dalyy B2y 0) 5 Gaay, Tay 0) =

sont aussi univoques (). La démonstration de la proposition préliminaire
est ainsi achevée.
Si u(£) et w(&) sont deux solutions du probléme (A), la fonetion con-
tinue (dans Pensemble V)
HE) =&, ul&), P(&),

(&) —1 (&, 7(&), P(&), @)

gannule sur les produits Ty, 4,k=1,2,3, i<k, conformément & la
proposition gue nous venons d’émbhr

Tl est donc possible d’introduire, tout comme dans le mémoire [1],
th. 5, une fonetion auxiliaire w(t) qui soit continue, non déeroissante et
convexe telle que

3

(18) 4358) < [ [ vl

i=1

avee la condition pe(0) = 0.

¢

En vertu de la convexité de In fonetion w(f), on a [ p(z)dr <twy(t/2), 10
0

et plus généralement;

[

19 [yalr)dr

0

< t"pn-i-l(t) bowr t=0 et n= 0,1, 2,

v que les fonctions wa(t) = w(27"t) sont convexes pour n = 0,1,2, ..
Cela posé, revenons & Véquation (1).

.(‘,)‘ La relation (&) = gufé), i,k =11,2,38, i % est une conséquence directe
des hypotheses faites sur les fonctions f et ¢, ainsi que du fait qwon a ici u(€) s O*(V).

icm
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En posant 0v(§) = |v(&)—3(

(£)], nous aurons en vertu de (9
les inégalités ’ e (9) et de (16)

2 . Ty 23 X3
6fu(§)<ff6f AF(81, 82, 85) dsy ds,ds, < fff A(8y, 85, 83)ds, dsyds, ,
[V
&3 T3 4

&
w8 < [ [ A3(wy, 52, 5;)dsads, < fA(wl,se,sa)dszdss,

=%

T3
f f A (814 By S3)dsy dsy ,
0 06

1fn T a8

20) 0py(&) < [ [ A5(sy, 50, w)dsyds, < [ [ Asy, 80, @) dsydsy
0 .

AF(8y, ta, 85)ds;dsy <

00 0
] " om

s @
Sl €) < | Ay, 0, 83)dsy < f Ay, @3, $5)dss
0

T3 X3
6ia($) < f A5y, 82, W) dsy < f (@15 82y #3) 85,
0 6
z z1

8g(€) < f

81y oy 25)d8; < f A(8y, @y @05) dsy

ol A(#,, @y, 73) est le second membre de 'inégalité (16).
Les premiéres limitations résultent déja de (18) et (20), & savoir

3
ou(®) < [ [ ooyl ,

i=1
(21) Ipu(8) < pol) Hwﬂpo% pour »=1,2,3,
=1, {7y
Squ(&) H%mi ot Lk,»=1,2,3, v+l4+k=6, l<k.
i=1

On établira. ensuite par récurrence que la ma]ora’umn (21) peut
s’étendre au cas général (n =0,1,2,..):

3 ) [
ou(é) < (n mi) 2 UraPr(0,) Yol X)Wy —s(F3)

=1 r,g=0

T8, T8N
(22) 0y 20, %‘ars=1:
b ki3 ’
)< [T o D B @) pe(s) yuersl®s),
i=1,1%» 7,8=0
r<8, r+asn

=0,

2 Y =

v=1,2,3,

8*
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n
dqu(é) < @, Z Y%)V’r(mﬂ"Pa(mz)#’n—r—s(ws) )
(22 ) r<:’i:g<n

Zy(v)__17 I,kyv=1,2,3, I+k+v=6, I<k.

Les inégalités (20), (22) et (19) entrainent immédiatement, pour » =k,
la limitation
X3 X3

13
su(f) < Z[aam-i-z ayﬁ(”)—i—ﬂvy(")] ofofof Vr(80)s(82) Yr—r—s(8) 481 A8y sy

#,8=0 pa=l
8 k+1 - —
< (H afi) Z Ty Pe(0) Yol 0) “Phtop—sr1(Fa) ;e = 0 et 2 Org =1,
i=1 gm0 8

ol .
3
T = @t ) @B+ BD) -

y=1

Par un raisonnement tout pareil au précédent, on établit les deux
autres inégalités (22).

Ainsi (22) est vérifié pour m = 0 (voir (21)). D'autre part, les for-
mules (22) étant vraies pour n =k, elles le sont pour n =k4-1, ce qui
prouve (22) pour tout #n=10,1,2,

" Posons maintenant N ('n) n/3 pour #=0,1,2,.. et
b = max(ay, 6, az). On 2 alors pour 7,8 =0,1,..,%, r<s

Dp(2) Va2 Pnrsl@3) < (D) 0627 D) = yi(B) pv(D)
d’ol Pon tire, d’aprés (22),

8
ul) <([[o) i) vs®)  powr n=0,1,2,...

et 11m n(b) = 0, ce qui prouve que du(é) = 0 pour & e V. Par conséquent
la prennére partie du théoréme a 6été démontrée.
On prouvera la seconde en montrant qu’il existe toujours, si ¢ = a-+
. .
+2(a,+pB,) > 1, des fonctions continues et bornées, telles que, si les
ye=l

conditions initiales sont nulles, il existe un continu de solutions du
probléme (A), la condition (16) étant évidemment satisfaite par les fonc-
tions f.

Considérons & cet effet la fonetion

~([]=)™

=1

e ©
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ot & > 0 fixe est défini d*une maniére univoque par la racine y de I’équation
P=(btbtbInr—(m+amta)yg—a=0 ot 5=1+¢, o>1.
On voit bien que la relation

- % Pr o, P2 Ps O T G
8(&) a-"&“’a-’”s +a1m2$a Tazmlws +a3a;,_mg +ﬁ1;1 + 822 +.Ba;3'

a lieu et que son second membre n’est pas une fonction continue pour
EeV, —co <ty Py Q< o0, 4,1,k =1,2,3, 1<Fk; on finira toutefois,
en procédant comme dans [1], par obtenir un seconde membre continu
et borné dans le domaine considéré.

Posons
0 pour %<0, feV,
3
u 148
e 0y = | g 2o O <ws([Ta),
i 3 3
(nmi)-‘ pour U > (n97{)1+‘,
i=1 =1
0 pour P, <0, eV,
Dy 1+s
e pour 0 < p, < (14 &)ay(wm )
fv(f: pv) = ik *
3
(14¢) (n m;)' pour P, > (14 &)ai{wm) T,
$=1 .

o »,1,k=1,2,3, v+l+k=6,I<Ek,

0 powr gqu<0,&eV, ‘
L powr 0 < gp < (L+e)2a (o) 7
(&) que) = @ \
(+ep([]o) pow @>@+edtomy,
i SN

o v,l,k=1,2,3, v+1+k=6, I < k. )
En posant maintenant

L .
F(8, %, P, Q) = af (€, w) + D [a €, 1) +BaE, qu)]

va=l

on voit immédiatement que la fonction ainsi définie est continue bornée
et qu’elle satisfait & la condition (16) seulement #i a, a,, f, =0 et o> 1.
On voit aussi que ’équation

8(§) = f{&,u, P, Q)
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. s ,
posséde une famille d’intégrales w(£) = 0-(! 71 mi)l“ pour 05<0,1‘>, les
conditions initiales (8) étant satisfaites. ‘

Irexemple précédent porrait suggérer idée de remplacer la con-
dition (16) par une autre condition guffisante d’unicité, plus générale,
3 savoir (of. aussi [1], p. 317) :

3

(28) V(f,u,_P',Q)~f(s,a,?,@>|<ag(!71m¢,au)+
+ Y (aglmo, 0p) + B9, daw)]
poH s, 1<
olt
a; a4, f20, a=1 et gle,2) e G(0, a)
pour

8

@ = max (na;, 0y Gyy Byllyy Gollyy Gyy o a,,) .
i=1 ' .

On 2 affaire ici & un cas pareil & celui de deux variables indépendantes:

on peut -uniquement prouver que la condition (23) est, dans certains

cas particuliers, une condition suffisante d’unicité, notamment dans le

cas oit la fonction f dépend seulement soit de (&, %, Py, Ps,y di2)y SOit de

(&, 1, Py, Doy Ghs) 801 de (&, u, Doy Py, oa)-

La suffisance de la condition (23) sera démountrée seulement pour
un des trois cas possibles. Nous allons traiter ce eas dans le théoréme
suivant. . v

THEAOREME 6 (3). §i la fonction (&, w, D1, Day tas) est continue dans le
domaine :

EeV, —oo< U, PyyPoyha< + 00

et i elle satisfait, pour0 < @; < @y, —00 < %, &y P1y Pay Puy Doy Giay To < + 00
& Vinégalité
(24) &, u, D1, Doy G2)—T(E, By Pry Pay Tro)]

3
<ag (] [ o, 0u) + Bg (@04, 092) + 79 (320, 3ps) + 89 (s, 000

=1,

o ‘a1p7716>07 a"'ﬂ_'lf"}'"l'av:l et g(o,2) e @0, a)

. 3
@ = max (n G5y Oy O,y Oy, aa)
Ti=1

(%) Pour les deux autres cas'les énoncés des théorémes sont analogues.

icm

©

o
~1
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et g(w,z) vérifie la condition (9), le probléme (A) relatif & Uégquation

s(8) = f@; %y D1y Pay Gro)

a tout aw plus une solution.
Démonstration. Si Pon désigne, comme dans les démonstrations
des théorémes précédents, par A7(£) la fonetion du point eV, on a
A3(E) = |F (&, w(&), pa&), al), Gl &) —F (€, T(E), ulE), PolE), T &), -

ol u(&) et %(£) sont deux solutions distinetes de notre probléme sous la
condition (8).
On constate facilement, d’aprés les conditions initiales, que
A (@, 22, 0) =0  sur le produit /7, .

En tenant compte de ce qui précéde, définissons une fonction wp,(t)
continue, non décroissante et satisfaisant & la condition yy(0) = 0, comme
il suit:

(28)  yolt) = ot
%(

o
[l

ai) pour {>

1 - 3
sup {AF(zy, ¥y, 05): 0 < @rams <t} powr ¢ <H“f:
i=1 .
8
&y .

i=1
En utilisant (9) et (25), on trouve

3
ou(é) < (r[ “’z‘)%(aﬂz%) ’

=1

s

(26) sp,&) < ([ ] 1) wolmanws)  pour
e
315(&) < ao( @y Aas)

Pour continuer la démonstration nous aurons 3 distinguer plusienrs
cas selon les valenrs de a, et a,.

Supposons d’abord -

1°a, <1 et a,<1. Admettons que les inégalités (26), qui sont
ralables pour # = 0, le soient aussi pour n = & > 0, c’est-4-dire qu’on ait

ou(é
27) dp(€
dqus(é

) < %, Tapr(®s) 5
) < B @u(%s) 5
) < o)

Opol€) < @y als)
ol

wult) = Kolt) = tyult), walt) =7 [ 0 (7t d
; |
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En vertu des propriétés (%) des fonctions g (2, 2) les fonctions yu(t) sont
non décroissantes pour tout k=0,1,2,... et te¢ <.0, ad>.
On déduit de la condition (24) et de la relation (9)

Ty
baul(§) < [ A3y 20, 1)
0

< fza[ag(wlwzt, @y, i(t)) + B9 (@at, Bagat)) + 79 (@i, 2upu(t)) + 89 (¢, palt))] dt

(]

d’ott Pon trouve finalement, en vertu de la condition () et du fait qu’on
a dapns le cas 1°

8au(®) < [ g(t, palt)) @t = ppialas) -
0

On obtient méme les inégalités

OpUE) < X Prya(@s) ;  6PaE) < Wyprsa(Wa), S (E) < B Prra(Ws) -

Ainsi, dans le cag ¢; < 1, ¢ = 1, 2, les inégalités suivantes ont toujours
lien
du (&) < @, 0,9n(%s)
(28) 0pu(€) < Dapnls) ;  OPoE) <K By Pul(s)
8q1(8) < pulay)

ot n=0,1,2,..
20 a4, <1, a4, > 1. Admettons dans ce cag la limitation (26) de la
forme

su(€) <% g (a,0),
Qs
29) D) <Tloats) s OplE) < Fmlaan)
1
8g1o(€) < a‘%(“zwa) .
2
8i nous supposons maintenant que pour n = k ley inégalités
su(®) <22 0,
Ay, .
@
(30) ) <Toulma) ,  Opad) < Eoulasa)

1
Og1a(8) < w P @a )
2

* ©
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ont lieu, on trouvera en vertu de (30), (9) et de la condition ($) poura; < 1

0®) < [ ao(mant, teutant) + po(ot, Zoutann) +
2 2

0

@ 1
ro(mt Zodent) + 39 (1, T outent)]
2 g,

< f [(a +8)g (wzt, %:‘Fk(azt)) +(y+0)g (t, a,la%(azt))]dt
o3 a5z,

, \
17 1
< f g (st pulat) 3¢ = j g 7, 7le) 87 = 2 grsalasam)

La démonstration de ’inégalité (30) pour n = k-+1 subsiste pour les
cas qui restent & discuter. Ainsi on a toujours

ou () <m;wz Pn(@ag)
2
(1) op(8) <Dou(ay),  IpulE) < (e,
2 2

1
0qyo(§) < E‘Pn(“z“’a)
2

pour n=10,1,2,..

Aussi peut-on considérer le cas ol a4y > 1, @, < 1 comme établi. Il ne
reste donce qu’a étudier le cas oll a; > 1 et a, > 1.

1l résulte de (26) (pour n = 0)

du(é) < ﬁi:: P( @y BoLs)
@, @
(32) opy(£) <al_2az¢’n(a1%$3) y  0pyld) < axza‘l"n(alaams) ’

1

daulé) <7

Supposons que les inégalités (82) soient vérifiées pour n =% > 0.

En reprenant des raisonnements tout pareils aux préeédents on trouve
la limitation

Pty @5 s) -

Zy
@y g

£
0q1(€) < f [‘19 (“’1“’2’)’ %{‘:‘Pk(alaat)) +B8g (wzt:

]

«pk(alazt)) +

P 1
9oty st + 0 (1 o mast)| @

as - 1 aytary 4
<6f g(ayast, prlay a,)) dt = Eéf g (r, gulv)) dv = ‘a_la_3¢k+l(a’!.a'aa78) .
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On voit aisément que les autres inégalités du systéme (32) sont aussi
satisfaites pour % = % -1, ce qui prouve, en tenant compte de la limitation
établie ci-dessus, que le systéme d’équations (32) est vérifié pour
n=20,1,2,..

Pour terminer la démonstration il suffit de constater que, dans
chacun des quatre cas considérds, les fonetions g, qui figurent dans (28),
(31) et (32) sont telles que @, P et lim gu(t) = 0 (cf. la conclusion du

Nn—>Q
théoréme 1 du §1). Il en résulte immédiatement qu’on a, dans chacun
des cas considérés, du(&) =0 pour éeV.
Reprenons encore Péquation compléte

$(8) =f(§,4,P,Q).

On formulera ci-dessous encore un théoréme concernant 'unicité des
soluiions du probléme (A) relatif & cette équation.

Dans sa démonstration un théoréme (7, [1]) de W. Walter concernant
le cas de deux variables indépendantes jouera un roéle essentiel.

THEOREME 7. 8¢ la fonction f(&,u, P, Q) est continue dans le domaine
eV, —oco<u,P,Q@< +oo
et si elle satisfait pour
fiv—“iyﬂik; ”;°°<u7ﬂ1PaF;Q;Q< + oo
fony
a Vinégalité
o 8 8 8
(33) [f(&,u, P, Q)—1(6,%, B, @) < g (> mi, o+ Y opit Y dan),
3=1 1=1 7;1561
la fonction g(x,2) éant telle que
6g(s,2) = ¢, 2) e &,
G=3+m+atat+ae & G =G0,0-+a0-a)),
alors le probléme (A) relatif & Véquation
8(&) =f(&,u, P, Q)

o tout au plus une solution (*).

() La constante ¢, a'été déterminée ici pour 'une des {rois variantes posgibles.

Bien entendu, le théordme subsiste lorsqu’on remplace la, constante ¢, par vne des deux
autres variantes.

@ ©
Im Cerlaines équations différentielles o1

Démonstration. Admettons que % (£) et Z(&) soient deux solutions
du probléme considéré et que

3 3
A%(E) = ou(&)+ D) opi&) + D) dandé) -
= e

On établit, tout comame dans la démonstration du théoréme 5, qu’ici
aussi les fonctions w(£), P(&),Q(£) sont univoques sur les produits Ily,
j,k=1,2,8, j <k Pour le prouver on utilise le théoréme (7, [1]) cité
au §1 comme théoréme 3 ainsi que la condition (33).

Il ’ensuit que la fonction continue et non négative A3(£) (°) s’annule
sur les produits [T pour j,k=1,2,3, j <%, d’olt Pon déduit en parti-
culier

AO)=0 on O@=(0,0,0)eV.

Les propriétés énumérées de la fonction Aj(§) permettent de définir
de la fagon suivante, la fonction continue et non déeroissante y(t) > 0
et P(0) = 0:

3
sup (43(E)}  powr 0<i< Y ai,
Eed; - {=1

8 3
@0(2 a,-) pour > 2 a;,
i=1

=1
ou
3 .
A=l o< du<t, § =@, ma)| AT,

d=1

Il en résulte linégalité

8
438 < (X =)

=1
en vertu de laquelle on tire de (9)

S

suie) < ([} w;)%(é‘wi),

=1

8 3
(84) dp,(é) < (nwi)@‘, (;Z;w;) pour »=1,2,3,
i=1 =
iy
3

dn(®) < oo D @) pour j,k,U1=1,2,3, j+h+l=6,j<k.
$=1

() 45(8) a ici la méme signification que dans le théordme 5.
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Vu les inégalités valables pour (w;, %y, %) eV

3

nmz wa';, ol

i=1 i=1

© = MAX (4 Ay, I @y, Ga0) ,

8

Q5% < (22273 2 @5 pour
4=1

i, k=1,2,3,7<k, oun

on obtient pour la fonction Zl*(é) la limitation suivante:
8.
(Zwi) %(vaf) ot R=1+0o+wp+outoy.
i=1 i

Posons maintenant

Polf) = 2-9(t) et @olt) = tylt)

On a alors

3
(35) MEH<p(Ym) on pt)ed

=1

Supposons ensuite que K, soit un opérateur intégral défini par la
fonetion ¢(x, 2) (voir le théoréme 1 du §1) et soit

@alt) = KT p(t) -
On prouvera par récurrence que
8 .

(35a) A& < gn (Z 00,-) pour

i=1

n=20,1,2,..

En effet, Vinégalité (35a) est vérifide pour n = 0 en vertu de (35). Sup-
posons que {35a) ait liew pour » =k > 0. On aurait alors de (9) et (33)

&1 23 Ta

wer< [ ol S

00 i=1
X1 3 Xy+2a+an

<f
1]

¢’est-a-dire

(715 72y Ts)) dry dfzdfa
T+ rg-tn

JUS ot gul)) A, <y [ g (v, gule))dr
0

%y+e-+Ts

ou(é) < aray [ (7: Wk(")) dr = ay @y Ky gy, + @y +m5) «

Qg = Max(ay, ar) ,

icm°
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On a ensuite

Za 3

opy(é) < f f g (091'{'72’*‘737 AX@y, T, Ts)) drydrg
00

T2 T
<[ [ glmtmt, oo+ ) drds,
090
Z1-+Latas

< G f 9 (7, @ul(®)) d7 = ay Ky pnl @y + 02+ 25) .
J !

On trouve d'une maniére analogue
!

0py(§) < g Ky i@y + @+ @)
dgndl§) <

d’olt résulte

0ps(€) < o K prl@ + 2+ 3)

K pu(#+ @, +2) powr §,k=1,2,3,i<k,

< P (j -’L‘-.)

f=1

ce qui prouve que legs relations (35a) sont valables pour tout #» =0, 1, 2, ...
Comme ¢, € D, g,(%, 2} ¢ G, on conclut en vertu du théordéme 1 du §1 que
A*(E) =0

pour &€V,

et ¢’est bien ce qu’il fallait démontrer.

IL. § 4: Nous considétons dans cette partie du mémoire le probléme
d’existence du probléme (A)-formulé en toute rigueur au § 2. Il est évident
que ce probléme a une seule solution si la fonction f(&, », P, @) est con-
tinue et satisfait & la condition de Lipschitz par rapport aux variables
%, P, Q. On peut prouver, en appliquant sans modification la méthode
de la, démonstration exposée dans [6], P’existence de la solution du pro-
bléme (A) dans I’hypothése que la fonction f(&,u,P,Q) est continue,
bornée et satisfait & la condition de Lipschitz uniquement par rapport
aux variables P, Q. Toutefois nous donnerons ici les démonstrations des
théordmes d’existence des solutions du probléme (A) pour des cas par-
ticuliers de 1’équation (1) sous des hypothéses plus générales relatives
& la fonction f. Dans ce but on utilisera la méthode appliquée par de
nombreux auteurs pour la démonstration de l'existence des solutions
des équations intégrales du type de Volterra (voir p.ex. Tonelli [8],
Conti [7], Walter [2]).

Afin d’expliquer l'emploi de cette méthode, considérons. d’abord
un cag facile: celui oit la fonction f ne dépend que des variables &, u, est
continue et bornée dans le domaine: £ € ¥, —oo < # < -+oco. Conformé-
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ment au § 2 lexistence d’une solution du probléme (A) équivant & lexi-
stence d’une solution de Péquation intégrale

x1 T3 T3

(36) u(aq;wzyms P (1, sy @) “f‘fff f(snszyss,“(snsza33))d31d32d'5’a~
600

Pour prouver Vexistence d’une solution de cette équation, on forme une
famille de fonctions u.(®;, @, %) avec un nombre arbitraire o positif,
en posant
[ (0, %, 7)) pour @ K0, (B, ) elly,,
&y X2 Ty

(37) (@, Tp, ) = W(wnwz:wa)‘i‘fff7‘(317327'5'3,%(91“““;
. 000

Spy85)) A5y dsydsy  pour  (@y, @y, 25) €V

Il est évident que toute fonction ud®y, ¥, ;) est définie pour @, < a,
eti (@ @) € o

La fonetion 7 étant bornée, il existe une constante M, |f| < M, telle
que pour les points arbitraires (@, @, ), (@ + hyy Bo-+ho,y W3+ hg) €V et
pour tout a>0 on a

(88)  {ua(®y+ Ty @yt hay B3+ g} — Ua( 21 @, @)
< |9 (@ + Py y Ea by @+ ) —p (@1, @0, @)+
F M (| Py g 03+ | Fro| 2y 0534 |hg| 0y @)

11 résulte des relations (37) et (38) que les fonctions sont pour tout « > 0
bornées dans leur ensemble et équicontinues. On déduit done du théordme
d’Arzeldy qu'il existe une suite uq,(®, @, ¥;) uniformément convergente
telle que ay—0. On conclut d’aprés (37) que la limite de la suite ta,(®;, 2, 2a)
ost une solution de l’équation (36) et par conséquent du probléme (A).
Le théoréme suivant concerne un cas plus général.
THEOREME 8. Si
1° la fonction f(&,u, P) est continue et bornée dans le domaine

EeV, u,Pe(—o0,c0),

2° elle satisfait & Vune au moins des conditions éerites conjointement sous
la forme
3

(39) [F(£,u, P)—1(£, w, P)| < D gislay, [pi—B), $#4,=1,2,3
=1 .

pour EeV,u,P,P e(—o0, co) de sorte que agsi(@, z) i@, 2) € G'(0,05)
k7, k;éz, k=1,2,8, i,j=1,2,3,
3° les fonctions jouissent de la propriété (B), & savoir:
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(B) la solution {(ws) = (@), a,y), a>0, y > 0 de Déguation
L(wy) =y (2;+1) +f g,jk ,E(s —-a))ds pour ;€40 a;)>

égale & y pour @; <O satisfait & la condition Uml(z;, a,y) =0, la
-0

convergence par rapport & ®; et a flant uniforme,
convergence par rapport & x; et o elant uniforme, le probléme (A) relatif
& Déquation
40) (&) =J{&, u, P)
posséde au moins une solution.

Démonstration. Nous démontrerons le théoréme seulement dans
le cas olt § admet dans ’inégalité (39) successivement les valeurs 2,1,2,
c’est-d-dire lorsque cette inégalité s’éerit sous la forme

(41) ‘f(éyﬂiP)”“f(E7“ip)|<gmm27]p1 ﬁll
+ (@15 | Pa— Pa|) + Ganl@s, |P3—Ba]) -
Le probléme (A) relatif & 1’équation (40) est équivalent au systéme d’équa-
tions intégrales de la forme
(42)  w(®yy Doy W) = P(D1, Da, @) -+
Z3 %3
f f f f 317'9273:” (815825 83) y PalS15 82y 8a)s Pal81y Sy 83); Da(81, 82y 83)) d51 dsa sy,
000

Doy, Bpy B) = Par,( @1y %y By) +
®3 T3

+ f f f (15 82y 83y (D1, Say Sa) 5 Pa(1; 82, S3), Dol 85, 85}, Dol S2y '5'3)) dsydss ,
00

Dol15 oy Ta) = Yoy Ty T3) +
1 X3

+ff f(su By, Sgy U(Sy, Doy S3)y P81y Foy 83)s DolS1 Doy Sa) s PolS1, Pas 55))‘1310133 »
00 .

Doy, Bay By) = Py @1y By Ta) +
&1 Tg

+ f f f('s'u Sgy Wy (81, 82, W)y PulS1y 82y Ta), PalS1y S25 )y PalS1s $ay #5)) disy dss -
00

Afin de démontrer D'existence d’'une solution du systéme (42), on' définit
pour chaque a> 0 les fonetions tay Pray Peas Psa €1 POSANE

Dy, 5) € Iy,
&y mJ)€H187

Ua(yy By, Bg) = (0, By, @) Dowr @ K0, (
Doy, Bay Bp) = pi(®y, 0, %)  pour £, KO0, (
Dol @y y Xay By) = Pre(0, mg, @)  pour @ <0, (@, w)elly,
Dol @1, Bay W) = Yool @y, 0, )  powr @ <0, (2, ) € I3g

(43)
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aingi que
X1 ®3 T3

@) ud, w0, @) = (@, an )+ [ [ [ (88, 5) wdsi—a, 8, 5,
0 0 0
Dra(S15 3= @y 83) ; Daal81— &y Sz, Sa)y Psaldy, S3— @ -5'3)) dsy dsyds,

X2 Ty

D1a(Byy Bay Bs) = Par( By, Doy Bg) + J f f (-93‘17 Say S35 Ua(®y— @, 82, 83),
o0
Dol By, S3— &y 85)y Poal @ — &y Sz S3); Daa(yy S2— @, Sa)) dsydss

%1 X3
Dealyy Bay Tg) = P Bay Fay D) + ff f(é‘l,%yss,%(31“‘0!,502733),
. 60

D1a{81y By— 0y 83) 5 PaalS1~ @y Dy 83); VaalS1y Ta— @y 33)) ds, dsy ,

o1 @
Daa P15 Bay W) = P B1y By Tg) + ff f(Su Sgy B3y U1~ @, Sy, ),
00

D1alS15 82— & @)y Paa(S1— 0ty Sy Pp); Paal 81, S2— @, 503)) ds; ds,

pour (@, @, ) e V.

Les relations (43), (44) et le fait que la fonction f(&, #, P) est bornée
impliquent que les fonetions #.(£), Pw(é), ¢ =1,2,3, sont pour chaque
a > 0 bornées dans leur ensemble, c’est-a-dire qu'il existe une constante K
telle que

l4(€)| < B, [puld)|<E, 1=1,2,8 pour £eV.

‘Ensuite, on établira que les fonctions. u,(&), pu(£), ¢ =1,2,3, sont
équicontinues. Remarquons d’abord qu’il existe une fonction continue
m(t), non décroissante pour ¢ > 0, paire, m(0) = 0 et telle que '

8
[9(@ Ry, Bt Ty 05+ a) — 9 (201, @y, 3)| < Z’m(hi) )
(45) =1
8
W@+ by @t T, g+ Be)— iy, @, )| < D mlhe), §=1,2,8,

=1

(46)  |f(®1 4Py, g+ Dy, 05+ Ty, u+k P1+l1,29r|"729 Pst+lg)—

_f(mlawﬂwm Uy Pry Pay D) I< m(k +Z[m' Tog) +m( 3]

'i-=1

©
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pour {&:}, {@ -+ MiYimps € Vy w4+ % e (— K, K); (P}, {pi+ L=y €
¢ (—K, K). La fonction f(§, %, P) étant bornée, il résulte de (43), (44)
en posant M = sup |f| que

I'l’/a(w1+h1) By hgy B+ hg) — Yoy, By )|

3
< M ([ gty | ol @y 3y + [Ty ) + D ()
i=1
pour oy, &y +hy < ay; (23, B), Do+ oy W3+ he) € I,
| P11, Byt Figy @+ Fog) — D1al @1, sy )|
< M ([ hy| g+ | 5| @z) 4 m(B) + m (Bg)
(47) POUT @y By+Fp K @ (W1, W), (B Byt hg) € I g,
| Poa{y = Ty @ay Ty big) — Doy, @, @s)|
< -M(}hu'aa’{” Iha[a1)+m(h1)+m(h3)
DPOUr @y, By + Iy K @y, (B @), By B+ 1ig) € Ilig,
| Paaly + By y @+ Tray B5) — Poal @1y Be, )|
M (| 7y| @+ | o] @) + m (Re) 40 (o)
POUr &g, Byt b < @,y (1, @5) 5 (B1+ Py %) elIl;.
On voit bien, d’aprés Pinégalité (47), que les fonctions w.(é) sont equi-
continues pour a> 0.

Afin de démontrer que les fonctions de la famille {pi(£)}a>e sont
équicontinues, il suffit, d’aprés Pinégalité (47) et l'inégalité

| D1 + Pyy B+ Ry, B+ Fig) — D1 B1, Toy @)|
< | Pral @y Pay Bo+ Py 3 Ba) — Prol @y + Py By @3)|+
+ |Pral @y + s 2o, 3) — D1a{tby , oy )|
de prouver gue l’expression
(48) Wty @ay By by) = |Pra(y+ Ty, B2, B3) — D1l 5 Bay Ts)|

tend vers zéro lorsque hy;—0, la convergence étant uniforme par rapport
B, By, By, W5 By < Oay (By, ), (B + o,y B) € II,;. Bn vertu des relations (44),
on trouve

(49)  Walwy, @, @) < |yz,(@+ I, @) D) — Yoy (P15 Doy )|
Ty Ty
+ ff V (mx+h1, 83y 83 Ua(®1+Py— ) S35 8a),
00
Dual®y by S5~ 0, 83), Poal@1+Pa—a,; 82, 8), Daa(®r + Py S2—ay "'s))‘—
- ((5”11 83, Sy Ua(By— @t 83y 84), .
Doy, 82— @, 85), Paaly— @, 82, 83); PaaP1; S2— ¢, sa))ldszdss .

Annales Polonici Mathematici XI 7
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En désignant par T(@y, S, 8, hu, o) V'expression sous lo signe intégral
de la formule (49) et en utilisant la relation (438), on a

&3 T3

m(hy) + ff T(@1 Say 85y P, 0) dsydsy

00

(50) Wy, @5y &35 By) <

pour (@, Ty, @), (@ + by, B, 25) €V 06

(51) Wy, sy %3y ) = [2,(%1+ Pa,y 0, 05) — Yarl @1, O, 3)| < m(Py)

pour @, < 0, (@, Ba), (B -+ My, @) € [Ij3. Quant 4 Dexpression T'(@y, 8a, 83,
hy, @)y, on a la limitation

(1 85y 855 Py @) < lf(ml‘f‘hu 83y Say Ua(® + Ry, 82, 83),
Draly+ Fry 82—y Sg)5 Poa@1+ Py — @ty 82y S3)y Paal @+ Py S2— 33)) -
—f (wu‘say 83 Ua(fy— @, 2, 83),
P1a{®;+ Ny, 83y 83) 5 Poal@r— &y 83, 83)5 Vsl @y $2— @, sa))l -+
+ [f (wu Say 83, Ua(@y— 0y S2y 8g),
D@ty 3= 1y 8), PalB— @y 82y 8), Paa(wu 83—ty §g)) —
ﬁ"’f (5"'1’ 8y gy a1~ @, Sg, Sy),
D1o{@ry 83— @y S3)y Douly— @y 83y 8g); Poa(1, Sa— 0y .S's))l .
En tenant compte de (41) et (46), il vient
T (15 83 S5y by, o) < m(hy) + )
+ M@+ Ry — @, 85, Sp) — U@y — @, 83, $5)]+
+ M [Paa(y + Py — &t 83, 83) — Poo W1 — ¢, 83, 85)] +
+ [ Pa(y+ Pay S3— 0, 85) — Paal1, S2— @, 83)]+
+ 912(32; [Pl @1+ s 83 @y 8g) ~ Pral@1, $2—a, 33)0 .
D'aprés (47) et (48) on a ensuife
T(my, 83y 83y by @) < m{hy) +m{ M |hy| @y g+ m(hy)]+-
+m[ M|k |ag+m(h) ]‘l‘m[Mlhd%'l"’m/ Fiy) 1+ gus (32;
Ainsi Pexpression W, satisfait & Dinégalité
(82) W@y, @, @3, hi) <m(hy) + d(hy) 2wy +

%3 T3

+ ff 12 (527 Wa@yy 83— a, 8, hl)) ds,dss ,

oy, $9—a 33))

ol
d(hy) =’m'(hl)+’m'[M|h1]“2as+m(h1)]+
+’”’1[Mlhllas'}“m(hl)]'i'm[Mitha“l‘m(hx)—l .

icm
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Posons

77(”2) = n(wy, a, 6)
= SUp {Wal@y, @2y g, by)|(,, @), (B + Py, 3) € [Ty, [hy] < 5}

pour & < G,
De l’inégalité (52) on tire

E2]
(83) n(@,) < m(8)+ d(3) ayms+ f 312 (321 7(8a— “)) ds, powr 0 << ay
0
tandis qu’on déduit de la définition de la fonction 4 (w,) et de la formule (51)
que

(@) <m(hy) powr 2,<0.

. Admettons maintenant que [ (#,) = {(z,, a, y) solt une solution de 1’équa-

tion )
(54) L(m) = y(1+m2)+f @312 (32: C(sz*a)) ds,
0 .

qui satisfasse & la condition

{(wy @y p) =y powr @,<0.
Cependant on déduit de I'hypothése 3° que
(55) Hmi(wy, a, y) =0

. yod

et que la convergence est uniforme par rapport & mz et a. Remarquons
que si m(d) <y et azd(d) <y, on a
(56) . (@, ay 8) <f(w,y a,y)  pour

Ly < Gy o

En effet, cette inégalité est vérifiée pour #, < a. Supposons qu il existe
un nombre S e (0, a;) tel que pour @, < f on aib
(@ @y 0) < L(@y @y 9) et» n(B, a, 8) =vc(ﬁy a, 7).

On déduirait alors de (53)
‘ B
7(8) < m(8)+ad(6) B+ f e 82, 1 (52— @) dsy

<yL+p+ f Aygsa (33, £ (83— o)) ds, = £(B)

Cest-a-dire u(8) < {(B), contrairement ¥ I’hypothése. L’inégalité (56) est
done - établie.

A
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Or, il résulte des relations (55) et (56) que si 60, (@, a, 6), et par
suite W@y, @ay 5, by), convergent unifcrmément vers zéro par rapport
A4 a, @y, @, 2;. Ncus avons done démontré que les fonctions de la famille
{P1a{E)}axo SCDL équicontinues

En reprenant des raisonnements tout pareils aux préeédents, on
prouve que les fonctions appartenant aux familles {ps(é)}, {Psal)}eso
sont équicontinues.

11 existe done, en vertu du théoréme de Arzeld, des suites uniformé-
ment convergentes {4a,(£)}, Punlé)}y ¢ =1,2, 3, telles que ap—0, n—+oo,
Daprés les formules (44) les limites de ces suites satisfont au systéme (42)
et, par cela méme, la limite de la suite {uq,(£)} est une solulion du pro-
bléme (A).

Ta démonstration du théordme 8 dans les sept cas qui restomt ost
tout & fait analogue; on construit pour chaque eas des familles de fone-
tions convenables %a, Pu, * =1,2,38.

Nous nous occuperons maintenant du probléme d’existence d’une
solution du probléme (A) relatif anx équations de la forme s(@y, @, o)
= (@1, Byy By, %y Pi, Qi) 4,2 5 =1,2,3, i# G tE K §FEL

Nous établirons d’abord le théoréme suivant.

THEOREME 9. 8%
1° les fonetions f(®y, @, @5, Uy Piy Qie)y Gy 4, 6 =1,2,8, 05, j# R, i #£L

sont continues et bornées dans le domaine {@;} € V5 %, Piy G € (— 00, 00),
2° elles vérifient au moins une des conditions

(57) ]f(wly Loy D3y Uy Piy %‘k)"f(wla @y, B3y Uy Piy Qﬂc)l
< gulm, |po—Pi)) + el @e, | Qe Toml)
pour 1=, %, {3 eV; i, Diy iy G € (— 00, 00) €t

 apgu(@, z)gg‘{z,.(m, He@0,a), r=fk, r#l

ol gu(w,#) € /0, a),

3° les fonctions ¢lu(®, 2), guil®w, ) jouissent de la propriété (B) (voir le th. 8),
le probléme (A) relatif aum équations
(58) 8(@yy Wy, @) =1 (0, By g,y U, Piy Gy
admet aw moins une solution de chaque équation.

Démonstration. La démonstration ne sera donnde que dans le
cas ol 1=3, j=2, k=1, 1 =2, r =1, cest-d-dire pour I'équation
(59) 8(@y, By, @) = f(1, By @y, U, Py, o) -

La condition (57) prend ici la forme

(60)  |f{wyy @y B3y U, Doy Q1a) —F (@1 8oy By 4, P, Q)| <
< Gua( ey | Do Ta|) -+ Gas( s, | Q12— Gaal)

e ©
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ot le probléme (A) relatif & I'équation (59) est équivalent au systéme
d’équations intégrales
&1 X3 T3
U (&yy Dy Bs) == P(DBy, Loy Tp) + f ff f(Sn Sy 83y U(81) 82y 83),
000

Ds(S15 825 Sa)y Gaa815 825 ss)) ds,dsydsy
X1 L2
(61) Da(By5 Doy B3) = Yirg( @1, @y, B3) -+ f f f(sli Sy L3y (81, 82y T3),
00

Da(S1y 825 Fs) s GralSay 8, 503)) dsyds,
£
Q1o @y, Doy B3) = Yy @1y By ) + f f(mu @y Sg, Wy, s, s),
]
Da{5 Day Sp)y Gual®yy Day Sa)) ds .

Pour prouver l’existence d'une solution du systéme (61), on définit
pour chaque > 0 les fonctions ., Psa; G124, €0 posant

Ua(yy By B3) = P(0, @, @) Dpowr & <0, (0, 5) elly,
(62) Poal®y, B2, M) = Phy(1, 0,@5) pour <0, (21, 25) I,
Q2 @y 5 Ty D) = Piyan(®r, 2, 0) PO @ <O, (@, %) € ILy

et

x1 Tp T
Uel 1y By Ba) = P (By,y Bay o) + f ff f(su Sy S35 Wal$1— 0ty gy Sg),
600 .
Dsal$15 Sa— @y 85)y G12alS1) Soy 83— a)) ds, s dss ,
1 g

(63) Doaly, gy Ws) = Yp(by, 2, 23) + ff f(su Sy @y UalS1~ 0, Sy Fg),
60

Dsal$15 S2— @, T3) Groal81, Sy By— ‘1)) ds,ds,

3
Giod{ @1y Doy B3) = Yoy (D1, By Fp) + f f(-’”n Bay Sy Ua(Br— @y Doy 83)5
0

Doal@yy Ba— @y S3) 5 Qra1y Tay Sa— a)) ds,

pour (v, &, @) e V.

1l existe ici, de méme que dans le cas du théordme précédent, une
constante K telle que

I'uu(f <K,

pour £eV, a> 0.

Il existe aussi une fonection continue m(f) non décroissante pour
t > 0, paire, m(0) = 0 et vérifiant les relations (43) pour j = 3 ainsi que

[psal£)] < K, leal§)| < K

8
(64) [ aal @0+ Py By Py g Pa) — Ylryag(%1, T2 )] < Zm(hi) s
1=l
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(68)  |f(w 4Py @2t Py Pyt hg, %, ps+ 1, Q1a+la)"‘
2
f(wu“'z;ma’ 1 P35 e |<m (k) +2m Zm(l,)

1=1 =0

pour {ws}, (4 hihtmrag €V, Uy UHF, Dgy Doty they Gatloe (K, K). S
I’on pose M = suplf|, de (62) et (63) il vient

Wa(”ﬁ“ By ma'{‘hzr g+ Fig) — oy @g 3|
M (s a0 -+ [ a1+ [P 25) + Zm(ho

pour @y, o+ hy < ay (Wz.a @3); (g -+ hyy 2+ Ty) elly

(66)  |Dsa(@y s B+ oy ) "_.Paa(m: s @y @)

2

>+{Zm"(ho :

=1

< M (|hy)

pour @) ma%‘hz < by, (fb‘,, @3), (m1+h17 @) éﬂm
a2a( @y, 3, 05+ Fo) — Qusa @y, @y )| < M {hg| -+ 1 (hs)

POUT &y, Ly hy < Ay, (@, 6,) € I, On déduit de la premiére indgalité
de (66) que les fonctions u.(&) sont équicontinues pour a > 0. Il ne reste

done_ qu’h prouver que les fonctions appartenant aux familles {ps(£)} -

et {¢i2a(&)}a>o SONE aussi équicontinues pour a > 0.
Afin de le prouver pour les fonctions ps.(£), a > 0, équicontinues, il
suffit de démontrer, compte tenu de (66) et de l'inégaliié

[Dsa@1 Py y B3 By 3+ hg) — Doy 5 24, )| < |Pocl @y Py B2 Foay @5+ Tig) —
— Poa(y; By By +hs |+ |Psa(yy 225, T+ Fig) — Pael iy, Tay )]
que l’expressmn
(67) Waa®y, Bay 3y By) = |{Pal@yy @ay @5+ g) — Paal1y sy @)
tend uniformément vers zéro par rapport & a, s, 2, #; lovsque hy—0

Pour @, < @y, (@, 25), (@, 5+ hy) € [Tz, Mais, en se basant sur les formules
(63), (45), on trouve

Wia®yy B2, 03, bs) <
&1 g

m(hﬂ +ff lf(sl"gzima’l"hs:“a( S1— 0y szixa‘l‘hn);pau(susz a, W3“| ha)

q1g,,(81,sg,ma+hs—a) f(sl, 32; T35 'u'a(sl ay 83y @) 5 Paal 1, Sa— Bg)y

" GealS1) 8oy By Id31d3a

8i maintenant on désigne par Ty(s;, 8s, &, ks, o) Pexpression sous le signe
intégral, on a
FI

Wia(®1y @y %, hy) < m(hy) + ff Ty(sy, S2y @3, ha, a)ds, ds,

pour (v, £y, 3), (@1, Ty W3+ 13) € V,

Wy, @3, @y ha) = [g(01, 0, @+ Dg) — Yoo @2y 0, @5)| < m(5)
pour @, < 0, (21, %), (%1, 33+ h,) € I 5.
En pxocédmnt ensuite comme dans la démonstration du théoréme 8
et en appliquant successivement les formules (65), (60) et (66), on est
conduit & 'inégalité

(68)

(69) W@y, @, @5, hg) < m(hg) + dy(hg) a0, 25, +-
&1 2 . .
+ ff 912(5'2’ W81y 82— a, 3, hs)) ds,ds,
ol ) 0on
dy(hs) = m (hs) +m[M|ha|“1a2+'m(hs)]’|"m[M [hs] +m (Bs)] .

Par un raisonnement tout pareil & celui qui se rapportait & l'expression
We(®y, @, @3, h;) on prouve, en utilisant les hypothéses faites sur la fone-
tion gip, que Pexpression Wiu(w,, @y, @5, k) tend uniformément vers zéro
par rapport & a, @, @, @3 lorsque hy;—0 et par cela méme les fonctions
de la famille {pg,(£)}aso S0Nt équicontinues.

La démonstration du fait que les fonctions de la famille {gi(£)}a>0
sont équicontinues est tout pareille.

En effet, étant donné (66) ainsi que 1’1négahté

|Q12a(“'1 + gy @y hoy B+ hg) — Guoa®y, Ba, m;,)| < lQ:za(%. +hyy Byt hyy @y Bg)—
- !llaa(fﬂl Fhyy By Py Ba)| - | Qroa{@y + Py Bo Ty B5) — GrooltBy, Bay @)

il ne reste qu’d établir que l’explessmn

(T0)  Wadlwy, @2, @y, by, b)) = |G1oa{y -+ g, mz+h21 ) — ooy B, @5)]

tend uniformément vers zéro par rapport & a, @, 4, %5 PoUr Xy < 0y,
(1y @), (@4 by, @3+ hy) € ITyy lozsque |fy|+ |hy) 0. On déduit de (63)
ot (64)

(71) qu(mu Wy Xz hJ.; 7"2)
Zm hy) +f [74 By + Ty, W+ Fgy 83, Ual®y— -+ by, By Digy S3),

psa(m1+h11 @y ha— y 83), Qoo+ gy Ty + Py, 83— @) —

*f(”l: Bay Sy Ua(By— @y Dy S3) 5 Paal W1y Dy— @, 83), Qraa(By, Byy S3— a))]dsa MRS
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Trexpression sous le signe d’intégration, désignée par To(®y, By Sy By y By, )
admet la limitation
Ty, B3y 83y by hey 0) <
< ‘f(m1+h1; By + gy S5y U@y — @+ Boyy B+ Foy $3); Dualy -+ By Ba+ Py — @, 8),
Qroa(@y+ Ty B+ By 5—a)) —
"‘f(mu Dy, Sa; UalPBy— €, Tay S3) 5 Poal®y, Ta— 0y 83)y Groa(®y Py @o -+ Fioy 83— a))l—l—
+ lf(xu Dy, Sgy Ual By, — 0y Bay S3) 5 Paal B1y B2 — @y 83)y Grza(®y 4 Ny y @4 Poy 83— a)) —
“‘f(d"u @y, S5, Ual@y— @, By, S3), Daa(Byy Ba— Oy Sg) 5 Groa(Pyy Doy S3— a))] .

Bn vertu des formules (65), (66) et (60), il vient

(72) To(@y, #ay 83, hay hay a)<d3(1L1,h2)+Q23(83, Woo(@yy @ay S5 aty by, hz))
olt

2 2
ol Tg) = 3 m(h) +m M (|t + (o] ay ag) + ) m ()] +
P=1 =1

+m[ I ([hy] gy + b ay) + zm(hx)] :

Mais les relations (70), (71), (72) donnent
2

(73)  Wodltry, @, @5y by, bg) < Zm(ht) + dal by Bp) 2+

i=1
s
+f gza(saywia(wn-’”z:ss“a:huhz))dsa
o

POUr (1, @y, s}y (®y+hyy Dy by, #3--1g) €V ainsi que

2
Waalty, @y @5, by o) < D miky)  powr @, <0,

i1
(wy, @), (@14 Py,y Byt ho) €11,

Si ’on pose
7o(@s) = NaBay ¢y 8) = SUP { Wy, Loy @5, 1y hz)l ’
(@1, @63) 5 (B + Py Byt ho) € Ig, [By| + [ho| < 6}
on trouve

pour T K G

E2)
1a(a) < 2m(8) +dy (8, )@+ [ Gufsy M(ss— ) dsy  powr 0 <y < g
0

et
2

(@) < D m(hy)  pour

i=1

2, <O

En poursuivant un raisonnement analogue & celui de la démonstra-
tion du théoréme 8, on constate que 1’expression Wy, @, %3, by, he)

icm
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converge uniformément vers zéro par rapport & a,m, o, s lorsque
[y| + o] =0, ce qui prouve gque les fonctions de la famille {g122(8) a0
sont équicontinues.

De ce qui précéde, ainsi que du théoréme de Arzeld on conelut
quil existe des suites uniformément convergents {we,(8)}, {Pae,(E)},
{¢12,(£)} telles que ay—0 lorsque nm—oco. Or, il résulte des relations (63)
que les limites de ces suites satisfont au systdme (61) et la limite de la
suite {u.,(£)} est une solution du probléme (A).

Ainsi la démonstration du théoréme 9 est terminée pour le cas con-
sidéré; dans les autres cas elle se powrsuit d’une maniére analogue.

Il est & remarquer que la condition (B) des théordmes 8 et 9 peut
&tre remplacée par la suivante:

(By) la fonction g(@,2) e G'(0, a) jouit de la propriété: pour tout y > 0

il existe une fonction & (2) = (=, y) satisfaisant & l'équation

.

d(@) = y(1+a)+ [ glt, D) at

0

pour 0<Le<a

et telle que limd (%, y) = 0, la convergence étant uniforme par rapport
p—0
A @ed0,a).

On voit bien que la condition (B,) entraine la condition (B).
Pour le constater il suffit de montrer que 1’inégalité

(74) Ewy a,y) <dw,7)

a liew powr # € {0, ay, y <'y. En effet, il régulte de la définition de (2, «, )
que D’inégalité (74) est vérifide pour 0 <o < a. Supposons qu’il existe
un nombre f € (0, a) tel que pouwr 0 < o < f Vinégalité (74) soit vérifide,
tandis que pour f on ait

S(B, @, y) = P(f, y).
On aurait alors
B

tBya,y) =y(L+B)+ [ gls, Cls—a)ds
[

B
<GB+ [ gls, (s, 7)) ds = B(8,7),

*ost--dire
By ayy)<d(B,7).

La contradiction gui en résulterait prouve la validité de la formule (74).

Les problémes relatifs & lexistence et I'unicité des solutions du
PEobléme (A) dans d’autres cas qui n’ont pas été traités ici, ainsi que les
problémes relatifs & 1’équation (1) d’un ordre supérieur au troisiéme,
feront Pobjet d’un nouveau mémoire.
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