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fonction de Green de ce domaine avec un pdle & linfini. La nature des
fonetions extrémales a(2, B, |pq|), ¢(2, B, |pql) et h(z, B, |pq]) dans un
espace cartésien quelconque sera étudiée dans une note prochaine.
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Probléme aux limites aux dérivées tangentielles pour
I’équation parabolique dans une région non bornée

par M. TRYJARSKA (Warszawa)

Le probléme aux limites aux dérivées tangentielles pour I’équation
du type parabolique de la forme:
n

n
N _ 0%u o _ ou
D(w) u!g::l Aap (4,1) am‘aawﬂ + a=§1 b.(4,1) 9a, +e(4, t)u t

ou Ou ou
IF(A”’ % 5y’ By a‘)
1 2 n

a été posé et résolu par W. Pogorzelski [2] dans une région bornée 4 n
dimensions et dans un intervalle fini de temps #.

Le sujet de ce travail est le méme probléme aux limites pour
1’équation:
(1) Diw) =F(4,t,u)

dans une région non bornée 2, située & 'extérienr d’une certaine surface
fermée S et pour un intervalle fini de la variable ¢. Sur la surface § on
définit ¢ champs de directions tangentielles:

V{S‘g)}i {8}, ..., (B} (PeS, 1 <g<n—1).

11 g’agit de déterminer une telle fonction u(4,1?) qui:
10 vérifie équation (1) en tout point intérieur du domaine:

(2) AeR, te(0,T);
20 vérifie la condition initiale:
(3) limu(d,$) =0
a0

en tout point intérievir 4 eQ;
30 satisfait & une condition limite aux dérivées tangentielles de la
forme:

du
(4) d_TI: +g(P, tyu(P,t) = G[P,t, u(P, 1), “SP(I)(P’ 1)y ey u,,l,(q)(P, )]
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en tout point intérieur du domaine PeS, t¢(0,T), ou

du
= li Gop(A, 1 N, 4,1
T ~im 2 p(4 1) 008 (Np, @) g, (4, 1)

est la dérivée, dite transversale, de la fonction u relativement au point P
de la surface S.
Nous admettons les hypothéses suivantes:

n
(I) La forme quadratique >
a, 1

a4, 1) X, X, est définie positive dans

le domaine (2) et il existe une constante positive & telle que:

w

(5) jauﬁA XX, >k D) X0

a,f=1 as=1

(IX) Les fonctions réelles a,(4, t) sont définies dang le domaine
fermé:

(6) AecR+8, 1e<0,T>
et vérifient une condition de Holder de la forme:
(7) lGus (A, 1) — o (Ay, 1)] < Tig[|A A" [1—1,"].

(III) Les fonctions réelles b,(A,1t) et c{4,?) sont définies et con-
tinues dans le domaine fermé (6) et vérifient les conditions de Holder:

(8) 1ba(d, ) —bu(As, 1) <TylAAL",  lo(d,t)—o(dy, )] < T]dd, "

(IV) La fonction réelle F(A, t, u) est définie et continue dans la région
fermée:

9) AeQ+8, te(0, Ty, |u <R
et vérifie dans cette région la condition de Holder:

(10) 1B (4, by %) —F (Ay,y 1y )| < Tp[|A4,)"F+ Ju— V7],

De plus on suppose que Pintégrale:
(101 fff IF (4,1, u)|dd

est uniformément convergente dans la région Q et bornée pour £e<0, T
et |u| < R.
(V) La fonction réelle G(P,1, u,, Uy .

-y %g) est définie et continue
dans le domaine:

Pef, 10, T>, |u|<R r=0,1,...,9
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et elle vérifie la condition de Holder:
(11) |G, 1y ug, tyy .oy ) —G(Pyy T, "”':7 '”/:1‘(: '”';)l

< g [IPPA+ iy — "6 +Z fu,—a2f]].

(VI) La fonction réelle g(P,t) est définie dans Ia région PeS,
te{0, T, continue par rapport & la variable ¢ et elle vérifie la condition
de Holder:

(12) lg(P, )~ g(Py, 1)] < Ryl PPyJ".

(VII) La surface S vérifie les conditions suivantes, dites de Lia-
pounoff: 1) Il existe un plan tangent en tout point de la surface S,
2) L'angle vpq entre deux normales & la surface S aux points arbitraires P
et Q de cette surface vérifie inégalité:

(13) vpg < const | PQ["E.

3) Il existe un nombre positif ¢ tel que la sphére K, de rayon ¢ et de centre
en un point arbitraire P de la surface S découpe une portion Sk, de cette
surface dont la projection orthogonale sur le plan tangent en P est un
ensemble de points qui correspondent d'une fagon biunivoque aux points
de la portion Sk,.

(VIIT) L’angle entre deux directions du méme champ correspondant
aux deux points P et @ de la surface S vérifie nune condition de la forme:
(14) (8, 58) < const|PQI™  (y=1,2,...,9).

Dans les hypothéses (II)-(VIII) les coefficients k,, ky, k., kr, ke, &,
sont des constantes positives et &, &', hp, by, kg, b, by, bz, hs sont des
constantes positives non supérieures & l'unité.

Nous allons chercher la solution du probléme sous forme d’une somme:

13
(15)  w(4,1) :MMA,t;Q,r>¢(Q,r>der+

i
~[[[[T(4,t; B, F.(B,,u(B,r)]dBdx
0 Q

d’un potentiel de simple couche de densité inconnue p(Q, v) et d’un poten-
tiel de charge spatiale de densité:
F (B, 7,u) = (B, 7)F(B, 7, %),

ol
Yaet[a® (B, )|

@Vmy
et ot Ion a désigné par a” les éléments de la matrice inverse de la
maitrice [a,4].

M(By7) = —
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La fonection I" figurant dans 1’prressi0n (1b) est une sgolution fonda-
mentale de 'équation homogeéne: D(u) = 0 (voir [1]) et elle a la forme
suivante:

(16) TI'(4,t; B, ) = wB(4,1; B, 7)+

+ffffwM"(A,t; M, 0)®B(M, ¢ B, v)AM
0o B

oli:
ML
ar) (A, B) = 3 0 (M, ) (2, &) (05— &5).

a,f=1

Les fonctions a.4(4,1), b,(4,t) et ¢(4,t) sont prolongées sur tout l'es-
pace B d'une fagon arbitraire, mais sous la condition de satisfaire aux
suppositions (5), (7) et (8). La fonction &, figurant sous le signe d’intégra-
tion dans I'égquation (16), est une solution de ’éguation intégrale:

(18)  D(4,t; B, )

=f(A,t;B,r)+ljfffN(A,t; M, ) P(M, 5B, v)AMds
ot r B
f(4,1; B, 1) = AN(4,1; B, 1),
() N(4,t;B,1) = (B, ) D[wPH (4, t; B,7)], 1= —(2V=)™.

L’équation intégrale (18) est doublement singulidre, puisque la région
@’intégration est non bornée et le noyau N n’est pas borné. Mais on peut
démontrer qu'il existe une solution de I’équation (18) grice aux inégalités

(voir [3)):
const (¢— g) AL | A M|

20 NA,u; M
OO MO < T

dont la premidre est vraie, si la distance |AM| des points 4 et M de
Tespace E.ne dépasse pas un nombre g, arbitrairement fixé, la seconde
pour une digtance |4M| plus grande que g,. Les exposants h*, g, et u,

vérifient les conditions:
B =min(h, 28), g e(1—R*2,1), s >0.

En revenant & Iéquation (1), nous allong profiter du fait que la densité
de simple couche dans V'expression (15) n’est pas déterminée et nous
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demanderons que la fonction (15) vérifie la condition limite (3). Nous
aurons I’équation suivante:

(21) ffff{——[r(P # B, v)1+4(P, t)r(P,t;B,x)}x

x F,[B, v, u(B, 7)]dBdr+ 5%%% +
3

+fff{"—m1° 9, 01+g(P, )P, 49, )}qD(Q, )dQdx

= G[P,t, u(P, 1), 'M/sP(l)(P, 1)y .eny uep(q)(Pa t)]
ot on a posé

(22)  Uspiy (P, 1) ffff o (Pt B, D FL[B, 7, w(B, 7)]dBdv+

+fff TP, @, 7)90(@, DdQdr  (y =1,2,...,9).

La seconde des intégrales du second membre de I’équation (22) est forte-
ment singuliére. Supposons done que la fonetion ¢ (2P, t) vérifie la condition
de Holder:

lp(P, 8)—@(P1, )] <&, |PPy*, h,e(0, 1),
suffisante pour que cette intégrale existe (voir [5]).

Le probléme se rameéne & la résolution du systéme d’équations
intégro-différentielles (15) et (21) & deux fonctions inconnues: u(4, i)
dans la région [2;(0,T)] et ¢(P,t) dans la région [S;(0,T)]. Nous
démontrerons l'existence de la solution du systeme en appliquant le thé-
oréme topologique de J. Schauder [4].

Soit done un espace fonetiomnel ¢ composé de tous les couples
[u(4,1); (P, t)] de fonctions continues, réelles et définies: la premidre
dans la région [2+48;0 <t << T], la seconde dans la région [PeS;

0 <t T
On définit la somme de deux points:
Ui [%y; 9114 Us[te, o] = U[%1+ s, @1+ 9],

le produit dun point U par le nombre réel w:

oUlu, p] = Ulow, op]
la norme d’un point U par la formule:

IOl = sup|u(4, t)|+suplp(P, 1))
et la distance de deux points:
8(U, V) =|U-7I.
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Llespace qui vient d’étre défini est un espace de Banach; on vérifie
aisément qu’il est linéaire, normé et complet.

Considérons maintenant dans l'espace ¢ l'ensemble Z de tous leg
points U[u(4,t); (P, t)] vérifiant les conditions suivantes:

(28) (4,0l <R, |pP,0) <o, |p(P,1)—@(Py, i) <k, PP

R étant un nombre positif donné, figurant dans les conditions relatives
aux fonctions F' et &, ¢ et k, étant deux constantes positives non fixées
pour Pinstant, l'exposant k, pouvant étre fixé dans l'intervalle (0, 1).
L’ensemble Z est fermé en vertu des conditions (23) et il est con-
vexe, puisque tout point du segment qui joint les points arbitraires U,
et U, de l’ensemble Z appartient & cet ensemble.
Transformons maintenant ’ensemble Z par les relations suivantes:

v(d, ) =fffr<A,t;Q,rw(Q,r)derJr
[

+f”ff<A"5Bﬂ>F1EB,r,u(B,mdBdr,
0 Q2

(P, 1)
S TRT- T
t
d
[ [[lag e, 50,40, 018, 6.0, 9} ve, nagas
i
d
=~ [ [[[ (i s B o, 012,15 3, e ¢
] P
XF[B, v, w(B,v)]dBdr+
. +@[P,t,0(P,1), Tpmy (P 1), Tspey(Py )y <0 vy Topiay (P 5 1)y
ou .
1
(25)  Tgpyy = ffffrspmw,z; B,7)F.[B, 7, u(B, 7)]dBdr+
0 Q

i
+f£f1’sp(y)(P,i;Q,r)fP(Q,r)der (y=1,2,...,9).

Toutes les fonetions v(4, 1) sont bornées et continues dans Ia région
[Q4 850, T>]. La fonction v(P,1) est une solution de ’équation simgu-
ligre de Volterra du type:

t
(26) vPyt)=[[[M(P,4Q,7)p(@Q, ) dQds+h(P, 1),
[
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dont le noyau M a pour expression:
d
(27) JI(P} 1;Q,1) = “)ln(Pz t){ﬁ; [I(P,t;Q, 7)1+9(P, DIrP,t;Q, T)}
et la fonetion donnéde h(P,t) est de la forme:
t -
(28) WP, =— [ [[[M(P,t;B,)F.[B, 7, u(B, 1)]dBdr+
0 2

+ 22, (P, )G[P, 1, 0(P, 1), Topy (P, 1), ..., Uspig (P, 1)].
L’équation (26) admet une seule solution donnée par la formule de Volterra:

t
(29) ¥(P,t) = L(P, O+ [ [ [P, 49, )h(Q, 7)dQdx,
08

ol le noyau résolvant M est la somme de la série:

MP, 4@, 1) =_§;lple(P;t§ Q, 1)

=0
et les noyaux itérés s’expriment par la formule:

(30)

i
(31) Mpi(P,t;Q,7) = [ [ [M(P,;11,0) M,(IT,0;0,7)dl1d0 (My=11).
T S

Pour démontrer la convergence absolue des intégrales figurant dans les
expressions (26) et (31) et celle de la série (30), nous nous appuyons sur
les limitations suivantes (voir [3]), pour les valeurs absolues de la fonction r,
donnée par les formules (16), et de sa dérivée transversale:

a(l—7) PRI s |PQ| < a,

32 I'(P,t; 9, < s .
©2) o ¢ lCz(t—T)“'“‘!PQ[_n_"'2 si [PQ| > g,

L | _[d—n Pt 5 |PQ| < g
(33) | I(P,43Q,0) <t , . . -
aTp eyt pg ik i [PQ| > g

olt les nombres u;, u, et g, sont les mémes que dans les inégalités, (20)
%y = min(h*, hz) et  ure(l—n/2,1).

On voit aisément, d’aprés les limitations (32) et (33), que le noyau M

admet une singularité faible, puisqu’il vérifie linégalité:

(34) (P, 15Q, 7)| < o(t—n)d|PQ| 1+,

done: n-+1—2u; — %, < n—1. On peut de méme démontrer que la fone-

tion A (P, t) est bornée et que la série (30) est uniformément et absolument
convergente.

Les relations (24) font correspondre & un point U[u, ¢] de I’ensemble
Z un point V[v,y] de lensemble Z*. Nous allons maintenant trouver
les conditions pour que l’ensemble Z* fasse partie de l’ensemble Z.
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En g'appuyant sur les inégalités (32) on a, d’aprés la premidre deg
équations du systéme (24), la limitation suivante:

(35) lo(d, )] < (@ T 4 6, T2) o (a4 T 71+ a, T 12) M,

ol &y, 4y, a3 ¢t a, sont des constantes positives indépendantes des fone-

tions ¥, ¢ et de T, My étant la borne supérieure de la fonetion F. De
méme, d’aprés l'équation (26), nous obtenons l'inégalité suivante:

(36)  Ip(P, )] < [ 2mysy (b T+ by T H2) M 1 sup i (P, 1)
ot ,
sy = sup[ [ [[ 1P, 4;Q, v dQds|, m, = sup|4(Q, 7)),
[

b, et b, étant deux constantes positives indépendantes de 7' et de M.
I1 faut encore démontrer que la fonction y(P, t) vérifie la méme condition
de Holder que la fonction ¢ (P, ?). En partant de la seconde équation du
gystéme (24) on peut écrire l'inégalité:

BT |p(Py ) —p(P, )] <k I, (P, 8)~1(Py, t)]+
Flo| Iy (P, 1) — I3 (Py, 1)+ ks |G(P, 1) — G(Py, 1)},
ol ,
(38) L(Pyt) = [ [[ M(P, 4@, )v(@, v)dQdr,
0 S
t
(38") I(P, )= [ [[[ M(P,t B, ©)F,[B, v, u(B, v)]dBdr

et %y, ks, ks, sont des constantes positives.
Nous nous appuyerons sur les théorémes (voir [3]) relatifs au
potentiel de simple couche:
i .
Vi, 1) = Sfl’(A,t;Q,r)w(Q,r)der
et & 1intégrale: '

i
* d
v = [ [f g 50,90, Dagas

vérifiant dans tout Lespace les inégalités:
(39)
(40)

V4, )=V (4, 1) < const sup [y| [[44,) + |t —1,"],
[V*(P, 1) —V*(Py, t;)] < const sup|y| [|[PP|*1 + [t —t,["1/]

sous la supposition que la densité v(Q, 7) est bornée et intégrable dans le
domaine [§; (0, T)]. Les exposants & et &' appartiennent & l’intervalle
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(0, 1), %, est le nombre figurant dans Iinégalité (33). Or, nous constatons
que lintégrale (38) vérifie la condition de Holder:

(41) (P, )T (P1, §)] < const sup [y]|PPy["e
si Pexposant h, vérifie la condition:
by <1,

4
(42) %, = min(h*, hz).

0<h,<

De méme, on peut démontrer que lintégrale (38") vérifie P’inégalité
(43) Ho(P, )~ I,(Py, )| < const sup |F| | PP, [,

ou Pexposant h, est défini par la condition (42), en profitant du théordme
suivant (voir [3]):

8i la fonction (B, 1) est bornée dans la région [ 2, (0, T)] et intégrable
dans chaque partic mesurable de cette région, Dintégrale:

i
W(4,t) = [ [[[I'(4,t; B,7)e(B, v)dBix
0 Q2

vérifie dans tout Vespace E les inégalités:
(44) (W (4, 1) —W (4, 4)] < const sup |g| [A4,"+ [t—2,]"],
(447) [ Wo (4, ) —Wa,(4;, 1,)] < const sup|o|[|44, "+ [t—1,]"].

1l ne nous reste qu’s chercher la condition de Holder pour la fonection
donnée G(P,1, uy, Uy, ..., %), dans laquelle on a substitud:

%y = v(P, 1), Uy = Uspp) (Py8) (¥ =1,2,...,¢q)

et ol les fonetions (P, t), exprimées par la formule (22) peuvent
étre décomposées de la manitre suivante:

11
gy (P 1) = f {g [ Lo (P, t; B, ©) F,[B, 7, u(B, 7)]dBdv—+
t
+ [P, ) [[ Topn (P, £5Q, ) 2Q) dr+
0 8

2
+[ [[ Topn (1 45,@, 1) [0(Q, ) — o (P, 1)]dQ &
[

En g’appuyant sur les inégalités (voir [3]):
const(t— )M |PB|™" 1+ g
const(t— 7)2 | PB|™" 172 si

[PB| < e,

45) I, (P,t; B
(45) 5p(Py 15 5T)|<{ |PB| > oo,

(46) | [[ TP, 4@, 7)9(@, )3Q| < constt—=|~,
S
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olt ne(l—y/2,1), x = min(h, h,, kz), nous pouvons écrire:
[ty (P 5 8)] < up | B (Bt ™14 by #1772) - byt "sup || + byt "1k,

by, by, by et by ébant des constantes positives. Or, la fonetion G sera définie
et ¢ontinue par rapport & toubes ses variables, si les constantes o et
satisfont aux conditions:

(0, T4 0, T ) ot (@ T -0, T 2) My < R,

(by T4 By T+2) M4 by T+ 5,11k, < R.
Dlaprés les inégalités (39) et (44), la fonetion v(4, #) véritie la condition:
(48) ({4, ) —v(Ay, 8)] < (A Mp+dyo) [|A4; "+ [1—1,""].

La dérivée tangentielle du potenticl de simple couche satisfait dans tout
Pespace & l'inégalité suivante (voir [27):

P

(47)

(49) [Vep(P, O=Vep (Pr,8)] < (6;5up |¢| -+ ¢, k) | PP, e
dans le cas ol
(50) hy < min(h*, ks, 2hz).

Il en décounle la condition suivante:
(51)  Ittapty (P 8) = Usp, () (P, ¥)] < i M |PP|*+ (d 0+ dy ) | PP,y "
En rapprochant les inégalités (11), (48) et (51) nous obtenons pour la
fonction G la condition de Holder suivante:
(52) |@[P,¢, (P, 1), usP(l)(-Py 1), Usp2) (,P7 1)y ey usl:(q)(Py )] —
=G [Py, 1, v(Py, t)usP»l(l) (Py, 1), “’spl(z)(Pu )y ..., uspl(q) (P, 8)])
< kglIPPy " 4 (@, Mp+ dy 0) ]| PP, [0 gd, M | PP, |’ +
+a(dy 0+ dsk,) | PP,
S ho UL+ (dy M+ dy 0%+ dy Mp+ dy 0+ ds T, ] | PP, o,
ol les coefficients d,, d,, .. ., @ sont des constantes positives indépen-
dantes des fonctions F et @ et ol I'on suppose que I'exposant A}, vérifiant
les inégalités (42) et (50), satisfait encore 3 la condition:
(53) by < min (hg, he) < 1.
Quant & linégalité (37), grace aux relations (41), (43) et (52) nous
Pouvons désormais écrire la condition suivante:
lp(P, )—y(Py, 1)| < {er 2. Mp+ kg[14 (esMp+c, Q)hya‘f‘ESMF"‘
: + @+6776¢]} |PP11h¢7

ol les constantes positives ¢, (» = 1,2,...,7) ne dépendent pas des fone-
tions F et G.

E.‘(‘l Tapprochant les résultats (35), (36) et (52) nous voyons que tous
les points Ulu, ] appartenant i Uensemble Z sont transformés par
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Popération (24) en points V[v, ] qui appartiennent anssi & Iensemble Z ,
si les constantes du probléme vérifient les inégalités sumivantes:

(@ T4 6, T2) g4 (ay TV 1+ 0, T2 ) M, < R,

(54) (1 2masg) (b1 T "1 4- b, TH2) Mp+ M) < o,

10+ Mptke[1+ (Boo +8,Mp)"% 46 Mp+86 0+ &, < k-
Llexposant h, doit simultanément vérifier les conditions (42), (50) et (53).
Nous allons démontrer la continuité de Lopération (24) dans Pespace
fonetionnel €. Si une suite arbitraire de points U,[u,(4, 1); @.(P,1)]
de Tensemble Z tend vers le point Ulu(4,1); o(P,1)], c'est-d-dire si:

lim 577, U,] = lim [sup |u—u,|+sup |p—g,|] = 0,

la suite V,[v,(4,1); v (P,1)] de points de lespace ¢ correspondant

aux points U, par les relations (24) tend vers le point V[ (4., t); w(P, )]

qui correspond par les relations (24) au point U ce qu’on peut écrire:
lim §[V, ¥,] = lim [sup jv—o,|+-sup |p—p,|] = 0.

Il suffit d’étudier Pexpression |J5(P, t)—J5(P, #)|, ot

i
(85) TP, 1) = [ [ [ Ty (P, 15 Q, 1)0(Q, 7)dQdr,
0 8

4
(56) T3P, 1) = [ [[ Top(P, 8 Q, 19,(Q, 7)dQ dv
0 s

puisque pour toutes les. autres intégrales, dont il y est question, il est
facile de démontrer que leurs différences convergent uniformément vers
zéro.

Soit une sphére K, centrée au point P et de rayon r(g) dépendant
d’un nombre positif £ Il suffit d’étudier la convergence des intégrales
JSe(P, 1) étendues & la portion 8, de la surface S située 4 Lintérieur de la
sphére K,. Décomposons les intégrales I%(P, 1) et ISP, 1) de la fagon
suivante:

1
TP, 1) = [ [[ T (P, 15 Q, D) [0(Q, 1) — (P, )1dQdr+
0 S, .
t
+ [ (22, 0) [ ] Topen(P1 45, 12Q)dw = TP, 0+ T (2, 1),
0 S,
3
TP, 1) = [ [ [ Ty (P, 15 Q, ) [@(Q, ) — @ (P, 7)1dQdlr+
(A

4
+ [, ) [ [ Topen (P 45.Q, 1)aQ|dr = T55,(P, )+ IS5, (P, ).
0 Sg
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Nous admettons pour la dérivée tangentielle de la fonetion I' 1a
premiére des inégalités (45), puisque |PQ| < g,. En tenant compte de ce
que les fonctions ¢, vérifient la condition de Holder avec Pexposant By,
nous pouvons écrire 1'inégalité:

ap (P 15 @, 1) [9(Q, 7)— (P, 7)]] < const (t— 7)™ |PQ| ™" 2ty

qui agsure la convergence uniforme et absolue des intégrales Jﬁﬂ), (P,1),
¢’est-i-dire on peut faire correspondre & tout nombre positif ¢ le rayon
7(e) de la sphére K, de telle sorte qu’on aiti:

(87) TG (P, 0] < efd et |THP, 1) < sfd.

En vertu de l'inégalité (46), qui assure la convergence des intégrales
dJ g‘), (P, 1), on peut faire correspondre au nombre ¢, déja fixé, un indice »
tel qu’'on ait:

(58) T (Py )= T (P, )] <ef2 s
En rapprochant les résultats (57) et (B8) nous concluons que:
lim|J, (P, t)—J (P, t)] = 0.

2

Y > Y.

Pour prouver que I'ensemble Z* transformé de D’engemble Z par les
relations (24) est compact, nous profiterons de la définition de compacité
d’un ensemble: '

Un ensemble de points dans un espace fonctionnel est compact, si
Pon peut extraire de toute suite de points de I’ensemble donné une suite
partielle convergente.

Considérons une suite quelconque de vpoints V,[v,(4,#); (P, )]
choisis dans l'ensemble Z*. Bn vertu des relations (24) les fonctions
2,(4,1) et v,(P,t) sexpriment par les intégrales suivantes:

4
Ioy(4,t) = [ [[[I(4,1; B, ) F,[B, v, %,(B, v)]dBdx,
0 0

LBy t) = [ [[[ M(P,4; B, ) F,[B, 7, u,(B, 1)]dBdx,
0 Q

(59) .
Ig(d,t) = [ [[ (4,40, 7)0,Q, r)dQdr,
08
¢
Ig(Pyt) = [ [[ M(P,1;,7)9,(9, v)dQdr.
08

Choisissons dans la région Q,, limitée par la surface 8, an point O
arbitrairement fixé. Nous allons prouver que lintégrale I,(4,1) tend
uniformément vers zéro, si la distance |0.A| tend vers l'infini. Considérons
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une sphére K, cenfrée au point 0, de rayon }|0A4| et décomposons
Pintégrale Iy, (4,1) en une somme d’intégrales suivantes:

(60) Top (4, ) = T (4, )+ I§, (4, 1)
ol K’ est 1a portion commune de la région ©Q et de la sphére K; Q' est
une région située & 'extérieur de la sphére K. Sile point B appartient & la

région K’ (|AB| > }|0A|), nous pouvons profiter de la seconde des iné-
galités (32) et écrive pour la fonetion I' la limitation suivante:

oM, (£ — T

IT(4,1; B, )| < 04

(BeX')
et pour Pintégrale:

oM, Mm, T 0,

A1) -
II(l)v( ;)] n(1+u2)1OA|2"2 ’

(14 pa) - |OA P22

2222 g, M, T 14 fff

ot w, =2(Vx V*[I'(3n) est Paire de la surface d’une sphére & = dimen-
siong et de rayon un. Il en résulte inégalité:
(61) Hap(4,8)] < ef12
si la distance [0A| satisfait & la condition:
3:22+2 0, M, 0, THH2 M2
ne(L+ po) ]

Powr étudier Pintégrale étendue & la région €," déerivons du
point A comme centre une sphére &, de rayon ., tel que la valeur absolue
de l’intégrale If‘f)v(A, t) ne dépasse pas le nombre ¢/12. On a done:

(¢ —nombre positif quelconque)

[04] >[ = R'(z).

I (4, 9] <

0y Mpm, T fff aB ¢, M gm, TV o, ¥21 < &
1—wm % |4 B[*~* 2p1(1— pa) 12

8i
pre(l—pq)

12
S EEER
. 6¢, Mpm, o, T4

Quant 4 Pintégrale I‘g;;"e (4, 1), remarquons que la fonetion I' vérifie dans
la région Q'—k, linégalité

(4,13 B, 7)] <e,(i—7)2|AB|™" %,

ol la constante ¢, dépend du rayon 7, et ne dépend pas du point 4. Il
en résulte la limitation suivante:

, GSTH—M
Gy (4, )] <

\W SUI)Z[’L!]F[B, 7, u(B, 7)]|dB.
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Or, grace & 'hypothése (10'), il existe un nombre R (s) assez grand pour
qu’on ait:

(62) [I&7%(4, )] < efi2 si 04| =R (s).

I1 résulte des conditions (61) et (62) que Vintégrale I, (4,1) est infé-
rieure & ef4, 5i lo point A est sitmé & Pextéricur de la sphére de rayon

R, = max[R' (s), R (¢)].

En ce qui concerne la troisidme des intégrales (59), étendue & une surface
bornée §, il est évident qu’elle tend uniformément vers zéro si la, distance
04| tend vers Dinfini.

Finalement, nous congtatons qu’on peut faire correspondre au
nombre ¢ un nombre E, (au moins égal & ,) tel qu'on ait simultanément:

Hap (4, 0] < efd et [Lg(d,8)] <efd 81 |OA] =R,
Il en résulte que 1'inégalité:
0,04, )] < &2

o8t vérifie pour tout indice », si le point 4 est situé i Dextérieur de la
sphére 17, centrée aw point O et de rayon R,. A Pintérieur de la sphére /7,
toutes les fonetions v,(4, ) et v,(P, t) sont bornées dans leur ensemble
et équicontinues, car elles vérifient des conditions de Holder par rapport
- & leurs variables. On peut donc appliquer le théoréme d’Arzeld dans la
sphére I7,, c’est-a-dire on peut extraire d™une suite V,[v,(4, 1), ¢,(P,1)]
de points de lensemble Z* une suite Vi, de points telle qu’on aif:

Ok (45 1) — 03, (A, 0)] < &2 €6y, (P, 0) =y, (P, )] < £/2

si m,n >N, A ell,, 0 <t <1, 8ile point 4 appartient » la région
E—FK, la condition |v,(4,1)] < /2 est vérifibe pour toutes les fonctions
de la guite V,.

En somme nous concluons que:

Vit — Ve, ll = sup |, (4, 1) — vy, (4, 1)] 4 sup

/'/)lcm(ljv t)‘W/r,l([Jy D <e

8i m,n >N,, ce qui signifie que la suite Vi, et convergento au sens
de la norme, puisque l'espace ¢ est complet. Tl en régulte, d’apréy la
définition de la compacité d*un ensemble, que ensemble Z* et <:dxnpzwt.

Toutes les conditions du théoréme de Schauder étant vérifides, nous
concluons quil existe un point U*[u*(4, t); ¢*(P, )] de lengemble Z,
mva;rlant par rapport & la transformation (24). Les fonctions u*(4,1)
et ¢ (P, 1), définies et continues dans les régions [2; (0,1)] et [S;(0,T)],
vérifient le systéme d’équations (15)-(21). La fonction fu*h(/l, 'i) :astyune
solution du probléme aux limites proposé, puisque:

icm

Probléme awx limites auw dérivées tangentielles 233

10 1a fonction F[4,t, w*(4,1)] vérifie la condition de Holder par
rapport au point A et elle est continue par rapport & la variable ¢, done la
fonetion w*(4,1) vérifie ’équation (1) en tout point intérieur A pour
0 <t < T

20 1g, fonction u*(4,t) vérifie la condition initiale (3);

30 1a fonction u* (4, t) vérifie la condition aux limites (4).

Nous pouvons done énoncer le théoréme suivant:

THEOREME. Si les coefficients de Véquation (1), les fonetions F, @, g
et la surface fermée S vérifient les conditions (I)-(VIL), si les q champs de
directions {83} sur la surface S vérifient les conditions (14) et si, de plus
les constantes du probléme vérifient les conditions (54), il existe dans la
région [AeQ; 0 <t < T au moins une fonction w(4, 1), vérifiant en tout
point intériewr de cetie région Déquation (1), la condition initiale (3) et la
condition limite (4).

Le sujet du présent travail m’a été suggéré par M. W. Pogorzelski.

A

Je tiens & lui exprimer ici ma plus vive gratitude.
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