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SUR DEUX GENRES D'ESPACEHS COMPLETS

PAR

A. LELEK (WROCLAW)

Knaster [1] a attiré 1’attention sur l'existence de deux genres topo-
logiquement distinets d’espaces complets (dits aussi G5 absolus ou G5 dans
un espace compact), ¢'est-d-dire qui sont homéomorphes & des espaces
métriques complets.

I a appelé un espace complet X de I genre ([1], p. 264) lorsqu’il
exigte une homéomorphie de X en sous-ensemble d'un espace Y compact,
h: X - ¥, telle que

2

1° X)) = () G,

=1

2 dimPFr(6) < dim X,

oll @; est un ensemble ouvert dans Y pour tout ¢ =1, 2,... Un espace
complet X est de IT genre lorsqu’il ne se laisse pas représenter de cette
fagon.

g désignant le segment 0 <L w <1 de nombres réels et <) I’ensemble
des nombres irrationnels de 9, Knaster a montré, entre autres, que le
produit cartésien 9 x T est un espace complet de II genre ([1], p. 263-264)
et posé la question s'il en est de méme des espaces W X 9" pour tout n >1
([1], p- 267, 8°). La réponse est affirmative en vertu du théoréme 3 qui
va suivre (voir p. 34, corollaire).

Le but de cette communication est de le démontrer et d’envisager
quelques problémes qui s’y rattachent.

1. Compactification. Appelons compactification d'un espace topolo-
gique X toute homéomorphie k,: X — X, ot X est un espace compact
tel que hy(X) est dense dans lui.

TEROREME 1. Pour quun espace complet X de dimension finie soii
de I genre, il fauwt et 41 suffit qu'il ewiste une compactification he: X —X
telle que dim[X —h,(X)] < dim X.
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Démonstration. En admettant L'existence d'une telle compactifi-
cation h, et X étant complet, 'image h,(X) est complet, donc un Gy dans

X ([2], p- 337), done de la forme h,(X) = (N G;, ol G; est ouvert dans X
i1

pour i =1,2,... On a par conséquent Fr(&;) = G;—6G; C X —h(X),
d’ott dimFr(F;) < dim[X—h(X)] < dimX en vertu de I’hypothése
sur h,. On a aingi 1° et 2°; la condition est donc suffisante pour que X
soit de I genre.

Réciproquement, en admettant que X est de I genre, les conditions
1° et 2° sont satisfaites pour un espace compact Y, une homéomorphie
h: X - Y et une suite ¢, Gy, ... d’ensembles ouvertes dans Y. Posons
he =h et X = h(X) (fermeture dans Y). On a

X —he(X) = W(X)—h(X) = h(X)—ﬂGz = U [h(X)— @]

i=1

‘e

CU@—a) = Fr(&),
i=1

1

car h(X)C G; pour ¢ =1,2,... en vertu de 1°. Il en résulte, en posant

(W Ay = Fr(@) ~ [T —h(X)],

que

@) Tty (X) = U 4.
fa=1

En vertu de (1), les ensembles A4; sont fermés dans X —h,(X) et on
a 4;C Fr(Gy), ot dim4,; < dimFr(G;) < dim X en vertu de 2°. Vu (2),
on a par conséquent (voir [2], p. 176) Aim[X — 7, (X)] < dim4,; < dim X;
la condition est done nécessaire.

2. Espaces complets de I genre. I1 g’ensuit aussitot du théoréme 1
que tout espace complet de I genre et de dimension 0 est compact (ef. [1],
p. 263). Pour tout n > 0, il existe cependant des X complets de dimension
7 qui sont de I genre et qui ne sont méme pas des F, absolus (¢’est-i-dire
des F, dans un espace compact, ou encore — ¢e qui revient aun méme —
des sommes dénombrables d’ensembles compacts). Hn posant par
exemple X = 9"+ (990" on a notoirement dimX == n, X = "
et, le complément (J—0)"* de X & T"*' étant dénombrable, il vient
Hm (99" = 0 < dim X. Ainsi, vu le théordme 1, X est complet de
I genre et n’est pas un F, dans 9" (en vertu du théoréme de Baire).

Il existe aussi des X complets de dimension infinie qui sont de I
genre sans &tre des I, absolus. Soit par exemple X = TR0 — g(9—)
olt ¢: 9 — 9% est une homéomorphie du segment 7 en un sous-ensemble
du cube 9% de Hilbert. Le complément g(I—) de X & 9% étant dé-
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nombrable, on a ¢(I—N) = {P1, Ps, ...}, Qo X = [ G ol G; = FNo—
Te=1
—(p;) pour ¢+ =1,2,... Il en résulte que dimFr(G;) = dim(p;) =0
< dimX pour ¢=1,2,...; donc les conditions 1° et 2° sont satistaites
en posant ¥ = 9% et h = identité, et X est complet de I genre. X n’est
pas un F, dans 9%, car dans le cas contraire l’ensemble X ~g(9)
= g(9)—g(I—N) = g(N) serait alors un F, absolu, ce qui est impos-
gible, ¢ étant une homéomorphie.

3. Espaces complets lacunaires. Je dis qu’un espace topologique X
est lacunaire lorsque tout ensemble compact FFC X y est un ensemble
frontiére (c'est-a-dire que X—F = X). L’ensemble N par exemple est
un espace lacunaire.

THEOREME 2. X élant un espace méirique compact, soient A un sous-
-ensemble de X, Y un espace complet lacunaire et f: A — Y une fonction
continue telle que f(A) = Y, 0 < n < dimf~(y) et que f~1(y) soit compact
pour tout yeXY. Alors on a de méme n < dim(X—A4).

Démonstration. Supposons que lon ait dim(X¥—A4) <n—1,
done (voir [2], p.182) que X —A satisfasse & la condition D, ;. Il en
résulte, V’espace métrique X étant compact par hypotheése, qu’il y existe
pour tout j=1,2,... une somme finie H; = Hyw Hv...w Hjm,
d’ensembles ouverts, tels que
3) X—ACH,

(4) §(Hp) <j™

pour 1=0,1,...,my,

(5) fy < 4y < ... <y <my entraine Hy ~Hy ~...coHy =0

(voir [2], p.184). X —H; est donce compact et on a X—H; C 4 en vertu

de (3). Par conséquent, f(X—H;) est compact et non-dense dans Y,

f étant continue et Y lacunaire. Ainsi, ’ensemble 8§ = {J f(X —H;) est
F=1

de I catégorie dans Y, d’ou Vexistence d’un point y,e Y — 8§ en vertu du
théoréme de Baire. On en conclut que

FHY) CFHE—8) =f1(T)—f7(8) ='A—gf1f(X—Hf)

CX—U (X—Hy) = H;.
j=1 F=1

11 s'ensuit en vertu de (4) et (5) grice 3 la compacité de f~'(y,) que

cet ensemble satisfait & la condition D,_,, d’olt (voir [3], p. 72) dimf ™ (y,)
< m—1 contrairement & I’hypothése.
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4. Espaces complets de II genre. On a le théoréme suivant:

TaEoREME 3. Quel que soit Pespace compact Z de dimension n = 0,
Pespace N xZ est complet de 11 genre.

Démonstration. On a dimNxZ = dimZ = n, car dim Y = 0.
Soit he: N XZ - NXZ une compactification de A xZ. Considérons la
projection p(&,2) = & pour tout EeN ob zeZ, Lo p: NXZL —N et

p(NxZ) = N, et la fonction continue f= phe 1, Aol f: he(NXZ) - N
et fho (N XZ) = NA.

Il en résulte que pour tout EeN on a

F1E) = @R 7HE) = hep™(§) = ho[(£)XZ],

dot dim fNE) =dimZ =n et f'(§ est compact. En posant
X = NxZ, A=h(NxZ) et ¥ =, on a done n < dim[NXZ~—
—he(WXZ)] en vertu du théoréme 2 et, par conséquent, l’espace com-
plet N xZ n’est pas de I genre en vertu du théoréme 1.

CoROLLATRE. Tout Gy de la forme N xI™ ot n >0 est de IT genre.

Tlexistence des espaces métrisables séparables et complets de
II genre et de toute dimension finie étant ainsi établie, les questions
suivantes s’imposent:

P 312. Existe-t-il un espace métrisable séparable et complet de
II genre qui soit de dimension infinie?

P 313. Existe-t-il, pour tout espace X métrisable séparable complet
de II genre et de dimension positive finie, un espace compact Z
de dimension positive, tel que le produit cartésien N xZ ait une image
homéomorphe dans X?
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UNE GENERALISATION DU THEOREME DE KURATOWSKI
SUR LA CARACTERISATION METRIQUE DE LA RETRACTION

PAR

W. NITKA (WROCLAW)

Soient M un espace métrique, p la distance dans M et R C M. Pour
tout point weM, soit o(w, R) = info(x,y) la distance entre z ot R.
yeR

Appelons convexité de B relative & ¢ au sens de de Groot [2] la pro-
priété métrique suivante de R:

(G) weR, yeR, zeM et o(x,2)+p0(2,y) = o(w,y) entrainent zeR.

R est dit un rétracte de M (notion due & Borsuk [1]) lorsqu’il existe
une fonetion continue r: M — R (dite rétraction) telle que »(y) = y pour
tout yeR.

Congidérons encore la propriété métrique suivante d'un RC M
relative & p:

(K) il existe une fonction r: M — R faisant correspondre & tout
point ze M un point 7(z)eR tel que o(z, R) = o(z, r(x)).

Kuratowski [4] a démontré que

(1) si M est compact, R fermé et R posséde la propriété (K) relati-
vement & g, la fonction r dont il y est question est continue (R est donc un
rétracte de M);

(2) réciproquement, si B est un rétracte de M, il existe dans M une
métrique o* topologiquement équivalente & o (c’est-d-dire que toute
suite de points de M qui est convergente dans g l'est dans o* et réei-
proquement) et telle que R posséde la propriété (K) relativement 3 o.

Il suffit d’ailleurs dans (1) de ne supposer que la compacité de R.

Convenons de dire qu’une métrique est conforme & la topologie d'un
espace dans lequel elle est définie lorsque la convergence d’une suite
quelconque de ses points, d’aprés sa topologie, vers I'un de ses points
équivaut & celle vers le méme point d’aprés la métrique en question.

On & la généralisation suivante de (2):
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