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Im ACTA ARITHMETICA

VII (1962)

Verallgemeinerung und Anwendungen
eines Kusminschen Satzes
von

P. SzUsz (Budapest)

In der vorliegenden Arbeit werden durchweg folgende Bezeichnungen
benutzt:

o bedeutet eine zwischen Null und Eins gelegene Irrationalzahl mit
der regelmiBigen Kettenbruchentwicklung

(1) a=[0; ay, ay, ...]

d.h. @, a,, .. bedeuten die Teilnenner der regelmifigen Kettenbruchent-
wicklung der Irrationalzahl o. Es wird gesetzt ‘
Aq
(2) [0; ay; @, ..., “ﬂ]:Fs (An, Bp) =1,
7
- d.h. es sind 4, bzw. B, die Néherungszéhler, bzw. Naherungsnenner
von a. Ferner sei gesetzt

(3) In = Col@) = [@n} Bnry o]+
Es bezeichne ma(x) das Lebesguesche MaB der Menge der a, fiir die

1
Cn+1

(4) = [0} Gnys, 1< @
gilt, wobel @ eine beliebige, zwischen Null und Eins gelegene reelle Zahl
bedeutet.

Noch GauB hat die Frage aufgeworfen, den Grenzwert

lim ma(2)

n~»00

71 bestimmen. In einem Brief an Laplace schrieb er, es sei ihm gelungen,
die Limesrelation
_log(1+w)

(5) ,lf_gtm"(w) = log2
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150 P. Bziisz
zu beweisen; sein Beweis wurde jedoch nicht veréffentlicht. (B) wurde
zuerst von Kusmin [1] bewiesen, der schirfer sogar

log(1+®)

v
g2 +0(¢'™)

(6) Ma(®) = (g<1)

bewies; ein Jahr spiter hat P. Lévy, ohne von der Kusminschen Arbeit
gewuBt zu haben, auf einem vom Kusminschen verschiedenen Wege

log (1 +m)
(7) Mp(@) == Tog2 -+ O (g™
gezeigt. Aus (6), bzw. (7) haben P. Lévy [2] und A. Khintchine [3] ver-
schiedene Schliisse gezogen, w.a. die Existenz der Dichte der & mit a; =

fiir fast alle «, die Bxistenz von limy/ay, ..., 4, fic fast alle a, die von
T—>00

lim ’f/E fir fast alle a bewicsen.
N—>00

Unléingst habe ich [5] gezeigt, daB man aus dem Kusmingchen Ansats,
der zu (6) fuhrte, sehr einfach auch (7) beweisen kann; die im 0-Glied
auftretende Konstante ¢ kann dabei wesentlich herabgedriickt werden.

8. Hartman hat die Frage aufgeworfen, ob unter den Niherungs-
nennern By fast aller ¢ unendlich viele vorkommen, die durch eine ge-
gebene Zahl 7 teilbar sind. In einer gemeinsamen Note [6] haben wir
schirfer gezeigt, daB es unter den By fast aller a unendlich viele gibt, die
einer beliebig gégebenen arithmetischen Progression angehéren. Nun
erhebt sich die Frage, die Verteilung der B, fast aller « in den verschie-
denen arithmetischen Progressionen mit der Differenz » zu bestimmen.
Das Hauptresultat vorliegender Arbeit ergibt als Anwendung auch eine
Antwort auf diese Frage.

Es bezeichne ma(ky, ks, ®) das MaB der Menge der a, fitr die (4) gilt
und auflerdem die Kongruenzrelationen

(8) Bn-q = kl ) .Bn == 702

bestehen. Dann lautet der Hauptsatz vorliegender Axbeit folgender-
mafen:

SArz 1. Bs gilt

(mod.r)

..110g 1+ m) ) _
(9) ol o, 0) = [( )BT o), falls (k) =1,
sonst ,
wobei
(10) o(r) = 1=0] [ (1~—a) (p Prim)
ociuinnot »ir
bedeutet.

icm®
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Die folgenden beiden Paragraphen enthalten den Beweis des Sgtzes 1.
in etwas sehirferer Form; im §3. werden die bereits erwiihnten Anwen-
dungen gezeigt.

§1. Ist (ky, ky,7)> 1, s0 sind Bp—y=1%, und B, = ky(modr) un-
vertraglich; aus (%, %y, 7) =d>1 und Byy =k, By = ky(mod#) wiirde
némlich folgen d/By-;, d/Bn, entgegen der Tatsache, daB Bp—y und B,
relativ prim sind. Ist

(kyy oy 1) =1,

so sind, wie man durch vollsténdige Induktion zeigt, die Kongruenz-
relationen Bp—; == ky, By = ky(modr) erfiillbar.
Es sei kq, kb, ein Zahlenpaar ganzer Zahlen, mit

<k1<7'a 0§k2<’)‘, (klykzy’r):l-
Die Relationen
(1.1) By1=5k, Bp=k, (modr)
und
1
1.2 — <
(1.2) fors

sind offenbar dann und nur dann erfiillt, wenn fiir irgendein natiirliches I
die Relation

(1.3) l-{l-_a; < % < %

erfiillt ist und auBerdem die Kongruenzen

(1.4) Bya=k, Bps=8(0 (modr)
gelten, wobei §(I) durch

(1.5) 0< B <r, Tke—Uk=~8(1) (modr)

bestimmt ist. Wegen &, = a,.+~]3~ igt ndmlich (1.2) dann und nur dann

+1
erfiillt, wenn (1.3) erfiillt ist und nWegen By = By0p+Byp sind (1.4) und
(1.1) #quivalent. Hieraus ergibt sich die rekurrente Formel

(1.6) mn(kl,kz,w)=§{mn_l< 8(1), k,,l)—mn_l<8(l),h, ﬂ%}}

[

Fiir r = 1 war diese Formel schon GauB bekannt; sie war der Ausgangs-
punkt fir den Kusmingchen Beweis von (7).
Differentiiert man (1.6) formal, so erhilt man

o 1) 1
MKy Koy, @) = 2 mn—l(s(l)7 ks, m)m .

1=

(1.7)
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Hieraus wird sofort ersichtlich, daB falls Mp—r(For, Bay @) fir jedes
Zahlenpaar ki, k, stetig differentiierbar ist, so gilt dagselbe fir mn(k,, &y, 2);
denn in diesem Falle ist die Reihe auf der rechten Seite von (1.7) gleich-
méBig konvergent. Dasselbe gilt auch fiir die hoheren Ableitungen. Man
siebt nun leicht, daB my(ky, ks, @) Tir jedes Zablenpaar %, k, zweimal
stetig differentiierbar ist; daher sind auch my(ky, ky, @), ... zweimal stetig
differentiierbar.

Man setze

(1.8) gnlky, by @) = (1 ) i Foyy Togy @)

Dann transformiert sich (1.7) in

o 1 ) L4

(19) g‘n(kn kz, w) == z .%—1(5(1); kla m WM‘—‘;} .

Im folgenden behandeln wir die obige rekurrente Formel; von der
Anfangsfunktion gy(ky, ks, #) wird nur soviel vorausgesetzt, daB sie ein-
mal stetig differentiierbar ist. Sie braucht also nicht mit (L + o) milky, ke, o)
iibereinzustimmen, wobei mq(ky, ks, #) die Bedeutung (4) und (8) hat.
Zungchst zeige ich

e+0(gr), falls  (ky, Ky, 7) =1,

(1.10) golky, Top, @) = { 0 sonst .

Hier hiingt die Konstante ¢, weder vomn Zahlenpaar ki, by, noch von 7 ab.
Die im 0-Glied auftretende Konstante ¢ hingt nun von r ab und ist immer
kleiner, als 1. Setzt man noch voraus, daB ga(ky, ke, ®) auch die ,,Nor-
mierunggvoraussetzungen’

(1.11) Miallyy iy 0) = 0, (e, Togy 1) =1
bk
erfillt, wobei zwischen ma(ky, ks, @) und gu(ky, ks, #) die Beziehung (1.8)
besteht, so erhilt man fiir oi* den Wert (10), weil ja mn(ky, ky, #) fir
jedes ky, %y mit (%y, by, ¥) > 1 identisch Null ist.
Nun wende ich mich dem Beweis von (1.10) zu.
Man differentiiere (1.9). Man erhéilt

50’1 1 14
1.12 w(Fyy & = — ! 3 s || e o
( ) g ( 19 zyw) < an 1(&(1), 701 7 (D) (l w)a(l 1 ) e

N o1\ =)= (14
+ g g,,-;(ﬂ(l), ky, m) mm 4
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oder, indem man von der rechten Seite die durch Differentiation der

o

A 1+2
Tdentitit . . A —— : .
zg': Tra(+1+0) 1 beweisbare Gleichheit

- 1\ 1(0—1)— (1 +2p
(1.13) Z (B o ) T =

subtrahiert,

(114)  gallyy gy @) = — > gaa S, oy ) i k?
It IxaPG+iTa)

_ ;{gn_l(mn, L U | m%% — 545

Die Differenz in den geschweiften Klammern Z, zerlege ich in

(1.15) (gn_1(S(l), b, i%)"ﬂn-q(ﬂ(l), o, zﬁ)) +

1 1
+ (onea(500), Ty ) = g0a([ 500, Ty 2)) = DR D2,
Man setze

{1.16) max |gn(ky, ke, 1) = Ma,
Ky, ks, t
(1.17) max  [ga(ks, ke, 8)— galkl, b, 1)) = 8.
ke, kg, ki ko, b

Uesy gy 1= (3, Kiyy ¥)=1
Aus (1.15) folgt

(1.18) [DEL| < 8as s

1—1

| R et S -1
1+a2)(1+2)

1.19) |D ; L
(119) D, 0 80), 5| < e Mo

wobei #; eine zwischen 1 und ! gelegene reelle Zahl bedeutet. Setzt man
dies in (1.14) ein, so erhidlt man

1 LAFoPE+a) +[2—(1+a)]
(1+2p(2+2) A+e)2+ap@ +ap

Y 11— 1)+ (L4 2)3 (2 + 2)
+§(1+w)(l+w)’(l+l+w)‘)+

(1.20)  |gn(ky, kopy @) < M,,_l(

2—(L4+ap | N I—1)—(L4ap
e TR e Oy T aPTFTTaR

11*
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Der erste Klammerausdruck kann auf die Gostalt

1\ a@) (it
(1.21) mz\.:ﬁ‘m

gebracht Werden, eine elementare, wenn auch etwas milhsame Rechnung
zeigt, daB die Summe ihren Maximalwert fiir # = 0 annimmt; ferner gilt

01(0
l (T+1)

(1.22) = 20(3)—L(2)=A4.

Nun betrachte ich den zweiten Klammerausdruck in (1.20). Bs gilt
wegen (1.13)

2— (1 +a)] Zwl(l—l)—(l—i—w)”

(28)  GrapGTep & Grap(+itar
O 1(1—1)— (140 |2—(L+a)—(2—(1+a))
- T+ 22 (1 + 1+ 2)* (2-+®)2(3 +a)®
L ( 12 —(1+w)2i—(2~(1+w)’)) PN
= @Far BTap <EFeri’
Setzt man (1.21), (1.22) und (1.23) in (1.20) ein, so erhdilt man
’ -A- 5 1
(1.24) [gn(Foyy gy 0)| < Mpy mﬁ'ﬁ' 1B TP [ .

Setzt man dies mit #-1 statt n wieder in.(1.14) ein, so erhélt man mit
Riicksicht auf (1.19)

. 1 3+)(L+ @)+ |2— (L+a)
(1.98)  |galleyy oy, #)| < Mpsd ((2+w)s,+_( (1)~(Fw)(2>+wl)(3 Jﬁ e 2|

”z(Z—1)2+<2+w)<1+m)ﬂ) 5 g, ((LHORG LD (L o]
£ AF0) (+a) 0+1+ap) T2 \(140) 2+ ) B+ (6+20)*

1)+ (24 o) (L + o) B Op—i
+Z(l+w 0T o) 0+ 1+ or @+ 1T 2ap )'* PR R

Nun sieht man wieder, daB die rechte Seite von (1.25) thren Maximal-
wert fir @ = 0 annimmt. So erhilt man wegen der aus (1.9) folgenden
Ungleichung 1 < 6,,_2

i

-+

+
T

JI—1P+2 B, (1 Y 11—1p+2
Mo < ”"'A IO T4 ‘3""2(Z+Zz(z+1)2(21+1)2)

- ,,_2A(7+25(4)-—65(3)”C(2))+?i'(
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also, indem man

a—A(TH2W - —2), o=0 (22X

— 810g2)
setzt, )
(1.26) My < s Mpg+ Cobps < My ot ciop_y  mit  Gcg<1.

Kann ich noch

(1.27) On < CyMp—s+ Cs0n—s
zeigen mit
(1.28) e <1,

80 kann ich durch vollstdndige Imduktion
M,=0(¢") und &= 0(g"

beweigen, womit aunch unser Satz 1. bewiesen werden wird. Der Beweis
von (1.27) und (1.28) soll im nichsten Paragraphen durchgefiihrt werden.

§ 2. Es bedeute
(2.1) Mp= max galky, ksyt), mp= wmin gu(ky, k). -
oy, kg, b k1, ke, 8
(Fou, kg, 7)=1 (Foxs Kpy 7)=1
Offenbar gilt R
(2.2) My — g = 0y

wobei 8, die Bedeutung (1.17) hat.
Durch wiederholte Anwendung von (1.9) ergibt sich

(23)  gnlly, K, )

=
= Z fl(m).fh(ul)fls(uhh)ﬁs(ul,h.lg)gn*i (S(la); S(lz)r T—I——’u—— 3
Ly inTy=1 st Ml
3 t12 62, by’
wobei zur Abkiirzung
_ 141 1 Sl 1
@4 10 =Turiry T ire T Lrw T g,

gosetzt wurde, wihrend S(h), 8(1,) und S(l;) durch

S(l) = ky—1ky
Sy = k—148S(1)

(2.5) S(l) = 8(1)— 1S (L) (modr), 0<8(l),8L)<r
8 (L) = 8(1)— 1S (L)

definiert sind.


GUEST


156 . P. Sziisz

Hriuessarz 2.1. Es sei
(2.6) (Foyy Fogyr) = (K'y K", 7) = 1.
Dann hat das Kongruenzsystem
S()—1LS(L) =¥
S(ly)— Lk = K"
in 1,0, l, und Iy stets eine Losung.

Beweis. Zuniichst sei 7 eine Potenz der Primzahl p. Dann unter-
scheide ich zwei Fille, je nach dem

(2.7) } (modr)

a) plky  oder b)) prky
gilt.
Gilt a), so ist' wegen (2.6)

(bayp) = 1.

_ Daher 18t sich durch geeignete Wahl von I, erveichen, daB §(L)
einer bieliebigen Kongruenzklasse (modr) angehort. '
Nun ist ebenfalls wegen (2.6) entweder (p, k') =1 oder (p, B"y =1
(oder beides). Gilt (p, %') = 1, so bestimme man I, 50, dafl (S(Z;) p)=1
gelte, dann I, so, daB die erste Kongruenz (2.7) erfiillt, dann Iy ’ﬂo daﬁ
auch die z'wei‘re Kongruenz (2.7) evfilllt sei sei, was wegen (&', p’) =1
stet/s/ moglich ist. Gilt (%, p) =1, so bestimme man L so, daB & (%)
= k"(modr) sei; dann bestimme man 7, so, daB die erste Kongruen]i
von (2.7) erfiillt werde, was wegen (k'', p) =1 moglich ist. Schlieflich
setze man fiir 7; ein Vielfaches von . Damit ist der Fall a) erledigt.
. Gilt b)', so fithrt eine vollig analoge iiberlegung zum Ziel. Damit
1_st unser Hilfssatz 2.1. fiir den Fall bewiesen, wenn 7 eine Primzahlpotenz
igt. Nehmen wir an, er sei fiir jede Zahl ' der Gestalt

7= p ... paict
bewiesen und wir betrachten nun ein r mit
(2.8) Pt P
Bs sel U, U, 13, 15 ein Liosungssyst i
. , 5 s ystem von (2.5) mit » statt », wobei
wir 8(&z), bzw §(I;) die Werte &', baw k'’ vorschreiben; &y, kg un:‘l kB,

sind den Beschrinkungen (%, k r) = (k', k'
S DO y gy 1) = 7) = 1 unterworfen. Ds
ist fir beliobige ganze 4, J, by Z; f, K orfen. Dann

(2.9) V', W', Bk, G g

eine Lﬁsung. desselben Kongruenzsystems. Kann ich Ay Ay Agy Ae 80 withlen,
daB (2.5) nicht nur mit den Modul 7', sondern auch mit pe erfiilllt sei,

e ©
lm Verallgemeinerung und Anvendungen eines Kusminschen Salzes 157

50 bin ich fertig. Setzt man in (2.5) fir 1, I, I, Il die Werte (2.9) ein, und
ersetzt man das dortige r durch pi, so erhdlt man

() = ko—Vky— Akyr’

o(Ay) = ky— L+ L") o(4)
(2.10) o) = o (W) — -+ hr') o(A)

o(43) = o () —(+2Ar") o(A)
wobei ¢(d) = 8(I) (4 = 0,1, 2, 3) gesetzt wurde; zwischen den X und I;
besteht die Beziehung (2.9).

Nun 148t sich vollig analog zum Fall, wenn 7 eine Primzahlpotenz

ist, zeigen, daB falls (ky, ks, r) = (K, k', r) =1 wobeir die Bedeutung (2.8)
hat, so ist

(mod par)

0(Ag) =k, l
ol =k, |
1sbar. Damit ist unsere vollstindige Induktion beziiglich der Anzabl
der verschiedenen Primfaktoren von # vollendet und so auch unser Hilfs-
satz 2.1 bewiesen.

Hilfssatz 2.1 besagt, daB in der vierfachen Summe (2.3) unter den
Parametern S(l), (%) simtliche Zahlenpaare k', k" vorkemmen, fir die
(¥, %", r) = 1 ist. Nun brauche ich eine untere Abschitzung des Beitrages
dieser Glieder in der Summe

(2.11) (mod p7?)

(2.12) 2 Ful@) fuulm) (1) Frs( M) = 1+

Ly To,ls=1
Diese wird im nachsten Hilfssatz hergeleitet.
HiLpssATZ 2.2. In der Rethe

5‘__1_“”___.: 1
L+ (+-1+a)

=1

st der Beitrag derjewigen Glieder, die einer beliebigen arithmetischen Pro-

gression mit der Differenz r angehoren, grosser, als cgrt. Hieraus folgt sofort
ki 4

(2.1) Ny 1) o) fn( Ty ) PP ) > ¢ = 2

Lyl la=1
lat/, L=y, L=, L=l (mod )

wobei U, 1, Iz, I beliebige, aber festgelegte nichinegative ganze Zahlen sind,
die r—1 nicht iibertreffen.
Beweis. Bs ist

fw 14w y 1 S
 ATosiTs . TV 522 gy
= I+2)T+1+) lsl;‘(;:dr) T+1)(1+2) et ar2r 7

lw=l’ (;x'md.r)
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Nun betrachte ich die vierfache Summe (2.3); natiirlich wird stets
{ky, kyy ) = 1 vorausgesetzt. Das auf der rechten Seite von (2.3) auf-
tretende Zahlenpaar §(ly), §(k) hingt offenbur nur vou ki, ks, 1, 4,1,
ab, also, da %, und %, festgelegt sind, nur von den ¥; 8(%) und §(1,) kénnen
beide nur die Werte 0,1, ..., #—1 annehmen und sind nach r periodische
Funktionen von 1, 1, b, k.

Hilfssatz 2.1 besagt, dass unter den §(ly), S(l) jedes Zahlenpaan K, &
vorkommt, fur welches (K, K,r) = 1 gilt; gil S(k), S() = ¥, &" fiu
irgendein wertsysten, U, I, I3, ls, so gilt dasselbe fix i+ 4y (i =0, 1,2, 3)
mit ganzen A4;. Daher ist der Beitrag B der Glieder, in der Reihe

00

D) h@) () fulle, 1) fil 1)
Liylg lg=1
tir die 8(k), 8(%) = K, &' gilt, wegen Hilfssatz 2.1 grosser, als c,.
Es sel nun ¥, %"’ ein Zahlenpaar, fiiv welches gn—o(%’, k', t) mit ir-
gendeinem ¢ = ¢, das Minimum der g,—, erreicht, d.h. fiir welches mit
geeignetem t = ¢,—, die Relation

(2.14) InalH'y B, 1) = My

gilt. Die vierfache Summe auf der rechten Seite von (2.3) zerlege ich in
zwei Teile. Der erste, der mit Z; bezeichnet werden moge, enthiilt die
Glieder mit 8(ly), §(k) = ¥, k' der zweite Teil X, die itbrigen.

Egs bedeute B den Beitrag derjeningen Glieder in (2.12), fiir deren
Indizes 1,1, I, Iy die Beziehung

8l =k, 8()="r"

besteht, d.h. den Beitrag von arithmetischen Progressionen mit der

Differenz r in 1,1, l,,l; in der vierfachen Reihe (2.12). Dann gilt we-
gen (2.13)

gn(kly kz; w) < M%-—-&(l_'-B) +mn-4B +
+ Z‘ T @)oo Fra o 1) Fl o 1, 10) X
L,h,2, ly=1
S(la) =1, S(lg) =K'’

x ’

’ ’e 1 ’ 1
gn_,‘(k s k y l—s—:[_m)-—"gnHJG ) To ’ t)

also, indem man auf den Ausdruck

’ ‘7 1 7
g‘n—&(i‘; y k', _-“‘—)"gn—l(k/y k", t)]
' ' Iy =+ Foy, 1,1, i
den Mittelwertsatz der Differentialrechnung anwendet,

(2'15) gn(kly ka, 60) < -Mn-—l(l“ B) + 'mm-iB + BCgM“..4, ’
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wobei ¢, nur von ¢ abhingen kann, aber jedenfalls kleiner ist, als 1.
Aus (2.15) folgt wegen der aus (1.9) folgenden Ungleichung my, > My,
My—mn < (1—B) (M p—s— Mp—yg) + ¢gBMp

also
On < (L—B)0p—s+gBMyy,

womit wegen Hilfssatz 2.2 (1.27) mit §1.28) bewiesen ist.
Damit ist (1.10), also auch unser Satz 1. bewiesen.
§ 3. Nun seien einige Anwendungen des Satzes 1. erwihnt.
Sarz 3.1. Bs seien a4, 6q, ..., a; gegeben es bezeichne
Mon( Gy, Gay ooy W15 By, By )
das Mass der « derem Kettenbruchentwicklung m it ay, ..., a; beginnt und

fur welche die Relationen (4) und (8) gelten; m(ay, ..., o) sei das Mass
der o deren Kettenbruchentwicklung mit a, ..., a; beginnt. Dann gilt

1 log(l-+w) -
= O TR L o (gnt
3.1 M@y ot gy Koy @) | 0(r)  log2 +0l ),
(3.1) m(ay...07) o falls (Fyy ko 1) =1,
0 sonst,

wobei o(r) die Bedeutung (10) hat; bezeichnet Womrin(Fi, kay Koy, Tooy 2) das
Map der a, fiir die By, = ki, By = kz (modr), (4) und (8) gelten, n' < n
so gilt

1 log(l+m)

, 2B L 0 (gr)
(3.2) Ml fo1, s, By, Bay @) c(r) log2
) M1, K2, 1) falls (i, k2, 1) = (kyy Ty ) = 13
0  sonst.

Beweis. Die Ableitungen nach # der Funktionen auf der linken
Seite von (3.1), bzw. (3.2) erfiilllen siimtliche Voraussetzungen fir das
Bestehen von (1.10) und auch die ,,Normierungsvoraussetzungen” (1.11).
Hieraus folgt die Behauptung.

Sarz 8.2. Es sei f(ky, ky, 1) eine in den gamzen Verinderlichen ky und %,
nach v periodische Funktion, die fir jedes natiirliche 1 defintert ist und der
Ungleichung

(3.3) 1 (R, o )| < oV ,
geniigt, wobei & trgendeine positive Zahl ist. Dann gilt fir fast alle o
2
(34) lim Z"vﬂB By =L Y fﬂk . l)l"gﬁltlfg)
3.4) lim=> -1, Bi,on) = —— 1y Koy ) ——5—
- — R e(r) i = log2

wobei ¢(r) die Bedewtung (1.10) hat.
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Beweis. Folgt aus (3.2) durch wortliche Wiederholung des Khin-
tchineschen Beweises [3] (wiedergegeben auch im Biichlein [4], 8. 89-95).
Aus (8.2) konnen verschiedene Verallgemeinerungen von Khin-
tchineschen [3] und P. Lévyschen [2] Resultaten hergeleitet werden; es
sei jedoch nur noch ein einziger Spezialfall hervorgehoben, der mir beson-
ders interessant zu sein scheint und dereinen Satz von 8. Hartman und
mir [6] verschérft. &
Man setze
1 falls %, %y = u, v (nodr) mit einem
festgelegten Zahlenpaar u, v((u, v,7) = 1),
0 somst.

(3-5) f(kly ko, )=

Dann schlieBt man aus (3 4) daf die Dichte der Zahlen ! mit

Bri=u, Bi=v(modr), (4,0v,7)=1

fiirst fast alle a gleich ¢(r)™* ist. Summiert man noch iber « (mit (u, v, r)
= 1), so erhélt man
Sarz 3.3. Bs gilt fiir fast alle o

1T S\ r (v, 1)
GO dmE Q) 1=et) D le i

i<n
Bymy(modr) (u,v,7)=1

Mit (3.6) wird die Dichte der I mit B; = v (mod?) in der Kettenbruchoent-
wicklung fast aller a bestimmt.
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A note on a theorem of Hardy and Littlewood
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1. In this paper we shall be concerned with the behaviour of the
function
P(y) =D {Am)—1e, >0,
n=1
which Is, in essentials, Abel-mean formed from series > {A(n)—1}.
n B
Hardy and Littlewood proved [3], on starting from the formula
of Cahen [1] and Mellin (5]
ac-(-.im -
(1 e | Ty = (>0, rey >0,
2100
that, on the Riemann hypothesis,

p =0k, F -2 ()

as y—0 through positive values. )

In the present paper we arc going to show that one may (1‘181)61'158
with the Riemann hypothesis in the, at least sh'ghﬂy_ weake?, Q-esi:amafflon
of F(y) and, what is more, in place of the above ineffective estimation,
will supply an explicit one.

The result is

TaEOREM. For 0 < 0 < ¢, () we have

1
1 log’s 1
(1.2) max |[F(y)| > Wz.exp ——4-—————110g10g10g5
Isy<i 10g10g5

In the proof we shall apply the method of Turan, namely will use
the following modification [4] of Turén’s Satz X [8]:

(*) ¢y, 0g, -.. denote positive, numerieally caloulable constants.
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