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ANNALES
POLONICI MATHEMATICI
XI (1962)

Sur Dapproximation par. des polynémes harmoniques.
sur le contour d’vn domaine plan

par Z. Szmypr (Krakéw)

En 1948 G. Fichera a démontré que le systdme des polyndmes har-
moniques est complet dans un espace de Hilbert des fonctions définies
sur la frontiére § d’un domaine D (cf. [1], théoréme 18) tandis que le
systéme des dérivées de ces polyndmes dans la direction de la normale
4 8 ne lest pas (cf. [1], théordme 19). En 1959 G. Fichera m’a proposé
de démontrer que le systdme des polynémes harmoniques est complet
dans un espace de Banach de fonctions définies sur la frontiére 2 d’un
domaine plan. Cet espace, dont la définition va &tre énoncée ci-dessous
(cf. § 1), sera appelé espace Dp(L).

Nous allons démontrer que le systéme des polynémes harmoniques
est complet dans espace Dm{Z) (Théoréme 1%), tandis que celui des
dérivées de ces polynomes dans la direction de la normale & 2 ne Test; -
pag (Théoréme 3). Le Théoréme 1* équivaut % un théoréme d’approxi-
mation par des polyndmes harmonigues sur le contour X (cf. §2, Théo-
réme 1). .

Qest Particle [1] de G. Fichera qui m’a suggéré l'idée de baser la
démonstration du théoréme d’approximation sur certaines propriétés du
potentiel. En effet, c’est une propriété du potentiel logarithmique de
double couche, établie par le Théoréme 2 de la présente note, qui nous
servira & démontrer le Théordme 1*, tandis quune propriété de la dérivée
normale du potentiel de simple couche (cf. Théoréme 4) nous sera utile
dans la démonstration du Théordme 3. Dans les démonstrations nous
utiliserons aussi des lemmes que nous avons établis dans [5].

§ 1. Notations. Une courbe située dans le plan de la variable
complexe 2 (¢ = w-+iy) sera désignée par 2 et appelée courbe simple
fermée lorsqu’elle admet la représentation paramétrique '

(1) z=2(s) pour 0<s<L,

(i) z(s) est une fonction périodigue, de période L (L > 0),
(ii) |e'(s)] = 1 lorsque 0 < s < I,
(ii) 2(8;) =2(3;) avec 08, <8, <L 8i, et seulement i, 8,=0 et 83=1L.
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X gera dite courbe de classe C™ lorsque la fonction périodique z(s)
est de classe O™

Nous dirons que la représentation paramétrique z =2(8), 0 <s <L,
de la courbe gimple fermée de clagse O™ est normale, lorsque z(s) est une
fonction de classe O™ satisfaisant aux conditions (i)-(iii).

Soit 2 le domaine limité par la courbe X, n, le vecteur normal aun
point z de X dirigé vers Pintérieur de Q et », le vecteur-unité ayant le
méme sens.

Dans la suite on désignera par ¢ un nombre positif, par  un nombre
réel arbitraire et par m, m des nombres entiers non négatifs.

D’autre part, X, désignera une courbe paralléle & X' dont la distance
& Z est |r| et qui est située & D'intérieur de Q lorsque 7 > 0 et & extérienr
de Q lorsque 7 < 0. La courbe X, coincide donc avec la courbe X.

La courbe Z, est donnée par ’équation
(2) Z = zr<8) ]

0L, ol (8 =2z(8)+rv[=(s)].

Sans vestreindre la généralité, nous admettrons dans la suite que
v[z(8)] = —y'(8)+ia'(s) .
11 en résnlte que ’équation de la courbe Z, peut s’écrire sous la forme

(2%) z=wa(8)—ry'(s), y=y@E)+re(s), O0<s<L.
Nous dirons qu’une courbe simple fermée X est de classe C} lorsque,
étant donnée sa représentation paramétrique (1), on a
[#'(81)—2'(83)] < lel—gﬂlh pour

0<8<L, 0<s<lk

ot ¥ et h sont des constantes, N >0, 0<h 1.

Remarque 1. Soit 2 une courbe simple fermée de classe Ci.

On vérifie facilement qu'il existe un nombre 7, > 0 tel que i |r| < 7y,
la courbe X, est une courbe fermée, 2,(0) = 2,(L), et telle que 2z,(s;) = 2,(s,)
avec 8 < 8, si, et seulement gi, 8; = 0 et §, = L.

Nous nous bornerons dans la suite aux valeurs r telles que || < 7o,
sans le répéter & chaque occasion.

On désignera par ds, I’élément. d’arc de la courbe Z,. BEn supposant
que la courbe X est une courbe de classe C?, on a

(3) ds, = {[o'(s)—ry" ()2 +[y'(s) +ra’ (s)P12ds .

II. en régulte ds, = ds.
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Nous dirons que 7(z) est une fonction de classe C™(Z,) lorsque la
fonction @.(8) = f[2-(8)] (1) est une fonction de classe O™ dans Vintervalle
0 < 8 < I satisfaisant aux conditions (2)

(4) P(0) = (L)

Soit Dm(X) Vespace de Banach des fonetions %(z) de classe o),
avee la norme définie par la formule

m
=

ful = 2 max
=0 o<s<L

On désignera par F, G, H les distributions d’ordre < m, c’est-a-dire
les éléments de espace Di(Z) dual & Du(Z).

E=0,1,..,m.

Aulz(s)] ‘
ds¥ |

§ 2. Voici un théoréme d’approximation dans espace Dgp(2).

TEforiME 1. Soit = une courbe simple fermés de classe C™**. A chaque
fonetion wu(z) de classe C™Z) correspond ume suite {wa(2)} de polyndémes
harmoniques telle que .

Iim
N0
uniformément dans ’intervalle 0 < s < L.

Le Théoréme 1 peut &tre énoncé sous la forme équivalente que voici:

THEOREME 1*. X élant une courbe simple fermée de classe C™*%, le
systéme des polyndémes harmonigues est complet dans Uespace D ).

En s’appuyant sur un théoréme bien connu qui donne la condition
nécessaire et suffisante pour quun systéme de points soit complet dans
lespace de Banach (cf. par exemple [2], théoréme XTI, p. 142) i1 suffit,
pour démontrer notre théoréme, d’établir le suivant:

THEOREME 1**. Soit X une courbe simple fermée de la classe omE,

Chaqué fonctionnelle G de Vespace Dp(X) qui Sannule sur tous les
polyndmes harmoniques est foroément nulle, ¢’est-d-dire :

G[f=0

=0,1,..

Bwnlz d*
wd[sk(s)] _dulzi)] . m,

dsk

pour chaque fonction f(z) de la classe O™(2).

Nous allons établir d’abord le lemme 1, dont la premiére partie (i)
nous servira dans la démonstration du Théoréme 1** et la seconde (ii)
dans celle du Théoréme 3, énoncé au § 3 de cette note.

(1) On suppose que la fonction z,(s) est définie par (2) et que z = 2(s), 0 <8 <L,
est une représentation paramétrique normale de la courbe X.
() Pour simplifier I’écriture nous emploierons la notation g®)(c) au lien de la no«
tation plus précise d¥p(s)/ds*|,., -
19*
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LEMME 1. (i) Soit X wne courbe de classe C™ et G une distribution,

(5) GeDR(Z).

Supposons que pour chaque polynéme harmonique w(l) on ait
(6) Gw] =0. ‘

Alors

)] Gllog|z—¢[]=0 Tlorsque 26R2=00 2.

(i) Dams Dhypothése que X est umne courbe de classe O™ F e DE(Z)
et que pour chague polyndéme harmonique w(C)

ow
vl =0
on a

(8) - F[ailog]z-—é'l]=0 lorsque 2z ¢ Q.
(e

Démonstration. Admettons, pour fixer les idées, que la courbe X
donnée par les équations (2*) soit située dans le premier quadrant du
systéme de coordonnées ¥, y et soit K (0, g,) le cercle de centre & 1’origine
et de rayon g, assez grand pour contenir la courbe X. En désignant par
o et 6 les coordonnées polaires du point { = &+1in de la courbe Z, on
a (= pe?, 0 < 05y &* = &+ 17, 0 = aretg(n/é).

Soient o3(2), (2’ (£) des polyndémes harmoniques de degré p:

oD(0) = Peosph, o) = Psinpl, p=0,1,2,..

Soit # un point arbitraire situé & Pextériewr de K (0, go). On démontre
facilement Pexistence de constantes ¢ (k=1,2; p=0,1,2,...) telles que

2 Z'a(k) ¢

p=0 k=1
la série qui intervient au second membre de (9) étant uniformément

convergente par rapport a £e 2.
8i X est une courbe de classe C™ on a

9 loglz—{| =

alog|z— g
(10) Togls—q] 22 @ Z% D gy m,
38; =0 =1 3
et, si elle est de classe O™, on a en outre
a" dloglz—
) — g’ Hlogla—{] 22 w & 2p'0) ) h=0,1,2, .., m,
38; prour- i ey R 38; a’i’l/;

Sur Vapproximation par des polyndmes harmoniques 287
les séries qui figurent aux seconds membres de (10) et (11) étant wunifor-
mément convergentes par rapport & e X

Il résulte des relations (5), (9) et (10) que

G[]Oglz_ﬂ] _ G[Z:‘k;‘;c;k) (k) ] G[}}m Ekz:c(k)v’k)(c)]
= —® p=0 k=1
N 2

=1lim > DePario)],

N— 520 F=1

d’olt, en vertu de (6), on obtient

(12) Glog|z—C[]=10 lorsque |2|> g

G[log|z—¢|] étant une fonction harmonique & Pextérieur de Z, de (12)
résulte la relation (7). La partie (i) du lemme 1 se trouve ainsi démontrée
La démonstration de la partie (ii) est tout & fait analogue. En effet, X' étant
une courbe de classe O™, on démontre, en s’appuyant sur la relation (11)
que

2
F[a_m.log]z—-cj} =0 lorsque [2]> go-

v

Il en résulte la relation (8), la fonction F [a%log|z—é ]] étant une
3 .

fonction harmonique & lextérieur de Z.

Le lemme 1 se trouve ainsi complétement démontré.

Démontrons maintenant les lemmes 2-3 qui nous permettront
d’6tablir une propriété du potentiel logarithmique énoncée dans le Théo-
réme 2, qui suivra les lemmes en question.

LEMME 2. Soit X une courbe simple fermée de classe CF, & > 2. Choisis-
sons arbitrairement wme représentation pammétrique normale 2z = z(8),
0<s <L de la courbe X et soit & = 2(0), 2zr=2,(s) (¢f. (2), §1).

Il existe alors des constantes 4 >0 et gy, 0 < go < 1o (1o défini dans
la Remarque 1) et des fonctions R(s, ¢), @ (s, 0) de classe O dams Pensemble
—00 < §< 00, —00 < 6< oo telles gue

@ Q(s, o) (s—oP+r
) el = R g T2l e
et que
(14) R(s,0)+2Q(s,0)r =4  lorsque <o, 0<s<L,

Ljs <o <ALf5 .

Les fonctions Q(s,o)(s—o)* et R(s, o)(s—o)* sont périodiques, de
période L par rapport & chacune des variables s e o séparément.
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Démonstration. On vérifie facilement que

" o A A(s,0)+r
(18%) ans ogle—t = g A, o i

ol

A(s, 0) = —y'(8)[w(s)— (o)) + o' () [y ()~ ¥ (o)],
B(s, 0) = [@(s)—a(0) P+ [y (s)— 9 (o).

En vertu de la périodicité des fonctions ®(s),y(s), les fonctions
A(s,0), B(s, o) sont aussi périodiques, de période L, par rapport & chacune
des variables.

11 est aisé de démontrer Vexistence d'une constante positive ¢ et des
tonctions Q(s, o), R(s, o) de classe C*~* dans Vensemble — oo < s < oo,
—o0 < 6 < oo telles que (3) ‘

A(3,0)=Q(s,0)(s—0), B(s,0)=R(s,0)(s—0)?,
R(s,0)=e¢>0,

lorsque 0 < s< L, L5 < o < 4L/5. Comme les fonctions 4 (s, o), B(s, o)
sont périodiques, la conclusion du lemme résulte de (13%*).

Nous nous appuyerons dans la suite sur le lemme suivant, démontré
dans [5] (cf. [4], lemme 5).

LEMME 3. Admettons que q(8) soit une fonction de classe O™, périodique,
de période L et que les fonctions g(s, o), (s, o) soient de classe O™ dans
Vensemble 0 <8 <L, a<o<b, a<h On suppose qu'il exviste une con-
stante B > 0 telle que

g(8,0) =B lorsque O0<s<L, a<o<b.
Soit
a(8, 0) = v(8, 0), Jo(8, 0) = g(s, 0},
_Oyg-1 | Oyymy o951 , 09;- .
(8, 0) = N +"_a‘o.—'v 91(87”)=_38—l+‘—30,—17 j=1,..,m.
Admetions que
viL, o) _y40,0) :
m=go(0:a)’ powr a<o<b, §=0,1,..,m,
9#L, o) _ 940, o)
m=m, pour (Léo‘ﬁb, ?2172, s m

®) f}f. .[5], démonstration du lemme 7. L’expression explicite des fonctions @ (s, o),
R(s, o), indiquée dans [5], ne joue aucun réle dans cette note, ¢’est pourquoi nous
Pomettons.
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Dans ces hypothéses la fonction ¥ (o), définie par la formule

L

. 7(810)
O qu(s) e,

admet des dérivées comtinues jusqu’a Tordre m. Les dérivées d"Y’(a)/dtr'
(k=1,..,m) prennent la forme suivante

ko k=i L
d"¥ (o) 2 2 2 " dq v g\ o
= _A: .___.Q gl) .. (gf ds
do* 1--.-:«0 ds’ 0 (ﬂo Jo '

§=0 1=0 ay..,0p
ol A,‘an désignent des comstantes (%), indépendantes des fonctions ¢q(s),
gls, 0) et y(s,0), 0 < as<h lorsque i=1,..,k a+2a+..+ha= k
—(E+7).

LEMME 4. Supposons que pour chague |r|<<r* les fomctions Bi(s) et
ho(8) soient définies dams Vintervalle 0 < s < L Bs) est ume fonction con-
tinue et he(s) une fonction intégrable et bornée.

Soit IT le rectangle: 0 <s <L, a<<o<b, o 0<a<bg L.

Supposons que les fonctions gi(s, o), frw(s,o) (i=1, .ny §) s0OtENE
continues dans IT lorsque [r| < r* et quelles y vérifient les inégalités

(15)

(16)
mn)

|98, 0)| = Cil(8—0)2+721,

lff(‘)('g) O')I < 02[(3‘0)2+7'l3—0'|+72]) 7= 17 mris

ot O, et Cy désignent des conmstanies positives.
Supposons encore que

(18) lim B(s) = Bols) ,  Lim he(s) = hols)
-0 -0

(19) lim g(s, 0) = go(s, o), lim fris, 6) = fowl(s, @), i=1, vy d
-0 =0 .
la convergence étamt umiforme dams Uintervalle 0 <s <L et dans le rec-
tangle IT respectivement.
Soient enfin Ay, ..., A des nombres entiers non négatifs et posons (%)

N

(*) Les valeurs numériques et le nombre des constantes AZ.‘_“ ne jouent ici anepn
réle. Tl importe uniqiternent que les constantes soient finies et que pour chaque k le
second membre de (15) contienne un nombre fini de termes.

(5) Sir > 0 la fonetion u(s, o) est définie dans le rectangle II tout entier. 8ir=0,
elle peut ne pas l'étre sur le segment s = o. .
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Dans ces hypothéses on @
£ rIBds)—Bdo)]
Bl __1___L._._d =0,
(20) hm oo s
(21) hmf hol8) ol 0) ds = fho 8) s, o) ds ,

la comvergence élant uniforme dams Vintervalle a < o <b.
Démonstration. Remarquons d’zbord qu’en vertu des hypothéses
(16) et (17) on a pour chaque |r| < 7* les inégalités suivantes

L
(22) f

Frafs, 0)
g8, 0)

En raison des hypothéses (16), (18
chaque 6> 0

< /0y,

gr( 8, ”)

(23) < 20C,/0; lorsque s#o, i=1,..,7.

) et (19) on constate que pour

4 o 7TBde)— o]
24 R RO
(25) tm 3, 9)P(s) = pls, 9Vl

la convergence étant uniforme dans ’ensemble 0 <s <L, a<o<b,
ls—o| = 4.

La relation (21) résulte immédiatement des formules (23) et (25);
la relation (20) se déduit de (22), (24) et de la remarque que pour chaque
&> 0 il existe des nombres 6> 0 et 77, 0 <7, <7* tels que |B(s)— (o) < e
lorgque |s—o| <68 et |r] <7y,

Le lemme 4 se trouve ainsi démontré.

LEMME B. Soit m un entier non négatif. Supposons que pour chagque r,
[r| < 7y, 7> 0, les fonctions g,(s) et a,(s) soient des fonctions de classe C™
lorsque — oo < § < oo, périodiques, de période L et que les fonctions g.(s, o),
V48, 0) de classe O™ dans Vensemble —co<s< oo, a<<o<<bh ob
0 <a<b<L sotent périodiques par rapport & la variable s, dé période L.

Nous admettons en plus que (of. le remvoi (%))

(26) lim ¢¥(s) = gf(s), §=0,1,..,m
7->0
(27) 111)1 (7)( 8) = a((li)(s) 3 7 = 07 1,.,m,

uniformément par rapport & s dans Vintervalle 0 < s
qu’il existe des fonctions M (s, o), N (s, s), P(s, s), Q(s,0),

< L, et supposons
R(s,q) de
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classe C™ dams Vensemble —oo < s < 00, a <o < b et une constante A > 0

telles que
y+(8, 0) = M(s, 0)(s— 02+ N (s, 0)(s— o)r+ P(s, o)r*+
+[als)— a{0)][@ (s, 0) (s— 0P+,
g8, 06) =[R(s, 0)+2Q(s, o)r](s—o)2+12,

(28) R(s,0)+2Q(s,0)r=>A lorsque 0<s8<L, a<o<b, |r|<n

Dans ces hypothéses on a

L
. {8, 0)
. o f w8 oG5 o) @

L
a [ ey 22 lale) = ad)Qs,0) g,

=% R, ) £E=0,1,2,..,m,
uniformément par rapport & o dans Vintervalle a < o < b.
Démonstration. Soit
(29) yro(8, 0) =48, 0),  gn(8, 0) = gels, 0) ,
Vi Yy O j— Oy j—
y,.,»(s,u):--yg; 1+_y;'; 11 gri(sya)"_‘——‘g;:: 1+""‘—gg;_ 1: =12,..,m,

pour || <7y —co<s< 00, a<a<h

On vérifie facilement que toutes les hypothéses du lemame 3 con-
cernant les fonctions g(s), g(s, o), y(s, ¢) sont vérifiées par les fonctions
a:(8), 948, 0), ils, ) (0 <|r|<ry) respectivement. Il en résulte que,
dans I’hypothése 0 < [r| <7y, on a

(30) dokj a(s rS, )ds J‘Prks o)ds  lorsque a<o<b,
ol
s, a
Pro(8, 6) = gy($) ;:ES: o; ,
(31)
dq, M(gi)al (gi)ak f1
o JZonOZA"‘“dS‘ g0 \gro) " \gn) ’ e M
= =0 ayy

Les fonctions g,(s, ), vris, 0) (= 0,1,...,m) étant aussi définies
lorsque r = 0, il est évident que le second membre de (31) définit pour
r =0 des fonctions des variables s et o dans ’ensemble —oo<§ < o9,
< o<b s#otnl (n=0,1,2,..). Ces fonctions seront désignées
dans la suite par gu(s, o), k=10,1,..,m
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Soit
My(s, 0) = M(s,0), Nols,0)=DN(s,0), Py(8, 0) = Pl(s, a),
Bys, 0) = B(s,0), Qofs,0)=@(s,0).
oM;_y OM;.. oN;., oN,_
82)  Myls,0) =52+, Nys,0) ==+ ==,
oP;_, 0P;_ L
P1(3,0)=-—§1———é—;—1, j=1,..,m,
OR;_;  OR;. Qi | Q-
Bis,0) = T2 Bin g0 B Wi

On vérifie aisément qu’on a, pour chaque |r| <r (cf. (29)),

gro(8, o) =[R(s, 0)+2Q (s, o)r](s—o)2+ 12
(33) = [Ry(8, 6) +2Qq(8, 0)r](s—0)2+12,

gri(s, 0) = [By(s, 0)+2Qs(s, )rl(s— 0P, j=1,..,m,
et qu’il existe des constantes ay telles que

(34)  ve(8, 0) = My(s, 0)(8— 0)2 -+ Nys, 0)(8— o)r + Py, o)r2-+

+ Zaﬁ[ai"(w—ai"(a)]Q/-f(s, o) (s— a2 +r[af(s)— af(a)] ,
f=20
ay =1, j::(),l,...,m
. Soit.
(35) Ms,0)= My(s,0)+ S’aﬁ[a, (8)~ a(0)1Qj-ils, @), §=0,1,...,m.

4=o
Avec ces notations, les identités (34) peuvent s’écrire

(36) . yri(8, 0) = M}i(s, 0)(s—0)2 4+ Ny(s, 0)(s— o)r 4+ Pys, 0)r2 4

+rla(s)—a ()], §j=0,1,..,m
Les fonctions ge4(s, a), yn(s,0) (j=0,1,...,m; |r|<n), étant pério-

diques de période L par rapport & la variable &, il résulte des relations
(33), (36) et de I’hypothése: a >0, b< L que

ML, o) _ v, 0) _ a0, 0) _ M0, 0) -
BL, 0)  gwlD; 0)  gul0, 0)  Ryl0, ) 0 )T it
EBiL, o) _ golLy 0) _ g0, 0) _ By(0, 0) N

Bo(L, 0)  gull, 0)  gu(0, 0) R0, 0) ’ j=1,2,..,m,

dang Vintervalle ¢ < o < b.
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On voit ainsi que toutes les hypothéses du lemme 3 concernant les
fonctions ¢(s), g(s, 6), ¥(8,0) sont vérifibes respectivement par les fone-
tions o(8), Ro(8,0) et M(s,0). Il en résulte que (ef. (30), (31), (33)

et (36))
& F ME(
00(8, O
(37) d—;kufqn(s)—mn—ds f pus, o)ds
lorsque a <o<<bet k=0,1,

Afin d’établir le lemme 11 reste 4% démontrer que (cf. (30), (37),
(35), (32))
L
f ’Pok(’s' ’ ”)ds ’

[

L
(38) lim [ gafs, o)ds = E=0,1,..,m
70 ¢

uniformément dans Vintervalle a < ¢ < b. Cette démonstration sera basée
sur le lemme 4.
Comme la fonction as) est, par hypothése, de classe O™ dans Vinter-

valle —co <8< o0, 00 &

1
=(s—0) [ & o+r(s—o)ldr, j=0,1,..,m—1.
L]

39)  o(s)— (o)
Soit

M8, 0)(8—0)*+ Nu(s, 0) (8—0)7+ Pm(s, 0)*,
1
= Ny(s, o)+ [ o Plo+1(s—0)ldr,

(40)  yim(s, 0) =

(41)  N3(s, o) j=0,1,..,m—1.

On vérifie facilement (cf. (36), (89);, (41) et (40)) que

M3(s, 0)(s— o)+ N8, 0)(8—a)7+ Pyls, )2,
j=0,1,..,m—1,

(42)  yri(8, 0)

et

(43) (8, 0) = Vin(8, 0)+7[a™(8)— a™(0)] .

Soit ¢ un nombre quelconque, 0 < ¢ < oo tel que dans Vensemble:
0<s <L, a<o<b on ait les inégalités suivantes

| M7i(s, 0)
|N3s, 0)| < O
| Nm(s, o) N<da,
[Pis, o)< C, [@8,0)|<0,

< C lorsque |r|<r, §=0,1,..,m,

lorsque  |r|<ry, §=0,1,..,m—1,

(44)

|Bi(s, 0} <C, §=0,1, ey M
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Les inégalités (44) et (28) assurent que dans l’ensemble: 0 < s < L,
a< o< b, |r| <rles indgalités suivantes subsistent (cf. (33), (42) et (40))
gro(8, 0) = A(s— o)+ 12,
lgri(s, o) < O(142m)(s—0)2, §=1,2,..
|y2i(8, 0)| < O[(s— o +r|s—o|+1], §=0,1,..,m—1,
[¥7m(s, 0)| < Cl(s— o0 +rls—of+77].

D’autre part, on voit immédiatement que (cf. (33), (34), (27), (40)
et (35))

(45)
) My

(46)

ﬁmgﬁ(s; o) = Goi(8, o) ’

e j=0,1,..

Lim yp(s, o) = voi(s, o), ym,
-0

lim y;n('g: o) = V:m(s; a),
r—0

uniformément dans 1’ensemble 0 < s < L, a < o< b
On constate aisément, en vertu de (43) et (31), que

* ) (m)
(48)  gpm(8, 0) = AT qu(s {?’rm(sao') rla:"(s)—ar"(0)]
(2 0) o-a4s(s) gro(s, 0) gnfs, 0) +
m—-1 m-j .
+ A9 0nds u(g_)(gﬂ)“'"
2;’}; ente) L (027, (.
En rapprochant les relations (45)-(47) ¢t (26), (27) on déduit du lemme 4
les relations (38) (cf. (31) et (48)).
Le lemme 5 se trouve ainsi démontré.
Nous allons considérer dans la suite des fonctions p(2) vérifiant la
* condition que voici:
. 005:01’1‘101‘( E™Z). On dira que la fonction p(e) vérifie la condi-
tion K (Z) lorsqu’elle posséde les propriétés suivantes:
(i) p(2) est une fonction de classe ™ X,) pour chaque lr] <7y (cf.
la Remarque 1);
(if) les limites
lim EP2(8)] _ dp[a(s)]

s ds_.,' - dS‘y y f=0,1,

v(49) L m,

exigtent, la convergence étant uniforme dans Pintervalle 0 <s < L.

. Be_ma;rlque 2. .Etan‘n donnée une fonetion arbitraire p(z) de classe
C .(E.)’ i1 existe toujours une fonction, vérifiant la condition E™(Z), qui
coincide avee p(2) sur la courbe X

En effef, pour obtenir une telle fonction il suffit de poser (cf. la Re-
marqgue 1)

Plar) =p(2) lorsque 2z =z+7ru(2).
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THEOREME 2 (8). Soit X une courbe simple fermée de classe C™** et p(2)
une fonction vérifiant la condition K™Z).
Dans ces conditions les limites suivantes existent uniformément par

rapport & e X -
(50) A RN |ewe—2ds
M@S?zfp ) 08 [P | B
0

& 2 #p(2)
== 2 Jople—t|ds £l g =
as?zfp(mm ogle—tldnkn—res, X

0,1, ...,m (7).
Démonstration. Soit {, un point arbitrairement choisi sur la
courbe Z. Il suffit évidemment d’établir que la relation (50) a lien dans
un voisinage du point £, sur la courbe X. Nous le démontrerons en nous
servant de la représentation paramétrique normale z = z(s), 0 <8 < I,
de la courbe X telle que {, = 2(L/2).
Nous allons d’abord établir que le second membre de (50) a un sens.

Remarquons & cet effet que %1@;; [¢—¢} = O(1). Soit

a
(L) = Jp(z)—a—alog]z—tlds,.
En vertu du lemme 2 la fonection

L
plo) = ule(o) = [ i) G D as

est une fonction de classe 0™ dans Pintervalle Lj5 <o < 4L[5. Les dérivées
ak . .
F'u,(C) (k=1,..,m), existent done dans un voisinage du point Lo sur,
St
la courbe Z.

Observons ensuite que, en vertu des relations

2 2
fﬁzloglz_n—i]dsﬂ:—zﬂ:, f%10g|ze—~qup=0,
2o L‘e

2
zfﬁlogk—clds,: —x,

(*) Dans le cas olt m = 0 I'hypothése concernant la courbe X peut étre affaiblie,
A savoir il suffit d’admettre que Z est une courbe simple fermée de la classe O}. Une
démonstration bien simple de cette propriété sera ajoutée & 1a fin de cette note (cf.
le § 4).
: z7) Les symboles ds, et ds,, introduits au lieu de ds et ds, indiquent que c’est. le
point 2 qui varie dans I'intégration, 1e point 2, ¢ Z, étant 1ié au point z ¢ Z' par 1a relation
2, = 2+1v(2). c, !
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1a démonstration du Théoréme 2 se raméne 4 celle de la propriété suivante:

A LI
) i S [p () = P (L)) 5, Log [er—L | dsre
T

ak

. 9 . -
o [ ogle—tldss, E=0,1,.im,

z

la convergence étant uniforme par rapport & (e 2.

La démonstration de la relation (51) sera basée sur les lemmes 2 et 5.

Soit:
(52) walt) =2 (1o "1
i )—5?2 [Z’(w)”‘P(Cf)]MIOg [er—C|dSss
Torsque (e 2, |r| <7, 5 =0,1,..,m.
En vertu du lemme 2, on a pour chaque |r| < g,
(53)  wnlz(0)]

& F -
~i | W= piE00) o Qe ole—optr __ diry,

8, 0)+2Q(s, o)rl(s—oP+1* ds

ol ds, est donné par (3).
Les fonctions @(s, ¢), R(s, o) ayant la méme signification que dans
le lemme 2, on a

(54)  R(s, 0)+2Q(s, 0)r = 4> 0

lorsque  |r| < g,
‘ 0<sKL, Ib<Ko<4lls.
Soit .
(55) on(s) =plas(s)] lorsque O0<s<L, <o,
(56) g8, o) =[R(s, 0)+20Q(s, o)r](s— )2 +12,

lorsque 0 <s <L 0 o< L
Comme la fonction p(z) vérifie la condition E™X), on constate

imrpédia.tement que ax(s) est une fonction de classe O™, périodique, de
période L et que

N . ;
(87) _ grga,(s)=aéf’(s>, i=0,1,..,m,
uniformément dans Pintervalle 0 < s < L.
Soit
(58) = %o
Qf(s) ds ’

(59) s, 0) = [ar(8) — a(0)][Q (8, 0) (s— )2 +7] .

icm

Sur Vapproximation par des polyndmes harmoniques 297

On voit bien que toutes les hypothéses du lemme 5 relativement
aux fonctions ax(s), ¢rs), y«s, o), g8, o), définies respectivement par
les relations (55), (58), (89) et (56), sont vérifiées (cf. en particulier les
relations (54) et (57)). Il en résulte que

L
dF [ [ads)— al0)I[Q(s, o) (s— )2 +7] ds,
00 B2 7% ) G, 9200, = oFrr @

L
_ & [ lafs)—a(a)]Qs, o) ,
_ZZ?J E(s, 0) ds, k=0,1,..,m,

uniformément par rapport & o dans Uintervalle L/5 < o < 4L/5.
En rapprochant les relations (53), (35) et {60) on constate que

(61) l'ii{-)lwrk[z(a)] =walz(0)], k=0,1,..,m,
uniformément par rapport & o dans Pintervalle If5 < o < 4LJ5.

Cette derniére relation prouve, vu la définition (52) des fonctions
w(l), que les relations (51) sont vérifiées dans un voisinage du point
o =2(LJ2) sur la courbe Z.

Le Théoréme 2 se trouve ainsi démontré.

LEMME 6. Soit Z une courbe simple fermée de classe O™ o q(L) ume
jonction de classe O™(Z), m > 0.

Considérons les équations intégrales comjuguées

(62) & =2 [ 20 2-togle—tlas+ 40

et )

(63) P =1 v itogiz—tlasta0).
z

Si A =1 Péguation (62), aussi bien que (63), admettent une solution
de classe O™(2).
Si A= —1 et si la relation

(64) fa@as=o0,
P

est satisfaite, Véquation (63) admet une solution de classe C™(Z).
Démonstration. 8i m =0, le lemme 6 résulte (°) des théordmes
bien connus concernant Vexistence des solutions des équations (62) et (63).

(*) Cette propriété a lieu méme g 'on suppose seulement que X est une courbe
gimple fermée de classe Oh ot que g() est une fonetion de classe C%ZX).
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Il soffit donec de démontrer que dans les hypothéses admises chaque
solution continue, soit de I’équation (62) avec 4= 1, soit de (63) avec
A= 41, appartient & la classe: C™(Z). Nous nous bornerons 4 démontrer
que la solution p(2) de I’équation (62) correspondant & la valeur A =1
est une fonction de classe O™ X), car la démonstration relative & la solution
de I’équation (63) est tout & fait analogue.

Choisissons arbitrairement un point {, sur la courbe ZX.'

Soit z = 2(s), 0 <s <L la représentation paramétrique normale de
la courbe X telle que ¢, = #(L/2). 81 p(2) est une solution de ’équation (62)
avec A=1 on a, en vertu du lemme 2,

L
ple(o)] == [ pl2()1N (s, o) s +qlz(c)],
0

ou
N (s, o) =Q(87 o)/E(s, o)

est une fonetion de classe O™ dans I’ensemble 0 < s <L, Lj5 < o < 415,

Il en vésulte que la fonction p[z(0)] est de classe 0™ dans le voisinage

L5 < 0 < 4L/5 du point ¢ = L/2, ce qui entraine notre assertion.
Levvm 7. Soit Z' une courbe simple fermée de classe C} et f(z, ) une

fonction définie pour chague couple (2,() ot z2eZ, et L e X. Supposons
que les fonctions (cf. (2)) :

*fl2r(s),2(0)]

ok , k=0,1,..,m,

soient continues dans Uensemble 0 < s < L 0oL
Dans ces hypothéses on a, pour chagque fometion p(2) de classe oY Z,)
et pour chaque fonctionnelle H ¢ Dy(X), la relation

J e Hlf(er, 01dsn = H| [ p(e)f(er, 0)d5se]
Zr Zr
La démonstration de ce lemme, asses simple, peut &tre omise (cf. [4],

lemme 1).

Levve 8. Soit 2 une courbe simple fermée de classe (™2, Supposons
que G e Dp(X) et que

(65)
On a alors

Glogle—L[1=0 lorsque z¢ Q.
G=0,
dest-a-dire, pour chague fonction f e o™,

Glfl=0.
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Démonstration. G étant une fonctionnelle continue et linéaire,
il résulte de la définition de la dérivée que

lorsque ¢ X,

a M — _5’_ 2
b—%;(x[lc-ng—él] = G[a.nz log j2—{}

@’olt Von obtient, sous I’hypothése (63),

G[ﬁzlogiz_ﬂ]:o lorsque ¢ 2.

En vertu du lemme 7, il en résulte que
[ g ds =40
(66) & Jp<z_,)5ﬁz-1og|z-e_ £)dS | =
2"9
pour chague 0 < ¢ <7, ¢t chaque fonction p(z) de classe 0Y2_p). En
s'appuyant sur le Théordme 2 et sur la relation (66), on conclut que
4 IS
(67) G[fp(z)ﬁlog]z—ﬂdsz—np(;)]=U
5 ¢4

pour chaque fonetion p(z) vérifiant la condition K™(Z) et, en vertu de la
Remarque 2, pour chaque fonction p(z) de classe C™(X). ’

D’aprés le lemme 6, & chaque fonction f(£) de classe C™(X) correspond
une fonetion p(f), appartenant & la méme classe, telle que

ds;—wp(E) -

1€ = [ p(e) jo-logla—t
z

Mais la rvelation (67) entraine
GUOl=0

powr chaque fonetion f() de classe omMz).
Le lemme 8 se trouve ainsi démontré.
Les Théorémes 1**, 1* et 1 résultent immédiatement des lemmes 1

et 8.
§ 8. THEoREME 3. Le systéme des dérivées des polynomes harmoniques
dans la direction de la normale n’ést pas complet dans Vespace Dp(X).
Plus précisément, nous allons démontrer que si 2 est une courbe sim:ple
fermée de classe O™, F e D&(2) et Flow(()/eng] = 0 powr chague polyndme
harmonique w (L), il ewiste une constanie ¢ telle que

Fifl=o [f(z)ds
P

pour chagque fonction f(z) de classe o™ ).

Annales Polonici Mathematiel XTI 20
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La démonstration du Théoréme 3 sera basée sur les lemmes 9, 10 et
le Théoréme 4 qui suivent.

LEMME 9. Soit X une courbe simple fermée de classe O™ ¢t 'p(2) une
fonction vérifiant la condition K™ Z).

On a

& K 3
(68 lim J p(e) [a—ﬁ—logizr—m a—n—logfzr—zl]dsn

=’T {p(z)[——log]z—-&]—}-———loglz C]] ey E=0,1,..,m,
ose

la convergence btant wniforme relativement & C e Z.
Démonstration. Soit

a* 2 F
» C) = — r —1 | 2p— —_ r— e s
(69)  wll) as,gsrfpm[am og |z»—¢|+ clogfz cl]ds

k=0,1,..,m

Il est évident que, si |7 > 0, les fonctions wm(l) sont définies pour
£ e . Lorsque k = 0, la fonction wex(l) est aussi définie sur la cowbe X
car, comme on le sait bien (cf. [3], p. 91)

plogls—i = 0(1), 5 -logls—t[=0(1)
lorsque 2, { € 2 et X est une courbe de classe c1.

11 sera démontré dans la suite que les fonetions we(l) (k= 1, .., m)
gont aussi définies sur la courbe Z.

Soit £, un point arbitrairement choisi sur la courbe £ et soit z = z(s)
la représentation paramétrique normale de la courbe 2 telle que 2(L/2) = £,.
Il est évident que pour démontrer les propriétés qui nous intéressent il
suffit de se borner au voisinage I/5 < o < 4L/58 du point o = IL/2.

On vérifie facilement (cf. (2%*), § 1 et (13*), §2) que

9 4 () —2(0)]y'(0) - [y (8)—y ()] (0) +r[Z(s,0) —
(7\0) an; log|ar—{] = B(s, 0)+2A(s, o)r 412
o
(1) Z(s,0) =y (8)[y'(s)—y (o)) +a'(s)[w'(s) —@'(0)]

et les fonctions 4 (¢, o), B(s, o) coincident avec les fonctions introduites
dans la démonstration du lemme 2.

Comme les fonctions #(s), y(s) sont de classe O™ par hypothdse,
il existe des fonctions R(s, o), Q(s,0), U(s, o), W(s, o) de clagse O™
dans Pensemble —oo < 8 < 00, —00 < ¢ < oo telles que

A(s,0)=Q(s, 0)(s—0)2, B(s,0)=R(s,o)(s—o0)?,

(72) Z(s, 0) = W(s, o)(s~0),
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(78)  [w(s)—z(a)]ly' (o) —¥'(s —y(o)][2'(s) —2'(0)]

= U(s, o)(s—0)*.

8)]-+[u(s)

Les fonctions R(s, ¢), @ (s, o) vérifient l‘inégalité (14).
11 résulte des relations (13*), (70), (72) et (73) que

dqu’

(74) wml2(0 k=0,1,

vy My
olt

448) = DI SE,  uls, 0) = s, 0)(s— )+ W (s, @) (s—0)r

g:{8, 0) = [R(s, 0) +2@Q(s, o)r)(s—0)*+1%,
et
0<|r|<Kg s k=1,..,m et <oy sl B=0.

Les fonetions g.(s, o), ¢:(s) et h(s, o) sont périodiques, de période L
par rapport & chacune des variables s et o séparément.
On constate facilement que la fonction

L
. _ U(s, o)
p(0) = wul=(2)] = f P 5oy O
est de elasse O™ dans lintervalle I/5 < o < 4L/5. En conséquence les

fonctions wu(l) (¢ =1, ..., m) sont aussi définies sur la courbe 2 dans
un voisinage du point ;. On a

(3, 0)

& L
(75) oo (0)] ='—6;f,kfp[z(8)]_g(8, )
0

ds, k=0,1,..,m.

Remarquons ensuite qu’en vertu du lemme 5, dans lequel yos, 0)

= h(s,0) (M(s,0) = U(s,a), N(s,0)= W(s,0), P(s,0) =0, a8) = 0),
on a
& - hels, ) d (s, 0)
8, 0 ) A
(76) hmd qu(s)g,(s,a) ds = [ (s)]R )ds' k=0,1,...,m,

uniformément par rapport & ¢ dans Pintervalle L5 < o < 4L/5.
11 résulte immédiatement des relations (74), (76) et (75) que

lim wsf2(0)] = wul2(o)]

uniformément par rapport & ¢ dans lintervalle L5 < o< 4L}5.

20*
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Cette derniére relation prouve, vu la définition (69) des fonctions
o(l), que lorsque 7 ¢ 2 les relations (68) sont vérifiées dans un voisinage
du point &, = z(L/2).

Le lemme 9 se trouve aingi démontré.

THEOREME 4. Soit X une courbe simple fermée de classe (7*2 g
p(2) umne fonction vérifiamt la condition K™ ZX). On a

']
(77) hm—%
88; =5,

00

P (2xe) 5 10.‘:’ 20— ] s,

Ly P

uniformément par rapport & ¢ e X.

Le Théoréme 4 est une conséquence immédiate du Théoréme 2 et
du lemme 9.

ok
loglz C|ds, ap*(k_zjﬁ), b=0,1,..,m,
aSC

Remarque 3. Le Théoréme 4 dans le cas particulier ot m =0 est
intimement lié avec un résultat établi par G. Fichera dans Particle [4]
(théoréme V, formule (4.1)). Il en est de méme avec le Théoréme 2 et
un autre résultat du type intégral mentionné dans [4] (p. 9).

LEMME 10. Soit Z' une courbe simple fermée de classe O™2, Supposons
que F e Di(Z) et que

. o . ‘ . o s
(78) K [87;10% |z——§]] =0 lorsque z¢Q.

1l ewiste alors une constante ¢ telle que F[f]=c [f(z)ds powr chagque
z

fonction (=) de classe O™ X).
Démonstration. Bn vertu du lemme 7 et de I’hypothése (78),
on a ’

) &
F[Elfep(z_e)%log]:_g—ﬂds_e} -0

pour chaque fonction p(2) de classe 0%Z_), d'oty, en tenant compte du
Théoréme 4 ot de la Remarque 2, on obtient

UIECE

pour chaque fonetion p(2) de classe C™(Z).
Soit f(£) une fonction arbitraire de classe O™ Z). On constate facile-
ment que la fonction

(80)

(79) loglz~cids,+np(4)] ~0

90 =10 ~7 [ fe)as

P
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est une fonction de classe O™(X) vérifiant la condition
Joyas =
z
EBn vertu du lemme 6 il existe done une fonction p(z) de classe C™(Z)

telle que

(81) 9(&) =mp()+ fp(z g 108 |2 —C]dss .

Les relations (79) et (81) entraﬁnent

Flg@)l=0
d’olt, en tenant compte de (80) et de la linéarité de la fonctionnelle F,

on obtient
n="1 [1yas .

¢=F[1)L.

P&

Soit;

Le choix de la fonetion f({) étant arbitraire, on conclut que

PIF(E)] = ¢ [ f(z)ds

pour chaque fonction f() de classe C™(X).
Le lemme 10 se trouve ainsi démontré.
Le Théoréme 3 résulte immédiatement des lemmes 1 et 10.

§ 4. Btude du cas m =0 dans des hypothéses moins restrictives (°).

LuMvE 11. Soit X une courbe simple fermée de classe Ci. Choisissons
arbitrairement une représentation paraméirique normale z = 2(s), 0 <s < L
de la courbe X et soit [ = 2(0), 2. = 2:(s), (¢f. (2), §1).

Il existe alors des comstantes ¢> 0, 0> 0 et des fonctions R(s, o),
X(s,0), Y(s,0), Z(s,0) continues dans Vensemble —oco<s <00, —00 <
< o< oo el telles que

) _(6=0)X(s, o) 4r
ang O8It = Ty

p P _(s—0)X(s,0)+7Z(s, 0)

oz 108 |er— 4+ 7 -log |2 =] = 4:(5, 9) ’

gel8, 0) = B(s, 0)(s— 0)* +2r(s—0) X (5, 0) +7°

() Je dois & Z. Opial une remarque qui m’s permis de gimplifier les démonstrations.


GUEST


304 Z. 8zmydt

[41

(82) R(s,0)=2¢ lorsque 0<s<L, L5<o<4l/5,

(83) |X(s,0)|<Ols—oa|, |X(s,0)|<C|s—0|, |Z(s,0)|<C|s~0].
Démonstration. Il résulte des relations (13%) et (70) que

2 8
(84) a‘ﬁ;loglzr“cl‘l' %—;—log]zr—l!

[z(8)—2(a)][y'(0) =y (s)]+ [y (s)—y(o)][@'(s) — ¥'(a) | +7Z(s, o)
B(s, 0)+2A(s, o)r--r?

Remarquons ensuite que ’hypothése concernant la eourbe 2 entraine
Pexistence d’une constante €, > 0 telle que

(85) [@'(s)—a'(0)] < Oufs—ol, [y'(5)—y'(0)] < Oyfs~o].

Le lemme 11 résulte immédiatement des relations (13%), (84) et (71)
en vertu de la relation (85).

Remarque 4. I’hypothése admise dans les Théorémes 1-4 de cette
note relativement & la courbe X' dans le cas m = 0 peut 8tre remplacée
par une hypothése plus générale: il suffit d’admettre que X est une courbe
simple fermée de classe C}.

Il est évident que l’assertion de la Remarque 3 relative aux Théo-
rémes 2 et 4 entraine celle relative aux Théorémes 1 et 3. Nous nous
bornerons done & démontrer les relations (50) et (77) dans le cas m = 0,
en supposant que X' est une courbe simple fermée de classe O et que p(z)
est une fonction de classe K%Z). Les intégrales dans le premier membre
des relations (30) et (77) seront maintenant considérées comme des inté-
grales de Stieltjes.

Soient wn(l) et wn(l) des fonctions définies par les relations (52)
et (69) respectivement.

Soit £, un point arbitrairement choisi sur la courbe X et 2 = 2(8),
0 < ¢ <L, 1a représentation  paramétrique normale de cette courbe telle
que §y ==2(L/2). En vertu du lemme 11 on a

L
(o)) = | o) = o) =TT DL
L
o2 ()] = j RRLT f—o)¥ ;” (’sf) ;)”‘Z (8,9 4 |
ot les fonctions an(s) = p[2:(s)], ¢.(s) = ds,fds vérifient les relations
(86) lima,(s) = ay(s) , limgys) =1,
-0 =20

la convergence étant uniforme dans I’intervalle 0 < s < L.
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Vu les inégalités (82) et (83), il existe des nombres ¢; >0 et 7%
0 <1* L, tels que
(87) gx(8, 0) 2 Ci[(s—0)*+ 7]

lorsque |r] <%, 0 <8 <L, L[5 < o < 4L/5.
Compte tenu des relations (83), (86) et (87), on vérifie aisément,
en s’appuyant sur le lemme 4, que

1:113 wr[2(0)] = wlz(0)],  Lm plz(0)] = wulz(0)];

la convergence étant uniforme dans lintervalle I/5 < o << 4L/5. On en
déduit les relations (B1) et (68) avec m = 0 et celles-ci & leur tour, en-
trainent les relations (50) et (77) avec m = 0.
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