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Thus inequality (27) has been proved. Inequality (28) results from
(27) and (29).

§3. As an example let us consider the differential equation
(83) Y+ Ty +2 = A,

If we assume g;{t) =8 and ¢,(t) =4 and express the functions
va(t) = 7 and p,(t) = 2 in form (5), then the condition § <I1 will not
be fulfilled, and the series formed from the bounded solutions of the
corresponding sequence of differential equations will be divergent. How-
ever, if we express yy(f) = 7 and y,(t) = 2 in form (5), assuming g, (?)
=10 and @y(¢) = 0, then the condition § < 1 will not be satisfied, and
nevertheless the series formed from the bounded solutions of the cor-
responding sequence of differential equations will be convergent to the
bounded solution of equation (33).

This shows that the conditions given in theorem 2 are only sufficient
for the existence of a bounded solution of the differential equation (6).

A = const.
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SUR I’ORDRE DE GRANDEUR DES COEFFICIENTS
DE FOURIER D'UNE CLASSE SPECIALE DES FONCTIONS I”

PAR
M. TOMIC (BELGRADE)

Soit

1) Slfl1= %1 + Z (@, co8 v+ b, 8inve)

y=1

la série de Fourier d’une fonction L-intégrable. Posong
4Af = f(e+h)—f(z—h), k>0,
Alors f(x) appartient & Lip(a, p) si

0<a<l e p>1.

2) { f Mflpdﬂ?}w =0H) ot k-0

et & Lip* (a, p) si on a (2) avec o au lieu de 0. Une fonction de la classe
Lip(a, p) appartient néecessairement & IP (voir [1]). Il est aussi connu
que (f(w)eLip(a, p) entraine a,,b, = O(»™%) et que f(#)eLip(a,p) en-
traine o(»~%). Cet ordre ne peut pas étre amélioré.

Nous allons donner dans cefte communication des bornes inférieures
et supérieures plus précises pour les coefficients de Fourier des fonctions
LP? ol p > 2, en supposant en outre que ces coefficients sont monotones
par valeur absolue.

Soit S[f] une série de Fourier de la forme (1). Posons

1 1 '
?+—Q—=1, l<p <2, 2<qg<oo et fla)el’

Désignons par w,(4) le module de continuité intégrale d’ordre ¢ de
f(m), c’est-a-dire que

™

@0(8) = wg(8,) = sup { [ If(@+1)—flo—mIdal™.

T
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THREORBME. S5 pour wune seule valeur de e telle que 0 <e<1—1/p
et pour ume seule valewr de s tolle que 0<e<1lfp, on a

(A) W (1ol 4 1Bal) 5

(B) w1 (lay| + (bal)

o partir dun certain ny, 0N & bgalement powr tout m > ng
4n wg (e [4n)

(*) 01 ’(P'qi—::'//{f’l < (ia'n\"i_ lbn\) <‘- 02 ;1@1_1/"17‘7

ot Oy et O, sont deuw comstanies positives indépendantes de n.
Bn particulier, lorsque p = ¢ = 2, lo formule (%) prend la forme

wq (T /4n) b o wy(mfdn)
— < (lan] 4 184)) < Y

en supposant que la suite (|a| =+ |B,]) satisfait auw conditions (A) et (B) ()
pour une seule valeur de ¢ telle qué 0 < e <1 |2 et pour une seule valeur
de &, telle que 0 <& < 1/[2.

Remarquons que, pour la seconde partie de (x), nous n’avons besoin
que de la condition (B), tandis que la premiére partie de () exige les
deux conditions (A) et (B).

Démonstration. On a d’abord

G

fla+h)—flea—h) ~2 2 (—a, sinng + b, cogna)sinnh.
=1
Posons
2n

T (w) = D) (—e,sinsw+1,008%2),
En vertu de l'inégalité sin6 > (20)/x ol 0 <0 < =/2, on & alors
pour h = m/dn par Vapplication de l'inégalité de Holder

¢, = gigne,, 7, = signd,.

n

2n
%-z}-zn;vuavwm <2% 3 (jal+ b siash
(3) = [ [f@+h)—Flo—h)T, (@) de

b

<{ [ im@pasp™{ [ It m—fw—mpda)".

—m -0

(*) Dans lesquelles les signes | et 4 désignent la déeroissance monotone et la
croissance monotone respectivement.
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Lorsque 1 <p < 2, 611 %
@ { [ T@Pda}” < @rt 20+ 1) 5P < Ot

Pour établir cette inégalité, désignons par E, ’ensemble des z du
gsegment —n < < w pour lesquels |7, (2)|? <1 et par CE, le complé-

ment de E, par rapport & ce segment, c’est-a-dire I’ensemble des x pour
lesquels |T,(2)|® > 1. On a alors

([ pal = { [ir,past [ 17, paof™
-7 Ep, Clyp

<font [T} <(2n+2(nt1)m .
II g’ensuit done en vertu de (3) et (4) que

Ly T
) v 2+ o) <o on 1)

D’autre part, il résulte de (B) que

2n 2n

= 0wl b)) = DT+ b))

2n

™
>t (ayl+ [Bl) D)y > 270m(, + b)) (n+ 1),

n
o | ——
2\ dn

PSS T

d’olt en vertu de (5),

(Il + [Bn]) < O
c’est-a-dire la seconde partie de (x).

Pour en établir 1a premiére partie, partons du théoreme de Haus-
dorff-Young (voir [2], p. 101) (2) aveec 0 < h < n/4n:

1~ g > 1
© gz [ et m—sie-mirasl < (3 o+ b iniar) "

- k=1
n ) llp - . i
< (;”“"H Il sim )+ (kzl(lalir P lsinkp) " = L+,

(2) Dans le cag oll p = ¢ = 2, la démonstration de cette partie de (*) résulte
de la formule de Parseval.
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D’une part, on a en vertu de l'inégalité [sinz| << |z| et de (B) pour
0<h <nfdn

n

L<l (;[70([%\ + 1))

3

\_ ' e > !
_ zﬁz{z K41 (o) + b)) T 77‘}

1

1/n

-
ki1 . i
< _41—7’77 n't Y(jan] -+ D) { §1 khﬁf}

A cause de pe; <1, le dernier facteur est d’ordre O(n~Prthlr
= O(n~1*1P) et il vient

(M I, < Cynt (|| + By) 0= 1P = O (|ay| +- [ba]) 0"

1/p

D’autre part, on a pour tout &

00 ]

L= { )l + 0al P i} < { 3 (lowd - )

n-+1 741
od 1 1[1)
= {Z BP0 (| 4+ [be])” W} .
2 +1
En vertu de (A), la derniére somme peut étre majorée par le produit

o]

1 1/n
W= tia+ ) { Do)

%41

dont le dernier facteur est convergent d’ordre O(n'P~'"°) 4 cause de
p—pe >1, cest-d-dire de ¢ <1—1/p. On a done

(8) Iy <OV (Jay 4 B ynt ™.
Les formules (6), (7) et (8) entrainent directement la premidre partie
de (x).
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ON CHANGE OF VARIABLE
IN THE DENJOY-PERRON INTEGRAL (II)
BY

K. KRZYZEWSKI (WARSAW)

This paper continues the investigations concerning change of
variable in the Denjoy-Perron integral contained in [2]. The notation
and terminology used in this paper are the same as in [2]. We begin with
the following definitions:

A function F defined on an interval I will be said to be non-decreas-
ing (resp. non-inereasing) in the vestricted sense on « set B C I if for every
pair of points z,, #,, ¥; < #,, belonging to [intH, sup B, F(z,) < F(z,)
(resp. F(#,) > F(x,)), provided that at least one of the points x,, z,
belongs to F. A function which is either non-decreasing or non-inereasing
in the restricted senge on a set E will be termed monotone in the restricted
sense, or M, on E. A function F defined on an interval I will be termed
M@, on-a set BCI if B is expressible as the sum of a finite or enu-
merable sequence of sets on each of which ¥ is M,.

Let us denote by N (F; I) the set of the values assumed an infinity
of times by a function F on an interval 7.

A function F will be said to fulfil the condition (Ty) on an interval I
if (i) the set N (F;I) is at most enumerable; (ii) for each y belonging to
N(F;I) the set F~'(y)—int(F~'(y)) is at most enumerable.

‘We shall say that a function F is non-decreasing (resp. non-increasing)
at @ point z, if there exists a neighbourhood of x, such that for x belong-
ing to this neighbourhood

(#—m)(F (@) —F (m)) 2 0 (vesp. (@—m,)(F (2)—F () <0).

A function which iy either non-decreasing or non-increasing at ,
will be termed monotone ai x,. We shall now prove the following

THEOREM 1. Let F be a continuous fumction defined on an interval
[a, b]. Then the following condutions are équivalent:

() F is MG, on [a,b],

(ii) every perfect subset of [a, b] contains a portion on which the func-
tion F ts M,,
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