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Every random variable V, is here a mixture of two random variables
V., Vi, of which the first, V;, is degenerate,

(5.15) PV, =1} =1,
and the second is continuous, its density being

0 for <0,22>21,

(5.16) 6:(@) = (po+r)a™™™  for O0<az< 1.
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ERGODICITE ET STATIONNARITE DES CHAINES DE MARKOFF
VARIABLES A UN NOMBRE FINI D’ETATS POSSIBLES

PAR
I. KOZNIEWSKA (VARSOVIE)

Introduction. Les problémes liés aux chaines de Markoff constan-
tes ont été largement discutés par de nombreux auteurs. Les chaines
de Markoff variables ont été traitées beaucoup moins fréquemment et
Dergodicité de ces chalnes, qui avait déja attiré lattention de Markoff
(ef. [6]), quoique le terme ,,ergodicité” n’ait été introduit que plus tard,
souléve encore des questions non résolues. Parmi les mathématiciens
qui s’en occupent, il y a d'une part I’école soviétique: Bernstein [1],
Kolmogoroff [4], Siragedinoff [11], Sarimsakoff [9, 10] et Moustafin [10],
dont les recherches n’ont abouti qu’a des résultats partiels. D’autre part,
Hajnal [2, 3], Mott [7, 8] et Schneider [8] ont derniérement repris le sujet.

La présente communication fait suite & celle [5], publiée il y & quel-
ques années, sur l’ergodicité des chaines de Markoff variables &4 deux
états possibles. Son but est de généraliser au cas d’un nombre fini d’états
possibles les résultats obtenus préecédemment. Au cours des recherches,
il a paru juste d’étudier en méme temps la stationnarité des chaines,
vu que cette. propriété joue un aussi grand réle que Pergodicité dans
I’étude des chaines.

§ 1. Notations. Nous écrirons D = (d,, ..., d,) pour mettre en évidence
que D est un vecteur aux composantes d; (1 =1,...,7); 0 =(0,...,0)
est le veeteur nul.

Nous éerivons P = {py} pour exprimer que P est une matrice dont
les éléments sont py, (a,b =1,...,7); 0 = {0} est la matrice nulle dont
tous les éléments sont nuls; I = {d,) est la matrice-unité, ol &y, = 1
et by = 0 pour a £ b.

E ou Ep est une matrice dite ergodique dont toutes les lignes sont
identiques. On la désigne par B = {e;} (e =1,...,7) ou par B = Ep
suivant qu’on veut mettre en évidence ses éléments e, ou ses lignes D.

§ 2. Définition et propriétés fondamentales d’une chaine. Les
chaines qui seront étudides sont celles de Markoff discontinues & un
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nombre fini d’états possibles. Elles ne seront pas constantes par hy-
pothese.

Une telle chaine & r états possibles sera définie par la répartition
initiale Dy = (Po1s-++) Popr)y OU Popp (=1,...,7) désigne la probabilité
absolue pour que le systéme qui évolue aléatou'ement au cours du temps
se trouve au moment initial & 1’état ¢, et par une suite infinie de matrices
de passage P, = {pli} (a,b =1,...,7 et n=1,2,...), ol pfj) désigne
la probabilité conditionnelle pour que le systéme se ’nrouve au moment
n & Détat b, si au moment n—1 il se trouvait a Vétat a. D, = (p,, ..
pmr) désignera la répartition du systéme au moment n, ol p,; (¢ _u1

.7 et #=1,2,..) est la probabilité absolue pour que le ﬂys’rume
se trouve au moment n & Pétat 4. On a les relations suivantes pour tout
n=1,2,...et a =1,...,7:

r
mei = 17
=1

Introduisons les matrices

Hyp = {hgp(m,n)} (ol a,b=1,..

Il

”
Zpah =1 et Dn
b=

Te=l

Gy m=0,1,...,n >m)

définies comme produits de n—m matrices P,:

(1) mn = ” Pn

i=m1
hay (M, n) désignant la probabilité pour que le systéme se trouve au mo-
ment # & 'état b, & condition qu’'au moment m il ait été & 1’état a. On
a done pour tout a=1,...,7, tout m =1,0,... et n >m la relation

”
Zh,l,,(m, n) =1
b=1

et I’égquation de Chapman-Kolmogoroff
Hyp, == Hmt];]m

pour m <t << n.

§ 3. Chaines faiblement ergodiques. Kn voici la définition:
DfrinirioN. Une chaine de Markoff
(n=1,2,..

matrices do passage P,
.) est dite faiblement ergodique [2] (ou ergodigue an wm de

Kolmagoroff [4]) si pour tout m = 0,1, ot tous 4,4,k == 1,...,7
(1) lim [Ry (e, n)— hys(m, n)] = 0.
N—>00

Hajnal [2], le premier, a donné une condition suffisante et nécessaire
pour qu’une chaine soit faiblement ergodique. Mais on pourrait en trouver
d’autres.
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TukorEME 1. La condition suffisanie et nécessaire pour quune chaine .
de Markoff ayant les matrices de passage P, soit faiblement ergodique est
qu'il existe pour tout m = 0,1, ... une suite de mairices ergodiques By,
n=m+1,m+2,...) telle que
(2) lim(Hmn'_Emn) =0,

N—00
o% H,, est défini par la formule (1) du § 2.

Démonstration. Il est évident que la condition (2) est suffisante.
En effet, admettons qu’il existe pour tout m = 0,1, ... une suite de
matrices B, = {e;(m, n)} (ob j =1,...,7) satisfaisant & (2). On a done
pour tout m =0,1,... et tous ¢,j,k=1,...,7

Lim [hy(m, n)—e;(m, )] = 0,

N300

lim Ay (me, ) — €;(me, m)] = 0,

N—00
ce qui entraine (1).
Réciproquement, admettons (1) et posons pour tout m = 0,1, ...

et tout j =1,...,7
Zhum n),

olt By, = {g(m,n)}. On a done pour tout m = 0,1,
j=1,...,7

&j{m, n)
et tous &,

Hm By (m, n)— e, (m., n)] = Hm [Fuy(m, n)— %Zkii (m, n)]

=1

1
= hm”fg; [Py (12, )= hiy (e, m)] = 0,

N—e0

ce qui prouve que la condition (2) est vérifiée. Aingi, elle est nécessaire.
REMARQUE. Il résulte du théoréme 1 que pour qu’une chaine soit
faiblement ergodique, il faut que pour tout m = 0,1, ... chaque suite
convergente extraite de la suite de matrices H;,m (n =m-+1,m+2,...)
converge vers une matrice ergodique.
En effet, g’il existe pour un m fixé une suite croissante d’indices

Ny, Nyy -0y OU By >, telle que hmHmn = A4, et que la condition (2)
est satisfaite, il existe la limite hmEmn = F,, (ou B, est une matrice

ergodique), ce qui entraine hmHm,,i =H,,.

100
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THEOREME 2. Vu que foute matrice de passage Py, se laisse décomposer
en deux matrices
(3) P,
ot B, est une matrice ergodique arbitraire, la condition suffisante et néoes-

saire pour qwune chaine de Markoff ayamt P, comme matrice de passage
soit faiblement ergodique est que

= I, +R, (n=1,2,..)

M-
(4) 1imHR3=0 pour tout m =0,1,...
N—00 g_in,
Démonstration. La condition est suffisante. Admettons en effet

que la chaine satisfait & (3) et (4). Bn vertu des propriétés connues des
matrices stochastiques, on a pour tous s,t =1,2,...

R E, =0,
d’olt il vient d’aprés (3)
RSPt = Rth.
Par conséquent,
min MR mAn
HPB = (Em"i"Rm> H P = Em H P |“ m n Pa
g=m §= -1 =1 Fa=M-|-1
el -
P‘I H
Bzt 1 F=a
On en déduit d'apres (4)
M0 MAN
hm(HP —B, [] P)=0

N0~ g §=M4-1

et ceci pour tout m = 0,1, ... Conformément au théoréme 1, la dernidre
égalité prouve que la chaine est faiblement ergodigue.

La condition (4) est nécessaire. Nous pouvons admctﬁre, en vertu
du théoréme 1, qu'il existe pour tout m fixe (m =0,1,... ) une suite de
matrices ergodiques By, (v = m-+1,m--2,...) tolle que
(5) -Hmn = Emn'|’“z7wm
ol imZ,, = 0. D’autre part, on peut décomposer les matrices P,,

N—>00

P, = F,+L, (%=1,2,.--),
ol F, sont des matrices ergodiques arbitraires. On a done pour n = m-+1,

m+2, ...
(6) mmm=R]7 ]jm

Sm4-1
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Cependant, il résulte de (5) que
(7) RmHmn = Rmzmn;
(8) hm}amz'mn = 0.
N->00

En rapprochant les formules (6), (7) et (8), on retrouve la condition (4).
Exemple d'une chaine faiblement ergodique:

131 001
Pua=|330 o6 Pu=[310], n=1,2,..
001 i1
Tei lim H,,,,., est égal & F, ou E, suivant que m est pair (ou 0)

n—o0

10 impair, et on a

20 28 27 19 24 32
757 7575 T8
_f20 28 27 __ {19 24 33
h=\gzz| B=|sss
20 28 27 19 24 32
BT 7575 15
§ 4. Chaines fortement ergodiques et stationnaires. Une chaine

de Markoff dont les matrices de passage sont P,(n = 1,2,...) est dite
fortement ergodique aw sens de [2] (ou le plus fortement ergodique au sens
de [5]) si
(1) ]jmhif(m, ’ﬂ; == e,-(m)

N~>»00
pour tout m =0,1,...

et tous ¢, =1,...,7. Il est évident que Zej (m) =1

pour tout m =0, 1, ... On voit bien que ergodicité forte d’une chaine
consiste en ce que les proba,blhtés limites ¢,(m) (j = 1, ..., r) ne dépendent
pas de Pétat initial 4 dans lequel le systéme se trouve a.u moment m. Il
est toutefois & remarquer que cette dépendance de m n’est qu’apparente.
En effet, si 'on pose B, = {¢;(m)} pour j =1,...,7, la formule (1)
peut s’écrire pour tout m = 0,1, ... sous la forme matricielle suivante:
(2) imH,,, = B,.

N—+00
Mais comme on a aussi

hm-Hm—ln = Em—l ot PmHmn = Hm—-lni

N —»00
on conclut que H,, = P, H,_,, ce qui entraine ¥, = H,_, pour tout
m =1,2,... La formule (2) prend donc la forme indépendante de m
2" limH,, = F
n—-00

pout tout m =0,1, ...
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A présent, nous allons rappeler deux modes de stationnarité dune
chaine et en définir un troisiéme pour étudier les relations entre les doux
genres d’ergodicité dont il a été question.

DEFINITION 1. On dit qu'une chaine de Markoff ayant les matriceg
de passage P, (n =1,2,...) est stationnaire 8'il existe une répartition

D = (dy, ..., d,) telle que
(3) DP, = D pour tout » =1,2,...
Exemple: :
11
1—— — 0
non ‘
Pn'— o 0o 1l .D:‘—'((),%;,%).
0 113

DEFINITION 2. On dira qu'une chaine de Markoff ayant des matrices
de passage P, (n=1,2,...) est asymplotiquement stationnaire w’il existe
une répartition D = (d,, ..., d,) telle que

(4) lim DH,,, =D pour tout m =0,1,...
N—>00
Exemple :

1 1

— 11— o 0

n n

1
-Pn: 0 0 1 9 I)=('6'7T:'y;)
1 1 1
B T F

Cette chaine est asymptotiquement stationnaire sans étre stationnaire.

DErINITION 3. Une chaine de Markoff ayant les matrices de passage
P, (n=1,2,...) sera dite asymptotiquement quasi-stationnaire au sens
de Bernstein (cf. [1], p. 212) #'il existe une répartition D telle que

(8) lim DP, = D. )
Exemple:
1 1
11—
7?2 ;nﬁ 0
P = .
" o 1-% L}
)
0 0 1

On a dans ce %as limP, = I; chaque répartition I satisfait done

N—>00
ala f}ondition (5). Il est & remarquer que toute chaine constante est agym-
ptotiquement quasi-stationnaire.
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I1 est évident qu'une chaine stationnaire est asymptotiquement
stationnaire. D’autres relations entre différents modes de stationnarité
sont moins évidentes. Le lemme suivant les met an point.

LEMME 1. Toute chaine asymptotiquement stationnaire est asymptoti-
quement quasi-stationnaire.

Démonstration. Supposons une chaine de Markoff asymptotique-
ment stationnaire et dont P, (n = 1, 2,...) sont les matrices de passage.
Il existe donc une répartition D vérifiant la condition (4). Il s’ensuit
que pour tout m = 0,1, ... et tout n >m

DHyy = D+ By

ot B, est un vecteur tel que lim#,, = 0 pour tout m =0,1,... On
N—00

a alors

DHm -+l T DP71+,-+-E,,1,,,P,,,+1

et par conséquent, en passant & la limite pour # tendant vers Pinfini et
pour un m fixe, on trouve

D =1imDP,,,,

ce qui prouve que la méme répartition D qui vérifie (4) satisfait aussi & (5).
Passons aux relations entre l'ergodicité et la stationnarité d’une
chaine.

THROREME 3. La condition nécessaire et suffisante pour qu'une chaine
de Markoff soit fortement ergodique, est gqu’elle soit faiblement ergodique
et asymptotiquement stationnaire.

Démonstration. On voit facilement que la condition est néces-
saire. Toute chaine fortement ergodique est « fortior: faiblement ergo-
dique. La propriété de forte ergodicité de la chaine peut s’énoncer comme
il suit: il existe une répartition D telle que limH,, = Fp pour tout

: N—>00

m=0,1,... (Ep désignant une matrice ergodique dont toutes les lignes
sont D). Ainsi la forte ergodicité entraine que lim DH,,, = D pour tout
N—o0

m=0,1,...,
la chaine.
Supposons maintenant une chaine dont les matrices de passage
sont P, (n=1,2,...), faiblement ergodique et asymptotiquement sta-
tionnaire. On démontrera d’abord que, sous ces conditions et lorsque
m, est fixe, il ne peut exister qu'un seul D satisfaisant & Ia condition

ce qui est bien la stationnarité asymptotique de
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lim DH,,, = D. Supposons, au contraire, qu’on ait deux répartitions Dy,

N->00
ot Dy, telles que

(6) HnlD'm.IHmm = Dmla
00

(1) 1im1)7',,1H7,L1 n = ‘D;"'l'
00

La chaine étant supposée faiblement ergodique, il existe d’aprés
la remarque au théoréme 1 une suite partielle de celle des matrices H,, ,,

(n = m+1,m+2,...,) telle que
(8) 1imHmlni =Hy.
On aurait done
(9) !im-Dmlelm = A’
100
(10) 1imD§anmlni = A.

En rapprochant d’une part (6) et (9), d’autre part (7) et (10), on
trouverait D, = 4 et Dy, =4, @00 Dy, = Dy, Lorsque m, est fixe,
il nexiste done qu'une seule répartition D, ayant la propriété
i Dy, Hyny = Do -
=00

Cette répartition D,,, est cependant indépendante de m,, vu que (8)
entraine ’égalité

mHml“l ng = B,
700

et par conséquent

Hm AH,, _y,, = 4.
1r00

Finalement, il n’existe pour tout m =0,1,... qu'un seul 4 vé-
rifiant la condition lim AH,,, = 4. Mais ceci prouve déja que la chaine

N—0
est fortement ergodique, car si lon avait iim;l'l?,,,W = Hp pour un my
=r0Q0
et pour une sous-suite {n;} de la suite de nombres naturels, on aurait
aussi h’mBHm gy =B et on en déduirait que B=A. Alnsi, toutes les

guites exﬁrmtes de la suite de matrices H,, (n = m--1,...) convergent
vers E,.

CorOLLATRE. Toute chaine de Markoff faiblement ergodique et station-
naire est fortement ergodique.

icm®
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La stationnarité asymptotique de la chaine peut &tre exprimée
comme il suit: il existe une telle répartition D que

DP,—~D =E, pour tout n=1,2,...,
1 IimE, =
N=>00
En désignant par B, le vecteur (s, ..., &™), on a
r
(12) 265’“:0 pour tout g =1,2,...

i=1

THEOREME 4. La condition suffisante et nécessaire pour qu'une chaine
de Markoff ayant les mairices de passage P, (n = 1,2,...) soit fortement
ergodique, est que

1) cette ohaﬁ,ne soit faiblement ergodique;

hm 2 Za(k)[hu (k+1, n)—hy(k+1,n)] = 0.

Démonstratlon. I sera d’abord établi que les conditions 1) et
2) sont suffisantes. Il est 4 remarquer que la condition 2) est plus restrictive
que la stationnarité asymptotique. Admettons qu’une chaine dont les
matrices de passage sont P, (n = 1,2, ...) satisfait & 1) et 2). On a done
pour tout m =0,1,... et tout » >m

DH,,, = DH,,,_P, et

d’olt Von déduit que
(13) DH,,,—D =

Posons

D = DP,—F,,

(DHm n—1 _-D)-Pn +En .

Iy = DHpy—D  (m = 0,1, ..., % >m).

L’équation (13) prend alors la forme

Zmn = Zmn—1+En7
dont la solution est pour tout m =0,1, ...

n—1

(14) T = D, BaHyy1n+ By

k=m

et tout n >m

I1 est év1dent d’aprés (12) que la r-iéme composante du vecteur

By, est & = —2 (), d’ot il résulte que la j-iéme composante du vec-

=
teur By Hy,, est de la forme
r—-1

T
Z &by (k4+1,n) = 2 &
iz

i=1

By (k+1, n)—hy (B+1, n)].
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Si, & présent, on considére la relation (14), on voit aisément qu'en
vertu de Uhypothése 2) on a lim Z,,, = 0 pour tout m = 0,1, ..., ce

H->00

qui prouve que la chaine est asymptotiquement stationnaire. D’autre
part, d’aprés ’hypothése 1) elle est faiblement ergodique. On conelut
donc en vertu du théoréme 3 que la chaine est fortement ergodique.

Prouvons maintenant la néeessité de la condition. Admettons qu'une
chaine de Markoff dont les matrices de passage sont P, (n =1,2,..)
est fortement ergodique. Bien entendu, c¢’est & plus forte raison une
chaine faiblement ergodigue. Ainsi, elle satisfait & 1). 11 ne reste done
qu’a établir 2). D'aprés le théoréme 3, la chaine est asymptotiquement
stationnaire et a fortiori asymptotiquement quasi-stationnaire (cf. le
lemme 1). Il résulte de l'ergodicité forte de la chaine qu’il existe une
matrice Fp telle que P’on a pour tout m =0, 1,... et tout » >m

(15) Wn EI) = Am(,ln
ou pour tout m =0,1,... tous 4,5 =1,...,

Amn = {(51';7‘(”7’7 ’I’b)} et

r et tout n >m

lim4,, = 0.

N0

Par contre, il s’ensuit de la stationnarité asymplotique de la chalne
que, pour tout » =1, 2, ..., on a les relations (11) et (12). On voit done
aisément que pour tout k =1,2,...etn >k

By diyrn = (DPy—D)(Hyy—H1) = DHye_yy—DHpy, .

On a par conséquent
n-1 -1

vrkquln= Z —DHIC ln—“-Dchn)

k =M le=m

-DH'mwl n’—DPn ?

d’olt il vient pour tout m =1,2,...
n—1

i > By dyr, = lim(DHp,—DP,) = 0

N>00 o) M—>00

8i Ton transerit le résultat obtenu pour la suite des vecteurs

n—1
kZ By Ay, en des termes de leurs conquma.ntor,, (m trouve: pour toub
=M
m=1,2,...eb tout j =1,...,r, on a lim Z Z ) 8y (% -1 1, m) = 0.

. R—r00 Mt i
Si & présent on tient compte de la formule (1 2), on est amend o la
relation
-1 -1

(16) lim Z 2_, e 841, n)—

N—0 K on, o

by(k--1, )] =0,

valable pour tout m =1,2,... et tout j =1, ...,

| CHAINES DE MARKOFF 343
'On déduit enfin de (15) que, pour tout %,j=1,...,r, tout &k =
0,1,... et tout » =k+1,k4+2,..., on a
Oi(k+1,n) = hy(k+1,n)—d;, ot D =(dy,...,d),
ce qui entraine
am S (k+1, n)— 6y (k+1, n) = hy(k+1, n)~—hy(k+1,n)

pour tout 4,5 =1,...,7, tout k=10,1,... et n >k Si Pon porte les
valeurs (17) dans (16), on retrouve la condition 2) de 1’énoncé du théo-
réme, qui se trouve done démontré.

Il n'est peut-étre pas sans intérét de faire remarquer que, dans le
cas d’une chaine de Markoff constante, les notions d’ergodicité forte et
faible sont équivalentes. On le vérifie sans peine en s’appuyant sur le
théoréme 2 (§ 3). Considérons & cet effet une chaine de Markoff faiblement
ergodique dont la matrice de passage est P. Si 'on pose

(18) P = E+R,

ot F est une matrice ergodique arbitraire on a lim R™ = 0 en vertu du

n—co

théoréme 2 précité. I1 s’ensuit que J—R n’est pas une matrice singuliére

et que la série ) R" est convergente. On déduit de (18) 'égalité

n=1
n—1

= E+E ) R'+R"

i=1

et par conséquent Dexistence de lim P* = F,;, ol F, est une matrice

ergodique. Mais cela prouve déja la forte ergodicité de la chaine.

§ 5. Autres notions d’ergodicité. On peut encore introduire de
nouvelles notiong d’ergodicité, utiles pour I’étude des conditions pour
qu'une suite de variables aléatoires obéisse & la loi forte des grands
nombres.

DEFINITION 1. Une chaine de Markoff dont les matrices de passage
sont P, (n = 1,2,...) sera dite ergodique de degré «, ot 0 < o <1 lors-
que, pour tous ¢,j, k =1,...,7 et tout m = 10,1, ...,

(19) 1111‘1}'1052[711” My M+ 8)— hyi (M, m48)] = 0.

Il résulte de eette définition qu'une chaine ergodique de degré
0 < B < 1 est ergodique aussi de degré $, ol f < f; <<1. Les chaines
faiblement ergodiques et fortement ergodiques au sens du §3 et du § 4
sont ergodiques de degré o = 1.
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TEhoREME 5. La condition suffisante et nécessaire pour quune chaine
de Markoff dont les matrices de passage sont P, (n =1, 2, ...) soit ergodique
de degré a, od 0 < a <1, est qu’il ewisle pour tout m = 0,1, ... une suite
de mairices ergodiques By, (n =m-+1,...) telle que

1 m4-n
(20) im = ' (Hps—Bpg) = 0.
W"mn =11

Démonstration. La condition est suffisante. Considérons une
chaine définie par ses matrices de passage P, (n = 1,2, ...) et admettons
quil existe, quel que soit m =0,1,..., une suite M, = ¢(m,n) sa-
tisfaisant & la condition (20) pour un o donné tel que 0 < a < 1. On
a done pour tout m =0,1,... et tous 4,7 =1,...,7

1o
limjz[hij(7n, m+s)—e;(m, m--8)] = 0,
§=1

N0
lim — Z[h’” m, ’)71.—}—8)—67(77’1,,%{ 8)] =0,
n—co M §]

ce qui implique évidemament (19).
La condition est nécessaire. Soit P, une chaine ergodique de degré

¢ ot 0<a<1. Soit By, ={em,s)} (j=1,...,7), pour tout
m=0,1,... et tout s >m, ol
td
1 S
e;(m, $) ——Z (e, 8).
ria
On a alors pour tout m = 0,1,... et tous 4,j,k=1,...,7
1 mn 1 A1,
pry Z [y (m, n)—e;(m, n)] = gl Chy (mey ) - Zh,) ey )]
=11 o= 41

1 fj 1 mAn
== 3= > [hy(m, n)—hy(m, n)]
8=m-1
et il est évident que la suite des matrices 7, (n = m-|-1, m-|-2,...)
satisfait & (20).

DEFINITION 2. Une chaine de Markoff dont ley matrices de passago
gont P, (n = 1,2,...) sera dite d’une ergodicité stationnaire do degré o
lorsque 0 < & <1 et qu'il existe pour tout & > 0 et tous 4,4, b == 1,
un N tel que l'on a pour tout n» > N Dinégalité

1 n
(21) o ) Ihig(s, 84 )= g (s, 5-0)] < e
t=1

quel que soit s = 0,1, 2,

icm®
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LevMEe 2. 8 une chaine de Markoff dont les matrices de passage sont
P, (n=1,2,...) est d'une ergodicité stationnaire de degré a, il existe pour
tout ¢ >0 ef tous ¢,§ =1,...,7 un N tel que Pon a pour tout n > N

1 & .
(22) Pl 2 [ (85 8+ 1) —Pssayl < e,
t=1

quel que soit 8 =0,1,2,...
La démonstration du lemme 2 résulte facilement des formules qui
suivent:

l n 1 n 1
i D g8, 840 —pasigl = — 37| B'hgls, s+ 1)pap— s (s, 549
=1 i=1 k=1

[hij (s, 8 +8) — Ty (s, 8+2)

<
s

//\
M:
-

<
|
I
-
bl
E |
-

Sn])-a

B (s, s+1)—

1

hk;(S, 'S'+t)| .

k 1 t

I

Pour terminer, encore une notion d’ergodicité:

D2EFINITION 3. Appelons une chaine de Markoff dont les matrices
de passage sont P, (n=1,2,...) extra-ergodigue si on a pour tout
j=1,2,..,7r

Z'maXIp —Pag] < 0.
§=1
THEOREME 6. Une chaine de Markoff constanie et dont la matrice de
passage est réguliére est une chaine exira-ergodigue.
Démonstration. On a en effet pour une telle chaine la limitation
connue suivante: pour tous les ¢,j = 1,...,» et tout s == 1,2,...,

l 2
Ipﬁ — Pyl < o ol a>1,

ce qui prouve le théoréme.
Je voudrais remercier le Dr S. Gladysz pour ses judicieuses re-
marques sur les rédactions successives de cette communication.
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ON THE JOINT LIMITING DISTRIBUTION
OF TIMES SPENT IN PARTICULAR STATES
BY A MARKOV PROCESS

BY

A PLUCINSKA (WARSAW)

We consider a homogeneous separable Markov process £(¢) with
a finite number of possible states a,, @y, ..., ax. Let py(t) be the proba-
bilities of transition from the state a; to the state a; in time ¢ (¢,§ = 0,
1,..., k). We suppose that

1° tl;n;tpii(t) =10G@=0,1,..., k),

2° for each pair 4,j (4,7 =0,1,...,%) there exists ¢, such that
Dij(te) > 0.

It follows from these assumptions that almost all sample functions
are step functions and p;(¢) >0 if ¢ >0 (ef. [2], chapter VI).

Denote by X;(t) the total time spent in the state a; during the time
interval [0, t]. Thus

t
(1) () = [mwdu  (i=0,1,..., %),
0

where y;(¢t) is the characteristic function of the set {#:£(f) = a;}

k
(¢ =10,1,..., k). It is quite clear that } X;(t) =t.

i=0

The aim of this paper is to find the limiting k-dimensional cumulative
distribution function of the random variable {X,(t),..., X;(f)} when
t - 00, :

The one-dimensional variable X,(t) has been investigated by Takacs
[71—[9] and Rényi |5] (in [8] and [9] the assumptions are more general).
In the ease of Markov chaing the above-mentioned problem was treated
by Romanowski [6], p. 233, and Kolmogorov [4].

Since almost all sample functions are step functions, we may define
a sequence of random variables =z}, Z;, @1, &3, ..., a8 follows:
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