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<k (<m) ean be covered by m—Fk-
since C(Y) is simply connected ([51,

dimensions, it follows that ¢(¥)
retract.

-1 contractible open sets. Hence
Theorem 4.5) and acyclic in gl
is contractible and hence is an absolute

QUESTION. For what class of continua is ¢ (X
We know that if X is locally connected (in which ¢
retract) or a snake-like continuum that ¢ (X)

) & quasi-complex?
ase C(X) is an absolute
is a quasi-complex,
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Sur la représentation topologique des graphes
par

A, Cs#szdr (Budapest)

i wRldme ) €0 b
1. Nous entendons par graphe (abstrait) le systéme (8, 4, e) (,mn];?e)
dun ensemble 8 (dont les éléments sont appelés sommels ](;lu g; (mé)’ m,
N 0 i i e ) une
d’un ensemble A (dont les éléments s’appellent ardtes du gj?la.p T( )((:memb]0
& 1 e S
icati i fait correspondre & chaque aréte aeAd w
application e qui fait corresp ar n ¢ e
1?‘3 ) {81, 83 C 8 composé de denx sommets distinets, appelés extrémité
é = %1y 92
o laréte @ (). N ‘ .
! Nous dirons qutun graphe (8, A, e) est fini si les ense:xb}e;sq%)etlle
sont finis, et qu'il est dénombrable si 8 et A sont ‘(léq:om wt)/e;g s.;é °
. g i qi, deux § ty distincts 8, 8’ € 8,
i dit conmere wi, deux somme
graphe (8, 4, e) ext dit co 63 distinotis o, &' « 8, 0 7
zt&lllt donmés, on peut toujours trouver une suite finie d a‘r(1 1(<b?: s i
telles que ¢ € e(ay), 8 € (@) el que e{ag) A () # 0 powr 1 S <

2. On a ’babitude de représenter un graphe j"zml (8 ,e ﬁ‘;igsp;ii ;li
sous-ensemble G de D’espace (:uelidie'n (Zy::, M:o;r:i)o;géal(z 12»’ .I;(l.ﬁssanee de
1 . et de certaing arcs ai, .., al 4 : !
i’le;nlf;.e,nslgl; tS ot m & celle de ’ensemble 4), de mamérs (11;1: ;(;Z Sp(;l;:lt;u.z
correspondent biunivoquement aux sonc.\mets 8 e.Ste e e
arétes ay e A, I'are af, ayant pour extrémitiés les pho-m : 8% Om;n e
ment si aréte correspondante ap & pour extrémités les sa' ot g
qui correspondent & sf ot s; respectivement, ep deux ar({; ) kBea &coup )
d’autres points communs que leurs extrémités au 11293 .m i
propriétés du graphe (S, 4, e) pguvent étre fm{mu Tt
propriétés topologiques de lensemble G; p.ex. .e(gfl gens o Iiologique),
connexe si et seulement si Pensemble G et connexe (& e et adiins

Pour wn graphe (8, .4, e) quelconque <fm1] ouf ngﬁ ,suiva,nte. o
une représentation topologique analogue de ad,age e et
dérons un ensemble G dount los éléments sm‘ﬂ; ;m &1; ’11ne o e
8 €8 du graphe, de L’autre les couples (a, @) formés p

oni it ‘faudrait
(*) D’aprés la terminologie adoptée par D. 'Komg ([3}\;l 1;‘1;1 ;u:ts ?;(a); pew
encore postuler que, pour 8 €8, .il oxis;;; au I;l:l:i E:uad; e Copandont, 1a tor
C. Berge ([1], p. 27), on devrait dive mad -graph 4 oo
minolzggie([quapnous’venons d'introduire eonvxenfi:?, mieux A nos bu
(%) Cest-a-dire finis ou dénombrablement infinis.


Artur


icm

250 A. Ceaszir

et par un nombre réel #. Choisissons ensuite dans chacun dog ensembles e(q)
un dément qui sera appeld extrémité positive de Varéto o of ddsigné par
e*a), tandis que Pautre extrémité de a sera appelée eatrémité négative
of désignée par e(a), ot posons pour ae A ot pour tout entier positif »

(5, @, 1) = {(a, 2): 2> n}, s 8 =eHa),
o G, &) @< — ) s 8 =e(a).
K J
Posons ensuite pour s e §
(s5m) ={sv v U (s,a,n),
gee(a)

el pour aed ob deux nombres réely ¢ < 4
(a; ¢, d) = {a,2): e <0< da}.

Munissons enfin I’ensemble ¢ d’une topologie dont les ensombley (8; m)
(se8, n=1,2,.) o (a; ¢, d) (aed, ¢ et dréels, ¢ < d) forment une
base. On constate aisément que si un élément de G est contenu dans
denx ensembles de la, base, il existe un ensemble de Ia bage qui contient
cet lément et qui est contenu dans Pintersection de ces deux ensembles,
de sorte que I'on a bien introduit une topologie sur @.

On voit aisément que denx espaces topologiques G et ¢ qui résultent
d'un méme graphe au moyen de la construction précédente, mais & I’aide
de deux choix différents des extrémités positives, sont homéomorphes
Pun & Tautre. Tous les espaces topologiques de ce genre seront appelés
représentants du graphe en question; leur type topologique est done
déterminé univoquement par le graphe.

II est facile de voir que, dans le cas d’un graphe fini, les représentants

que nous venons de définir sont homéomorphes 4 ceux dont nous avons
parlé plus haus. . ‘

Le but de eette note est d’étudier quelques propriétés topologiques
des représentants des graphes, et de domner des conditions nécessaires
et suffisantes pour quiun espace topologique donné puisse &tre considéré
comme le représentant d’un graphe convenablement choisi.

3. Désignons par ¢ un représentant dun graphe (8, 4, e).
Les deux propositions suivantes résultent immédiatement de Ia
définition de Ia topologie de @.

(8.1) Pour g e A quelconque, Pensemble D, = {(oy @) — 00 < w < oo}
est ouvert, et sa fermeture D, est un arc ayant les éléments de ¢(a) powr extré-
mités. Plus précisément, Vapplication 9(0) = e~(a), g(1) = eH(a), ¢(w)
= (‘l: tgn(wm%)) (0O<w<1) est un homéomorphisme du segment [0, 1]
sur Dy,

(8.2) L'ensemble SC@a w

admet pas. de points @ aceumulation dans G
Il en est de méme de P

ensemble {(a; 2): ae A} powr wn » réel fimé.

| &)
Ot
—
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On démontre ensuite aisément:
(3.3) L'espace topologique G est régulier.
Bu effet, si aed et ¢<d, on a ’aprés (3.1)

(3.4) ¥r(a; ¢, d) = {(a,0),(a, )},
ot on vérifie aussi sans difficulté la formule

- Qo p 1
(3.5) Fr(s; n) = {(a, n): s =eHa)} v {{a, —n): s =¢7(a)}
T 7 o pf ’ 3
our sef et n=1,2,.. Il en résulte (a;¢,d)C(a;¢,d") 1)(1)’111‘ a feif’
. ©u - ) 1
£’< c<d<d et (s;n+1)C(s;n) pour se8, n=1,2,.., dot ¥
I’énoncé. . . L
(3.6) La topologic de G admei une base qui est lo réunion d'une imfinité
4 ) S 8§16 lement finis. 1
dénombrable de systémes loca , .
'chés se ¢ s¢ des ensembles
En effet, le n-idme des systémes cherchés se compose des en

p—1 2p-1
p p+1 L 2p )
(s; m), ol sef, et des ensembles (ai‘ ) v\ e T )

n' o
bier te < nh
. ot p est un entier tel que |p] < o |
o a,If(;;1 ]]1'0123)031'ti0us (8.8) et (3.6) entrainent en vertu du théoréme de
métrisation de Nagata-Smirnov: . 3
(8.7) L’espace topologique @ est métrisable (%).
De plus, on déduit de (3.1):
¢ st localement connee.
(8.8) Lespace @ est loca | o
Bn appelant point de ramification d’un espace M 1{11 31){)11;‘(11 16364);
tel que ord; M =3 (%) on peut affirmer en conséquence de (3.1) d. :
] : .
ints ramification de @ est contenu dans
.9) L'ensemble B des points de 76&1’)’&’0]4@(:(!. * 1
l’enséfnl?l)e 8. Chaque point de R posséde un voisinage qui ne conbient aucune
composante de G—R. » B N
pEn offot, si ¢ e R C 8, los voisinages (s; ») sont {111 type gmgi 11?115%1113
les composm;tes de G—R contiennent soit un point de S, so
semble .D,. )
(3 10; Lespace @ est compact si el seulement si le gmph; (Agl,e A,e)
est f'in;J- il est séparable si et seulement si ce graphe est dénombrable.
e )

(® Voir [7] “et [8]. Bien entendx_l, 1’u.pp1i(:'ation de ce théozésu:ac ;)Zt:é;t :?ilergefiwg;ie:
par la construction d'un homéomorphisme de 10:zp§z: fG‘OIngE: by £1es R, o
:iérﬁxszggfeeigt:,?Ti,d:vlzcjnﬂfhng:;??l]pz{} =zz.;p ={|§(t)ll):0 1tn:-ltl i, He—t_ {iaiso:i (;);11:1:
?E?l;;iieGa—‘-uSp?a.m téc)lticeizﬁ)]lla’z (f;)nil‘;?c—zeizrgzn;(a“(w))v = f.rc—t(ga;v), :(t_) ;c:gzjn:r( t )i ; J_‘é
;ofla; ::( b,?l}—: ?;11: ,wa'?(a,o)’),e‘;ila:;; io(l;.Chgi ii()i)ie:t%;:; rs;gigxr;ézmorphisme de lespace G

dans B.

ir < . 201.
(4) Pour la définition de ce symbole, voir p.ex. [4], P
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B etfot, si le graphe (8, 4, ) est fini (dénombrable 5 la véuni
de l’ensgmble fini (dénombrable) & et (1’1(111 nombre :Eizr;iG(z?égli)a;;s:a?;fn
d’ares Dg. D'autre part, si Pensemble § ost infini (11011-dén01ﬁbr@ble‘3))
o.’est un ensemble infini (non-dénombrable) sans points d’accumula-’
tion (ef. (3.2)). Si A est infini (non-dénombrable), les points (a, 0) for-
gezrzt; un ensemble du méme type et gans pointy d’accum‘ulat’ion (cf.

_ (3.11) SiAle graphe (8, 4, ¢) esi dénombrable, on « dim@ < 1; par
suite G peut ére plongé topologiquement dans le oube I° ’
En effet, @ est un espace métrisable of sé ' &
‘ o >0 parable ’aprés (3.7) et
(3.10), ot la frontitre d’un ensemble (85 m) ou (a5 ¢, d) de la base( est)un
eg(i‘em]ile igolé 1l(cf. (ﬁ.et), (3.5) et (3.2)), done de dimension 0. Par con-
sequent on peut appliquer le théoréme or-Nobeli i
i, T ppligq éoréme de Mengor-Nébeling (voir p. e. [4],
y Bﬁn (gnftexggl:ll,o si (8,4, e) nest pas dénombrable, Pespace @ non-
separable (cf, (3. ne peut e : : ac hel
e ) beut étre plongé dans aucun espace métrique
(3.12) L'espace G est conmeme 8i ef s ) ]
i 1) culement i le graphe (8, A, 6)
. En ef’fet, les.poix.xtg de @ qu_i_ beuvent 8tre reliés 4 un point ¢ e 8 fixé
a a,1flel d’une suite finie q’a,rcs Dy de maniére que 8 soit compriy dans le
1d;>rem1ex terme de cet‘rie su%te, Ie point en question dans le dernier, et que
eux termes conséeutits aient toujours une extrémité commune, forment

un ensemble fermé-ouvert, de sorte que la connexité d impli
: : e G impli
de (8, 4, ¢). La réciproque est évidente. phiame eelle

tf’. Les 1'é§Mtats qu1 précédent montrent que leg espaces topologique

que Lon peut ob’gemr comme représentants de graphes, possdédent de

ﬁ;(;gr&itﬁz topolog;&ues particuliéres. Nous allons montrer que quelques
:e§ propriétés peuvent servi . i

o et P Vir & caractériser leg expaces topologiqus

) TB.EOBEMIE. Un représentant quelconque G d'un graphe est un espa
topologique satisfaisant auw conditions suivantes:

(4.1) @ est métrisable,
(4.2) @ est localement conneve,
(4.3) dans G, Vensemble R des
de points @accumulation,
(4.4) chagque point de R
composante de G— R,

Réciproquement, & un espac b jous
‘ 2 pace topologique & ‘0Pri
6 (4.4), il est homéomorphe g be o0 Jouit des propriétés (4.1)

ohoisi. un représentant Pun graphe convenablement

points de ramification n'admet pas

Dossede un voisinage qui ne contient aucune

\
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Démonstration. La nécessité des propriétés en question résulte
des propositions (3.7), (3.8), (3.9) et (3.2).

Pour établir leur suffisance, supposons qu'un espace topologique @
vérifie les conditions (4.1)-(4.4). Pour » ¢ R, désignons par U (r) la famille
des ensembles ouverts, connexes, contenant le point #, et dont la fermeture
ne contient aucun autre point de R, ni une composante de G-—R. On
déduit de (4.1)-(4.4) que U(r) est un systéme fondamental de voisinages
du point 7. »

Ceci établi, considérons une composante K de lensemble G—E.
I’ensemble R étant fermé d’aprés (4.3), K est un ensemble ouvert en
conséquence de (4.2). De plus, considéré comme sous-espace de @, K est
métrisable, connexe et privé de points de ramification. Par conséquent,
K est soit réduit & un seul point, soit un are, soit une ecourbe simple fermée,
s0it homéomorphe & une droite, soit enfin homéomorphe & une demi-
droite (voir [2], p. 322, théoréme II).

(4.8) K étant une composante d¢e G—R, on o FrK = K—-KCR.

En effet, K est ouvert dans @ et relativement fermé dans G—R.

(4.6) Soient re R, UelU(r), K une composante de G—R et C une .
composante de U~ K #.0; on a alors 7 C.

En eéffet, C est ouvert d’aprés (4.2) et (4.3) et relativement fermé
dang U ~ K. Par guite on a, en tenant compte de (4.5),

Un(@—0)C(UAR)—(UnR)=Un(E—K)CUAR=H}.

Doue, si la proposition était en défaut, ¢ serait relativement fermé dans U,
contrairement & la connexité de celui-ci.

11 résulte aussitot de (4.6) que si re R, UeU(r), le voisinage U
rencontre parmi les composantes K de G—R seulement celles dont la
fermeture contient le point r. Ceci étant impossible si K se réduit & un
seul point, si elle est un arc ou si elle est une courbe simple fermée, con-
sidérons une composante K de G—R qui est homéomorphe & une droite,
soit ¢ un homéomorphisme de la droite nmumérique sur K, et posons
re E—K C R. On déduit aisément de (4.6) que, si Ued(r) et si O est
une composante de U~ K, son image réciproque g~%(C) ne peut pas étre
un intervalle fini, de sorte qu’elle est ou bien de la forme (—oo, a), ou
bien de la forme (b, 4oc). De plus, i g U A K) = (—oo, a) pour un
U € U(r), on a une égalité du méme type pour tous les T e U(r), la valeur
de a dépendant naturellement de U, et il en est de méme si g™ U~ K)
= (b, +o0) ou §i gHU A K) = (—oc0,a) v (b, +00) pour un U elU(r).
I g'ensuit dans les delix premiers cas que {r} v XK est homéomorphe
4 une demi-droite, r correspondant & lextrémité de celle-ci, et dans le
troisiéme que {r} w K est une courbe simple fermée. Un raisonnement
analogue montre aussi que si K est une composante de ¢— R, homéomorphe
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4 une demi-droite, ot &i e K =X, Ja véunion {r}u I et un arc dont
I'une des extrémités coincide avec ». On voit aussi que la frontidre d*une
composante I, homéomorphe & une droite, ne peut contenir que deux
Doiuts au plus, tandis que celle d’une & homéomorphe & wne demi-droite
doit étre vide ou so réduire & un seul point.

En résumant, si K est une composante de G¢—R, on a Pune deg
propositions suivantes:

(4.7) K se réduit & un point;

(4.8) K est un arc;

(4.9) IC ost une courbe simple fermée;

(4.10) K est homéomorphe & une droite, K == I(;

. (411) K est homéomorphe & une droite, K = K o ()} ot homéomorphe
& une demi-droite, 1 e R correspondant & Pewtrémité de celle-ci;

(4.12) K est hombomorphe & wune droite, K = K o {ry 7'} est un are
ayant 1 e B et ' ¢ B pour extrémités;

(4.13) K est homéomorphe & une droite, K = K U {1} est une courbe
simple fermée, r e R;

(4.14) K est homéomorphe & une demi-droite, K = I

(4.15) K est homéomorphe & une demi-droite, K = K o {r} est un are
ayant v € & pour une de ses emtrémités.

Ceci établi, posons, pour » « R, & = o(r, B— {1}), @ étant une distance
compatible avee Ia topologie de G. (4.3) implique I'inégalité e, > 0, de
sorte que l'on peub désigner Dar X, la sphére ouverte de centre et de
rayon &/2. On aura

(4.16) Y, A~ Y, =0 pow o eR, v oy,

En effet, si p. ex. & < &,y Phypothése ¥, A Y., # 0 entrainerait

9(7'1! ’I‘B) < 3r1/2 -+ 81-,/2 < Ery

contraivement & la définition de &y (5).
Désignons maintenant, pour r e R, par U, un ensemble de Ia famille
U(r), vérifiant la condition
417) T,Cv,,
el construisons une suite {UF} telle que
(4.18) rel(r), U =v,, UMcyr
et que {Uy} soit un systéme fondamental de voisinages du point r.
Ceci posé, désignons par gz un homéomorphisme de Ia droite numérique
sur la composante K de G—R, du type (4.10) ou (4.11), en faisant cor-
respondre au cas dune K du type (4.11) Pensemble U, ~ K 3 lintervalle

gf') Je dois & M. M. Bognir cetite simple construction des voisinages ¥,; ma con-
struetion primitive 6tait bhien plus compliquée.
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(—00,0), et de la demi-droite [0, +00) sur K si cette composante est
du type (4.14) ou (4.15). Désignons ensuite par 8la réunion de ’ensemble R,
des composantes K du type (4.7), des extrémités des K du type (4.8),
de deux points quelconques de chacune des K du type (4.9), des points
gr(n), o K est du type (4.10) ot » parcourt les nombres entiers, des
points gr(n), ot K est du type (4.11) et n parcourt les entiers positifs,
@’un point de K~T, pour chacune des K du type (4.13), des points gx(n),
ou K est du type (4.14) et n parcourt les entiers non-négatifs, enfin des
poinbs gx(0) pour les K du type (4.15). On constate aisément que chaque
composante ¢ de 'ensemble G— § egt homéomorple & la droite numérique
et que @—Q se compose de deux points distincts de §. Désignons par 4
Pensemble de ces composantes @ et posons e(Q) ={—@ pour Qed.
De cette fagon, on a défini un graphe (8,4,¢) et nous allons montrer
que & est homéomorphe & un représentant de ce graphe.

Considérons & cet effet une composante @ ecd telle gque ¢(Q)
= {r, 72} C B, ce qui n’est possible que si @ coincide avee ume compo-
sante K du type (4.12), et désignons par hg un homéomorphisme de 1Ia
droite numérique sur @ de manidre que lon ait, pour # =1,2,..,Q
A Uy, = ho((— oo, —n)) et @~ Uk = Tg((n, +o0)), ceci étant possible
en conséquence des conditions (4.16) & (4.18). Dautre part, si @ed et
6(@)=1{r,s}, reR, sc<S—R, désignuns par hg un homéomorphisme de
la droite numérique sur @, tel que Pon ait, bour n=1,2,.., Ur~Q
= hg((n, +o0)), ceci étant possible grice aux conditions (4.16) & (4.18)
et & la construction de I’ensemble S. Enfin, si @ e 4 ot ¢(Q)C 8 — R, nous
désignons par g un homéomorphisme quelconque de la droite numérique
sur @. On peut aisément constater que Vapplication qui coincide sur
avec lapplication identique et qui fait correspondre au couple (@, =),
ot Qe et 2 est un nombre réel, le point Ay(®), constitue un homéo-
morphisme du représentant du graphe (8, 4, e), correspondant & wn
choix convenable des extrémités Dpositives, sur I’espace @ C.q.Ld.

5. On peut montrer sans difficulté que les conditions (4.1) & (4.4)
sont complétement indépendantes en ce sens que chacune d’elles peust
ne pas 8tre satisfaite tandis que les autres le sont. Bn effet, considérons
les espaces topologiques suivants:

By: Tensemble des points (@, ), olt @ est un nombre réel quelconque
ot 0 <y < 1; on munit d’abord By d’un ordre en posant (@, y)< (@, 9")
sio<a etgio=a ety <y, et puis de la topologie déduite de cet ordre;

E,: Pensemble
{(%, y): n=1,9,.,—-1<y <1} U {(0, 0)}

du plan euclidien;
Fundamenta Mathematicae, T. T. (1962) 18
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Ey: Pengemble

L .
{(—d,y)z n=1,2,.,0<y < }u {(,0): 0 < <1}

du plan euclicien;
By Pengemble
U (@, 9): 0 <o < 1nty y = nar)

new
du plan euclidien.

Lespace By (i=1,...,4) satisfait aux conditions (4.1)-(4.4), ex-
cepté (4.i).

Remarquons encore que les représentants des graphes finis et con-
nexes, fmppelés courbes ordinaires par K. Menger, ont 66é caractérigés
topologiquement par cet auteur de la fagon suivante (voir [5], p. 804
ot [6], p. 266; cf. aussi [2], p. 325, théordme V):

o Pour que Vespace G soit homéomorphe & un représentant dun graphe
fini et connewe, il faut et il suffit que @ soit un continu métrisable, ne con-

tenant que des points dordre fini et un nombre fini de points de ramifi-
cation.
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Some remarks on Borsuk generalized cohomotopy
groups * '
by
J. W. Jaworowski (Warszawa)

1. In [3] K. Borsuk introduced the concept of generalized-cohomotopy
groups. We recall some of the basic definitions.

Let X be a topological space. A. closed subset 4 of X iz called
a k-skeleton of X, if dim 4z < & and if every closed subset of X of dimension
< % can be continuously deformed in the space X into 4.

If X is a polyhedron and K is a triangulation of X (or, more generally,
it X is a CW-complex given in a cellular decomposition K), then the
k-skeleton K™ of the complex K is also an m-skeleton in the sense of
Borsuk of the space X. Borsuk also showed that if X is a compact ANR-
space satisfying the so-called condition (A), then there exists a k-skeleton
of X for every k= 0,1, ... (see [2]).

Let 8 be an ANR-space and let 4 be a cloged subset of the space X.
Oonsider the set 8% of all continuous mappings of X into § and denote
by §4€% the subset of 84 consisting of all mappings f: A8 which are
extendable over X.

If f € 8% then we denote by [f] the homotopy class of the mapping f,
by [8%] the set of homotopy classes of the mappings f € 8%, and by [§4¥]
the set of homotopy classes of mappings f € §4€%, By the homotopy
extension theorem, [S4°%] is a subset of [S4].

If 8 is the m-sphere 8 and dimd < 2n—1, then a group operation
in [84] can be defined and, under this operation, [§4] becomes an Abelian
group which is called the n-th cohomotopy group an(4) of A (see [5]).

Let oA C X) denote the subgroup of #*(4) generated by the elements
of [84€%], If 4 = X and dimX < 2n—1, then a%(A4 C X) = an(X).

Borsuk showed that if 4 and B are two k-skeletons of X and k < 2n—1,
then the groups a®(4 C X) and an(BC X) are isomorphic. Hence if
k< 2n—1 and if the space X possesses a k-skeleton, then an abstract
‘group al}(X), isomorphic to a%(A C X), can be defined. If dimX =k,
then aj(X) = a™X). In particular, if X is a polyhedron (or, more generally,

: * This work was done when the author was supported by the National Science
Foundation under NSF—G14779.
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