Einige algebraische Aquivalente zum Auswahlaxiom

yon

J. Schmidt (Koln)

1. Einleitung: bekannte Xquivalente. Wir nehmen den Begriff
der Algebra hier im Sinne von E. Marczewski (1): als ein Paar (4, F),
bestehend aus einer Menge A und einer Menge F (®) von eindeutigen,
unbeschrankt ausfithrbaren, endlichstelligen Operationen f in 4, d.h. von
eindeutigen Abbildungen f von AP =Ax.x4din 4; kmit 0 <k < o,
ist die (von f abhingige, durch f eindeutig bestimmte) Siellencahl
von f. Eine Teilmenge BC A ist abgeschlossen, wenn F(B" C B fir
jedes feF (%); eine solehe (und nur eine solche) Teilmenge wird durch
Einschriinkung der Operationen selbst zu einer Algebra, einer Unter-
algebra von (4, F). Das System § aller Unteralgebren (abgeschlossenen
Teilmengen) (4) ist ein Hillensystem fiber A, insofern A e¢$ und $
gegeniiber beliebiger Durchschnittsbildung abgeschlossen ist. Uber dieses
Hiillensystem sagt der

DURCHSCHNITTSSATZ FUR VOLL DURCHSCHNITTSIRREDUZIBLE UNTER-
ATGEBREN (Birkhoff-Frink) (5). In einer Algebra (A, F) ist jede Unter-
algebra B Durchschnitt von voll durchschaiftsirreduziblen Unteralgebren.

(*) Marczewski [5]; siehe auch Birkhoff ([1], Def. 1), J. Schmidt ([11], § 2) (in
letzterer Arbeit wurde allerdings die Stellenzahl k = 0 noch nieht zugelassen).

(2) Far die Zwecke dieser Arbeit, in der wir immer nur eine feste Algebra (4, F),
allenfalls noch ihre Unteralgebren, betrachten, ist diese Definition ausreichend. In der
allgemeinen Theorie jedoch, in der man auch mehrere solche Algebren gleichzeitig wird
behandeln missen, wird man die Operationen fe¢F zu indizieren haben: anstelle der
Operationenmenge F legh man eine Operationenfamilie (fi)ier (I irgendeine abstrakte
Menge als Indexbereich) zugrunde.

(®) Die leere Menge @ ist genau dann abgeschlossen, wenn &k > 0 fir sémtliche
auftretenden Stellenzahlen %, wenn die Algebra (d,F) ,konstantenfrei” ist.

(%) In der Praxis pflegt man ja abgeschlossene Teilmengen und Unteralgebren
miteinander zu identifizieren.

() In des Verf. Note [10], p. 29, McCoy und L. Fuchs zugeschrieben, weil diese
Autoren bereits, ohne den Satz in voller Schiirfe zu formulieren, die wesentlichen dahin
fihrenden Schliisse gemacht haben. In verbandstheoretischer Form bei Birkhoff-Frink
([2], Theorem 7); siehe auch Diener [3].
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Dabei heiBt die Unteralgebra O voll durchschnitisirreduzible, wenn

‘gie sich nicht als Durchschnitt anderer Unteralgebren darstellen 148t (9),
Der Durchschnittssatz impliziert den und wird impliziert von dem

EXISIENZSATZ FUR VOLL DURCHSCHNITISIRREDUZIBLE UNTERALGE-
BREN. In einer Algebra (A, F) gibt es zu je zwei Unteralgebren B und B’
it B’iB eine woll durchschniftsirreduzible Unteralgebra C mit BC ¢

und B’ i C.
Spezialisierung auf den Fall B' = A liefert das

KOROLLAR. In einer Algebra (A, F) gibt es zu jeder Unteralgebra B # 4
eine voll durchschnittsirreduzible Unteralgebra C 2 B (7).

Zu den voll durchschnittsirreduziblen Unteralgebren gehoren insbe-
sondere die maximalen unter den von A4 verschiedenen Unteralgebren.
Uber diese maximalen Unieralgebren sagt der

DURCHSCHNITTSSATZ FUR MAXIMALE UNTERALGEBREN (B. H. Neu-
mann) (]). In einer Algebra (4, F) ist der Duwrchschnitt aller maximalen
Unteralgebren gleich der Menge aller absolut dispensablen Flemente.

Dabei heillt absolut dispensabel oder Nichi-Generator ein Element
a € A mit der Eigenschaft, daB mit M C A allemal auch M— {a} eine
Erzeugende ist von A; M ist Erzeugende von A, wenn CI (die von M
erzeugte = die kleinste M enthaltende Unteralgebra) gleich A4 ist.

Der Durchschnittssatz impliziert den und wird impliziert von dem

EXISTENZSATZ FUR MAXIMATE UNTERALGEBREN. In einer Algebra

(4, F) gibt es zu jedem nicht absolut dispensablen Flement a e A eine
maximale Unieralgebra C mit a¢ C.

Die Elemente einer minimalen Erzeugenden M kénnen nicht absolut
dispensable sein; demnach hat man das

KOROLLAR (%). In einer Algebra (A, F) gibt es zu jedem Element a einer
minimalen BErzeugenden M eine maximale Unteralgebra ¢ mit a ¢ O.

In endlich erzeugten, d.h. eine endliche Erzeugende besitzenden
Algebren gilt ein weiterer

(*) Indem man den auf die Grundmenge 4 bezogenen relativen Durchschnitt
des leeren Mengensystems sinnvoll gleich A setzt (das Infimum der leeren Menge im
vollstindigen Verbande P(4) gleich seinem Einselement 4), wird man die grofite Unter-
algebra, eben 4, als reduzibel zu rechnen haben.

() Hier ist die in FuBnote 6 getroffene Vereinbarung zu beachten. Eine verbands-
theoretische Formulierung dieses Korollars bei Diener [3], p. 342.

(*) Diese Verallgemeinerung eines Satzes von Frattini iiber endliche Gruppen
geht auf B. H. Neumann zurick; cf. J. Schmidt [10], p. 36.

(*} J. Schmidt [10], p. 40.
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EXISTENZSATZ FUR MAXIMALE UNTERALGEBREN (Krull) (1°). In einer
endlich erzeugten Algebra (A, F) gibt es zu jeder Unteralgebra B = A eine
smazimale Unteralgebra C D B.

Von diesen Sitzen hat Verfasser gezeigt, daB sie mit dem Aus-
wahlaxiom #quivalent sind (1).

2. Hiillentheoretische Unabhiingigkeit und Auswahlaxiom.
Vorstehende Definitionen und SHtze sind insofern rein ,hiillentheore-
tischer® Natur, als sie nur Kenntnis des Hiillensystems $ oder, was
auf dasselbe hinauslduft, des zugehorigen Hiillenoperators C voraus-
setzen; demgemif lassen sie sich als Definitionen und Sétze iiber
algebraische — wie oben aus algebraischen Strukturen F erzeugte —
Hiillensysteme (Hiillenoperatoren) (12) fassen.

Hiillentheoretischer Natur ist auch der folgende Unabhingigkeits-
begriff: eine Teilmenge M der Algebra (4, F) heilt hilllentheoretisch
unabhdngig (1), wenn sie minimale Erzeugende ist der von ihr erzeugten
Unteralgebra C3 oder, was auf dasselbe hinausliuft, wenn ,keines jhrer
Elemente von den iibrigen abhingt®, a¢ C(M— {a}) fir alle a e I.

Das System I, der hiillentheoretisch unabhingigen Teilmengen
von (4, F) ist von finitem Charakter im Sinne von Tukey: I e My genan
dann, wenn F ¢ D, fiir jede endliche Menge F D M; iiberdies ist 9, nicht-
leer: die leere Menge @ gehort zu M;. Das Lemma von Teichmiller und
Tukey iiber Mengensysteme von finitem Charakter liefert den

EXISTENSATZ FUR JMAXIMALE HULLENTHEORETISCH UNABHANGIGE
TEILMENGEN. In einer Algebra (A, F) gibt es zu jeder hiillentheoretisch
unabhingigen Teilmenge M, eine maximale hiillentheoretisch unabhingige
Teilmenge M D M.

Kurz: jede hiillentheoretiseh unabhiingige Teilmenge 148t sich zu
einer maximalen derartigen erginzen (,hiillentheoretischer Erginzungs-
satz“). Spezialisierung auf den Fall M, = O liefert das

(*0) Verallgemeinerung eines ringtheoretischen Satzes von Krull; siehe J. Schmidt
110], p. 40. Als Satz der Metamathematik auch schon bei Lindenbaum (in dieser Form
mitgeteilt von Tarski), als Satz der Gruppentheorie bei B. H. Neumann.

(*1) J. Schmidt [10], Beisp. 4, pp. 31, 41; siehe auch Diener [3]. Interessant ist,
daB auch dem #HuBeren Anschein nach extreme Spezialfille dieser Sdtze noch mit dem
Auswahlaxiom #quivalent sein konnen, so z. B. der obige Krullsche Existenzats far
maximale Unteralgebren in seiner Spezialisierung auf die Ideale eines distributiven
Verbandes mit Einselement; cf. Mréowka [7], (T.)-

(%2) Innere Kennzeichnungen der algebraischen Hiillensysteme bei Birkhoff-Frink
[2], Theorem 1, J. Schmidt [9], §§ 3, 5 und [10], § 3.

(®) J. Schmidt [9], § 7, [10], § 7, [11], p. 285; der Zusatz ,hiillentheoretisch”
hier zur Unterscheidung von anderen Unabhingigkeitsbegriffen. Diese naheliegende
Idee der Unabhingigkeit hat eine lange Vorgeschichte; zu nennen wiren in diesem
Zusammenhang Tarski fir die Metamathematik, Teichmiller fir die Algebra.

Fundamenta Mathematicae, T. L (1962) 33
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KOROLLAR. In einer Algebra (A, F) existiert eine maximale hiillen-
theoretisch unabhingige Teilmenge 3.

Auch dieser Existenzsatz, ja noch sein Korollar ist mit dem Aus-
wahlaxiom #quivalent. Zum Beweise betrachten wir eine Menge 4 von
geordneten Paaren (x,y); ibr Definitionsbereich sei E: xeH, sofern
mindestens ein y mit (@, y) € A existiert. Gesucht wird eine Menge M C 4
derart, daB zu jedem x « B genau ein ¢ mit (2, y) ¢ M existiert. Wir machen
A zur Algebra (4, F), indem wir jedem Paar (a, b) ¢ A eine einstellige
Operation f,, wie folgt zuordnen:

. (a, d), T=a,
fab(a;’y) { (w’y)’ TH£a.
Fiir eine beliebige Teilmenge M C A zeigt man dann leicht: die von Af
erzeugte Unteralgebra CHM besteht genaun aus denjenigen Elementen
(w,y) e A, deren erste Koordinate s zum Definitionsbereich von M ge-
hért. Hieraus folgt: hilllentheoretisch unabhingig sind genau die ein-
deutigen Mengen M C 4, die M C A derart, daB zu jedem 2 ¢ B hochstens
ein y mit (x, y) € M existiert. Obiges Korollar sichert dann die Existenz
einer ,Auswahlfunktion® zu A.

wenn
wenn

3. Algebraische Unabhiingigkeit. E. Marczewski hat die Be-
deutung eines ,algebraischen“ Unabhingigkeitsbegriffes herausgestellt,
in den die Operationen f ¢ ¥ unmittelbar eingehen und der demgemiB
wesentlich stérker ist als der hiillentheoretische. Zu seiner Formulierung
leiten wir aus der Menge F der primdren (1) Operationen die Menge H der
sekunddren (%) Operationen ab als die kleinste Operationenmenge, welche

1. alle Projektions- oder ,identischen® Operationen ez, ..., ;) =,
(@) oy ored) mit =1,2,..., x=1, .., % enthélt und

2. gegentiber ,direkter Komposition® mit primiren Operationen
abgeschlossen ist: wenn f e F (Stellenzahl ) und Ay, ..., by e H (gemein-
same Stellenzahl 1), so f(hy, ..., hx) € H, wobei F(hy, ..., hs)(@y, ..., 21
= f(hl(mu ooy )y veny By oo,y $l)) (Byyeeey e A) ().

Es gilt der

8arz (G. Birkhoff) (7). Die von M erzeugte Unteralgebra CM besteht
genau aus denjenigen Elementen x € A, die sich in der Form x = h (1y oney 21}
mit heH, x,, ...,z M darsiellen lassen.
(%) Marczewski [5]: fundamental operations; an anderer Stelle nennt Marczewski
diese Operationen primitiv. :
(%) Marczewski [5]: algebraic operations (nach dem Vorbild von Me Kinsey-Tarski

[6], p. 161); an anderer Stelle nennt Marczewski diese Operationen elementar. Birk-
hoff [1], p. 312: compound operations.
. (&) Marczeyvski [5], siehe auch MeKinsey-Tarski [6], p. 161. Es sind zahlreiche
dquivalente Varianten dieser Definition moglich.

() Birkhoff [1], p. 312.
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Man beweist leicht den

ZUSATZ. Man kann diese Darstellung von z e CM stets so einrichien,
dap die Blemenie %, ..., 2 voneinander verschieden sind.

Weiter gilt der

SATz (BE. Marczewski) (38). Folgende Aussagen dber die Teilmenge BL
der Algebra (A, F) sind dquivalent:

1. 48t Gy, ooy Tp) = B(Dyy .oy @) it sekundiiren Operationen g und
h und 1 verschiedenen Flementen 2y, ..., %1€ M, so ist allemal g = h;

2. jede Beleqgung B won M mit Werten aus der Menge A 1ift sich zu
einem Homomorphismus ¢ der Unteralgebra CH in die Algebra A fortsetzen.

Bedingung 1 sichert also, iiber die Existenz der Darstellung eines
jeden e CM nach dem obigen Satz von Birkhoff hinaus, eine gewisse
Eindeutigkeit dieser Darstellung; ,dual® dazu sichert Bedingung 2, tiber
die stets geltende Bindeutigkeit der homomorphen Fortsetzung hinaus,
deren Existenz. Nach E. Marczewski heiBt eine Menge M mit den obigen
Eigenschaften eine (algebraisch) unabhingige Teilmenge der Algebra (4, F').
Eine solche ist, sofern die Grundmenge A mindestens zwei Elemente
enthilt, hiillentheoretisch unabhéingig; die Umkehrung ist nicht richtig.

Im GCegensatz zur hitllentheoretischen Unabhingigkeit ist diese
algebraische Unabhiingigkeit von relativem Charakter: sei A Unteralgebra
der Algebra F (B Erweiterung von 4) und M C 4, so ist die hiillentheo-
retische Unabhiingigkeit von M in A mit der in ¥ dquivalent (1), allein
aus der algebraischen Unabhingigkeit von M in 4 kann (Bedingung 2!)
nicht auf die in F geschlossen werden.

Diese Relativitit 148t sich durch eine leichte Modifikation, der Mar-
czewskischen Unabhéngigkeit sofort beseitigen: die Teilmenge M der
Algebra A heiBe in sich algebraisch unabhéngtg, wenn sie algebraisch
unabhéingig ist als Teilmenge der von ihr erzeugten Unteralgebra Cx,
d.h. wenn sich jede Belegung § von M mit Werten aus CM zu einem Endo-
morphismus ¢ der Algebra CA fortsetzen 1aBSt. Offenbar ist diese al-
gebraische Unabhingigkeit ,in sich“ immer noch stirker als die hiillen-
theoretische (jedenfalls soweit CM mindestens zwei Elemente enthilt).
Sie ist (Bedingung 2!) schwicher als die relative algebraische Unabhéingig-
keit von Marczewski, und zwar, nach dem oben Gesagten, d.h. eben
wegen des relativen Charakters der letzteren, wirklich schwicher; fir
Erzeugende M von A jedoch stimmen Unabhingigkeit im Sinne von
Marczewski und Unabhiéingigkeit ,in sich“ {iberein.

() Marczewski [7], § 2, (ii) (ochne Beweis); Bedingung 1 findet sich bereits bei
Mc Kinsey-Tarski [6], p. 170.

() Entsprechend dem absoluten Charakter des Begriffs ,isolierte Punktmenge”
in der mengentheoretischen Topologie.

33%
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Sowohl das System D, der (relativ) algebraisch als auch das System
M; 2 M, der in sich algebraisch unabhingigen Teilmengen der Algebra
(4,F) ist nichtleer und von finitem Charakter. In der Tat hat man
trivialerweise (Bedingung 2!) @ ¢ My, erst recht also @ ¢ M;. Der Beweis
des finiten Charakters von MM, ist mit Hilfe der Bedingung 1 unmittelbar.
Die Ubertragung dieses Schlusses auf 9; legt die Betrachtung der se-
kundérenr Operationen von Unteralgebren nahe; fiir sie gilt der

RELATIVIERUNGSSATZ. Sei (B, Fg) eine Unteralgebra der Algebra (4, F);
Fg bestehe also gerade aus den Hinschrinkungen fz auf die abgeschlossene
Menge B der Operationen f e F. Dann ist die Menge Hy der Binschrinkungen
hg auf B der sekundiren Operationen h e H der Algebra (4, F) gleich der
Menge HE der sekundiren Operationen der Algebra (B, Fg).

Man beweist dazu Hp C H?, genauer: &y ¢ H? fiir jedes e H, durch
das mit der Definition von H, H® C Hp durch das mit der Definition
von H? gegebene Induktionsverfahren; wesentlich ist dabei die Gleichung
f(hyy ooy B = fa(hamy o-y Tgp) (Einschrankung der direkten Komposi-
tion = direkte Komposition der Einschrankungen).

Zusammen mit dem Satz von B. Marczewski liefert dieser Relati-
vierungssatz das

KRITERTUM FUR UNABHANGIGKEIT IN SICH. Fine Teilmenge M der
Algebra (A, F) ist genau dann in sich algebraisch unabhingig, wenn

G(Tyy ooy @) = R(y, .oy @) mit sekunddiren Operationen g und h der
Algebra (A, F) und 1 verschiedenen Elementen Tyy oy, B e M allemal
g8 =hg (B = CM) nach sich ziehi.

Ubrigens hiitte man dieses Kriterium, anstatt mittels Relativierung auf
den Satz von E. Marezewski zuriickzugehen, auch nach dem Muster des
Satzes von E. Marczewski direkt beweisen, ja man hiitte gleich einen
den Satz von B. Marczewski und dieses Kriterium umfassenden Obersatz
beweisen kénnen.

Aus dem Unabhéingigkeitskriterium resultiert nun der finite Charakter
von M wie folgt. Sei M in sich algebraisch unabhingig und ¥ eine (nicht
nthendig endliche) Teilmenge von M, sei 9@y, ory 1) = h(2y, ..., &)
mit sekundiren Operationen g, heH und verschiedenen Elementen
Zyy ey T € F und damit aus M, so stimmen g und h auf CM, erst recht
also auf CFC CM iiberein: ¥ ist in sich algebraisch unabhiingig. Sei
umgekehrt M C A derart, daB Fe DY fiir jedes endliche FC M; sei
g(m%, wery 1) = h(®y, ..., ;) mit sekundaren Operationen g, h e H “und ver-
sshledenen Elementen #,, ..., 3, ¢ M. Zu zeigen: g(yy, ooy ¥2) = B(Y1y ooy )
fiir beliebige Elemente i, ...,y ¢ CM. Zu jedem A=1,..,1 gibt es
aber, anf Grund der sog. Englichkeitshedingung () (einer unmittel-

() Cf J. Schmidt [9], p. 169, [10], p. 24; diese ist fir Qie Algebraizitit eines
Hillenoperators C charakteristisch.
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baren Folge des obigen Satzes von G. Birkhoff), eine endliche Menge
F C M mit y, e CF,. Die Vereinigungsmenge ¥ aller ¥, und der Menge
{#1, ..., @1} ist dann eine endliche Teilmenge von M, nach Voraussetzung
also in sich algebraisch unabhingig. Wegen @, ..., #; ¢ F stimmen dem-
nach g und % auf CF, wegen y, e CF also insbesondere an der Stelle
(Y15 --vy Y1) tiberein: M e M.

Das Lemma von Teichmiiller und Tukey sichert nun wieder den

EXISTENZSATZ FUR MAXIMALE (IN SICH) ALGEBRAISCH UNABHANGIGE
TEILMENGEN (ERGANZUNGSSATZ). In einer Algebra (A, F) gibt es zu jeder
(in sich) algebraisch wnabhingigen Teilmenge M, eine maximale (in sich)
algebraisch wnabhingige Teilmenge 3 D AM,.

My = O liefert das

KOROLLAR. In einer Algebra (4, F) existiert eine maximale (in sich)
algebraisch unabhingige Teilmenge M.

4. Algebraische Unabhiingigkeit in sich, finiter Charakter
und Auswahlaxiom. Existenzsatz und Korollar, jedenfalls soweit sie
die algebraische Unabhingigkeit in sich betreffen, sind wieder mit dem
Auswahlaxiom dquivalent.

Wir beweisen ein weit stérkeres Resultat, ndmlich den

SArz. Sei M ein nichtleeres Mengensysiem von finitem Charakter iiber
der Grundmenge A, das entweder similiche einelementigen Teilmengen von A
enthdll oder aber deren mindestens zwei nicht enthdli. Dann l@pt sich A
so zur Algebra (A, F) machen, dafl M gerade aus den in sich algebraisch
unabhingigen Teilmengen dieser Algebra besteht, It = Pi;.

Beweis. Wir machen 4 zur Algebra (4, F'), indem wir jeder na-
tiirlichen Zahl ¥ > 1 und jedem Element a € 4 eine k-stellige Operation
¥ wie folgt zuordnen:

{®y,y 0., ) € D,
{1y eeey w} € M

2, wenn

k
DLy eeny X)) =
fa( 1 y k) {a7 wenn

(24, ..., 3 € A). Unteralgebren dieser Algebra sind dann neben der Grund-
menge A selbst gerade noch die Mengen M e M. In der Tat, sei M « M
und «,, ..., 2 € M, 50 ist {&,, .., %} € M und damit fE(ay, ..., ) = v, ¢ M:
M ist abgeschlossen. Umgekehrt gibt es zu M ¢ M eine endliche Menge
{0y, o, 0} C M mit {2y, ..., 2} € M, wobei k=1 wegen @ ¢ IM; ist iberdies
M A, d.h. gibt es ein a¢ M, so bekommt man fE(a,, ..., 2) = a é M:
M ist nicht abgeschlossen. Man hat also CM = M bzw. 4, je nach-
dem M eI oder M ¢ M. :

Die in sich algebraisch unabhfingigen Teilmengen sind genau die
Mengen M e M. In der Tat, jede Belegung S von M e I mit Werten
aus CM = M ist selbst schon ein Endomorphismus von CM; denn mit
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®yy ooy O € M hat man auch fuy, ..., f2; € M, mithin {@,, ..., @z} ¢ M und
ebenso {fwy, ..., P} € M, weswegen

ﬁfﬁ(wlﬁ eeey oy) = ﬂml = fg(ﬁmly ey ﬂxk) .

Umgekehrt ist M ¢ M gewiB nicht in sich algebraisch unabhéngig. In
der Tat gibt es ja eine endliche Menge {m,..,®:} C M mibt {w, ..., o}
¢ M, wobel wieder £ >1 wegen @M. Im Falle ¥ >2 gibt es eine
A -Belegung f von M, welche {w, ..., x;} nicht-trivial permutiert; diese
148t sich nicht zu einem Endomorphismus ¢ von CM = 4 fortsetzen,
hitte man sonst doch, fir beliebiges a € 4,

PO = Gy, oy Ta) = [a( @Dy, oory @) = @,

dies speziell fir a = @, ..., x3: B lieBe die x, fest. Und im Falle =1
existiert, nach Voraussetzung, ein y 7 »; mit {y} ¢ M, und es gibt eine
A-Belegung  von M mit Sz, = y; diese 148t sich gleichfalls nicht zu
einem Endomorphismus ¢ von CM = A fortsetzen, hitte man sonst
doch, fiir beliebiges a € 4,

pa = gfatt, = fapm, = foy =a,
dies speziell fir ¢ = x,: B lieBe x, fest.

KoroLLAR 1. Sei M ein nichileeres Mengensystem von finitem Charakier
iiber der Grumdmenge A. Dann 1ipt sich entweder A selbst oder aber die
aus A durch Hinzufiigung eines einzigen neuen Dlements o entstehende
erweiterte Grundmenge A’ so zur Algebra machen, daf M gerade aus den
tn sich algebraisch unabhingigen Teilmengen dieser Algebra besteht.

Indem man also, wie in Korollar 1, nicht an einer bestimmten Grund-
menge A festhilt, hat man das zusammenfassende

KOROLLAR 2. Die nichileeren Mengensysteme von finitem Charakter
(tiber beliebigen Grundmengen) sind genaw diejenigen Mengensysteme,
welche aus allen in sich algebraisch unabhingigen Teilmengen beliebiger
Algebren (in beliebigen Grundmengen) bestehen.

Insbesondere erweist sich (da der Beweis dieses Korollars vollig
konstruktiv verlief) unser Existenzsatz fiir maximale in sich algebraisch
unabhingige Mengen, auch noch in der schwachen Form seines Korollars,
als nichts Anderes denn eine algebraische Formulierung des Lemmas
von' Teichmiiller und Tukey and demnach als mit dem Auswahlaxiom
dquivalent,

) Will inan allerdings an der Grundmenge 4 festhalten, so stellt sich
eine :bemerkenswerte Komplikation ein: in unserem Satz 148t sich die
dl‘e einelementigen Teilmengen von A betreffende Voraussetzung gewiB
nicht ohne Weiteres entbehren; das wird evident durch den
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SATz. In einer beliebigen Algebra (A, F) gibt es zu jeder nicht in sich
algebraisch unabhingigen einelementigen Teilmenge {a} eine dazu disjunkte,
gleichfalls nicht in sich algebraisch wunabhingige Teilmenge von hichstens
zwei Elementen (2).

Dem Beweis schicken wir folgende Bemerkung voraus: ein Endo-
morphismus ¢ der Algebra (4, F) ist auch ein solcher der Algebra (4, H),
wo H die Menge der sekundiiren Operationen der Algebra (A, F); man
beweist dies leicht durch ,Induktion nach h e H”. Diese Bemerkung
werden wir insbesondere auf Unteralgebren B von (4, F) anzuwenden
haben, deren sekundire Operationen wir ja mittels obigen Relativierungs-
satzes mit denen von (4, F) selbst in den denkbar einfachsten Zusammen-
hang gebracht haben. Damit zum eigentlichen

Beweis. Angenommen, die Behauptung unseres Satzes sei falsch:
es gibe eine in sich algebraisch ,abhéngige® einelementige Teilmenge {}
derart, daB alle das Element a nicht enthaltenden héchstens zweielemen-
tigen Teilmengen von A in sich algebraisch unabhingig wiren. Wegen
der Abhiingigkeit von {a} gibt es dann, auf Grund unseres Kriteriums
fiir Unabhéngigkeit in sich, sekundére einstellige Operationen g, % < H,
welche an der Stelle a iibereinstimmen, ga = ha, an einer gewissen Stelle
b « C{a} indes nicht, gb % hb. Man hat dann jedenfalls b # a. Sicherlich
ist gb e {a, b}; denn im Falle gb = ¢ a, b gébe es, wegen der Unab-
héngigkeit der a nicht enthaltenden Zweiermenge {b, ¢}, Endomorphismen
¢ und v der Unteralgebra C{b, ¢} mit @b = yb, ¢ = b, yo = ¢, und man
bekiime, auf Grund der Vorbemerkung, den Widerspruch b = go = @gb
= gob = gyb — pgb = yo = ¢. Wegen der Symmetrie in bezug auf g und %
hat man damit auch b e {a, b}, ohne Beschrinkung der Allgemeinheit also
gb = a, kb = b. Wegen gb = a hat man dann zunichst a e C{b}; wegen
der Unabhéngigkeit der das Element o nicht enthaltenden Einermenge
{b} gibt es also einen Endomorphismus y der Unteralgebra C{b} mit
#b = a, und man bekommt, wieder anf Grund der Vorbemerkung, ga
=ha = hyb = yhb = yb = ¢ und damit ya = ygb = gyb =ga=a. Zum end-
giiltigen Widerspruch gelangt man, indem man nun noch b e C{a} be-
riicksichtigh: nach dem Satz von G. Birkhoff, genauer: seinem Zusatz,
gibt es eine sekundére einstellige Operation ¢ ¢« H mit ga = b, und man
bekommt, abermals auf Grund der Vorbemerkung, xb = yga = gxa
= ga = b, wihrend doch xb = a sein sollte.

Nur eine andere Formulierung dieses Satzes ist das

KOROLLAR. In einer beliebigen Algebra (A, F) gibt es

entweder iiberhaupt Leine in sich algebraisch abhdngige einelementige
Teilmenge,

() Vgl. die Untersuchungen tber ,self-dependent elements” (einelementige

Teilmengen, die nicht algebraisch unabhingig sind im Sinne von Marczewski) von
Nitka [5].


Artur


494 J. Schmidt

oder genaw eine in sich algebraisch abhédngige einelementige Teilmenge
und mindestens eine dazu disjunkte in sich algebraisch abhéingige zwei-
elementige Teilmenge,

oder mindestens zwei in sich algebraisch abhdingige einelementige Teil-
mengen.

Hiernach ist z.B., fiir beliebiges aed, das Mengensystem
M= P(4d—{a}) aller das Element a nicht enthaltenden Teilmengen
von A zwar nichtleer und von finitem Charakter wnd daher dag
System M; fiir passende Algebren (4’, F), allein letzteres gewil nicht
mit 4’ = A.

Zumindest im ersten und dritten der oben genannten drei Fille
ist eine TUmkehrung des Korollars méglich: das ist, grob gesprochen,
der Inhalt des vorherigen Satzes. Der kritische zweite Fall kann in einer
A'lgebra von hochstens zwei Elementen nicht auftreten; genauer: in
einer einelementigen Algebra ist notwendig M; = P(4), in einer zwei-
elementigen Algebra entweder ;= P(4) oder M; = P(4)— {4} (und
nach dem vorherigen Satz kommen diese Moglichkeiten auch wirklich
vor). Es gibt aber schon dreielementige Algebren, in denen sich dieser
kritische zweite Fall verwirklicht, z.B, 4 — {a, b, ¢} mit den (einstelligen)
Operationen

ja b e e b ¢
Pg=g=glb b ¢ P=g|b b
B=gh=hk|b ¢ b oder gh=h|b ¢ ¢
Ble b ¢ hy=m|c¢c ¢ ¢

hgle ¢ b

.Unte?‘algebren i’m.l‘ Beispiel: @, {b, ¢}, 4; im 2. Beispiel: @, {c}, {b, ¢}, 4;
In sich algebraisch unabhingige Teilmengen in beiden Beispielen:

9, {b}, {e}.

5. Schlufibemerkungen: Probleme. Es erhebt sich folgende
I?rage: gegeben ein nichtleeres Mengensystem 9% von finitem Charakter
uper .der Grundmenge 4, gesucht sind die genauen notwendigen wund
hn‘arelchenden Bedingungen dafiir, daB M = M, fir eine Algebra (4, F)
nnt’der vorgegebenen Grundmenge A. Unser erster Satz gibt hinreichende,
aJleL‘n auf Grund wungerer dreielementigen Beispiele nicht notwendige
Bed_mgungen,. unser zweiter Satz gibt notwendige Bedingungen; prizi-
sgre Frage: sind letztere anch hinreichend? Fiir diese Frage geniigt es
d‘le Betrachtungen auf den allein noch ausstehenden kritischen Faﬁ
elnzuengen: A enthélt mindestens drei Elemente, und M enthilt genau
ene einelementige Teilmenge {e} von 4 nicht als Element.

iom
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Die Frage, wann ein Mengensystem I von finitem Charakter {iber 4
das System 9, der im Sinne von Marczewski (relativ) algebraisch un-
abhingigen Teilmengen einer Algebra (4, F) (sei es mit 4’ = A oder
nicht), bleibt vollig offen; offen bleibt auch das Problem der Aquivalenz
des Existenzsatzes fir maximale algebraisch unabhiingige Teilmengen
mit dem Auswahlaxiom.

Fiir die hiillentheoretische (anstelle der algebraischen) Unabhén-
gigkeit ist letzterés Problem hier positiv geldst worden, allain, anders als
bei der algebraischen Unabhingigkeit ,,in sich”, mit einer Ad-hoc-
Methode: ein allgemeiner Zusammenhang zwischen Mengensystemen I
von finitem Charakter und Systemen 9%, aller hiilllentheoretisch unab-
héingigen Teilmengen einer Algebra wurde nicht hergestellt. DaB die
Verhiltnisse hier vollig anders liegen als bel der algebraischen Unab-
héngigkeit ,,in sich”, zeigt ein Beispiel von Ladner ([4], § 1): das Men-
gensystem von finitem Charakter I = P({1,2,3}) v P({3,4,5}) v
o PB({1,5, 6}) iber der Grundmenge 4 = {1,2,3,4,5,6} ist kein M,
fiir irgendeine Algebra (4, F) (in der gleichen Grundmenge 4); dabel
enthélt dieses M doch alle einelementigen Teilmengen von A. Es liegh
nur folgendes Resultat des Verfassers vor: bei fester Grundmenge 4 sind
die nichtleeren Mengensysteme I von finitem Charakter iiber A genau
die (formal ganz genau so gebildeten) Systeme i, fiir sog. ,,mehrstufige
Austauschstrukturen”, gewisse ,,mehrstufige’”, d.h. nicht notwendig
idempotente, dabei aber immer noch quasi ,algebraische”, némlich der
Endlichkeitsbedingung gentigende Hiillenoperatoren C; ja die Entspre-
chung zwischen diesen ,,mehrstufigen Austauschstrukturen” und den
nichtleeren Mengensystemen M= MV, von finitem Charakter ist sogar
eineindeutig (J. Schmidt [11], § 1). Bei dieser eineindeutigen Ent-
sprechung ist das Axiom der Binstufigkeit (Idempotenz) von C einem
von Haupt, Noébeling und Pauc herrithrenden Austauschaxiom fir
P = My, dquivalent (J. Schmidt [11], §2); letzteres stellt also hinrei-
chende Bedingung dafiir dar, da8 ein nichtleeres Mengensystem It von
finitem Charakter das System 3, fiir eine Algebra (4, F) (in der gleichen
Grundmenge A) ist.
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Z.usa.,tz bei der Korrektur: Herr Dr. S. Swierczkowski hat mit freundlich
auf seine im »Colloguium Mathematicum” erscheinende Arbeit A sufficient condition
Jor independence aufmerksam gemacht. In dieser Arbeit wird das auf . 495 oben ge-
sfellt(? Problem dahingehend gelést, daf das Analogon zum Korollar 2, p- 492 nun augch
fir die relative algebraische Unabhigigkeit in Sinne von Marczewsk_’i gillt; damit er-

weist sich auch der entsprechende Existenzsat 4 s mi i
Sauivalont. z (p. 491) als mit dem Auswahlaxiom

Remarque a un travail de Z. VWaraszkiewicz

par
J. J. Charatonik (Wroctaw)

Te travail de Z. Waraszkiewicz Sur quelques invariants des transfor-
smations continues, paru en 1934 dans le volume XXTII de ,Fundamenta
Aathematicae, contient une erreur. Cette erveur se laise d’ailleurs corriger
sans modifier la suite des raisonnements, mais elle semble mériter d’étre
envisagée, car elle donne lieu 4 quelques considérations d’ordre plus
géndral.

Le travail de Waraszkiewicz dont il est question apporte, entre
autres, une construction d’vme famille & de % courbes (c’est-i-dire de
continus de dimension 1) topologiquement assez simples, mais bien sin-
guliéres: ancune d’elles n'est image continue d’aucune autre (incompara-
bilité), pas plus gn’elles ne sont & la fois des images continues d’aucune
d’entre elles (absence de mod&le commun parmi elles).

Waraszkiewicz fait correspondre d’une maniére univogue & chaque
suite a = {a;} d’entiers positifs une suite « = {@) non-décroissante d’en-
tiers positifs qu’il appelle la base de o. La définition qu’il donne & cette
notion est assez compliquée (voir ibidem, p. 173 et 174), mais telle que a
coincide avee « dans le cas particulier ol « est une suite croissante —le
seul cas qui nous intéresse ici.

Puis, deux suites a = {a;} et B = {b;} d’entiers positifs sont appelées
par Waraszkiewiez incomparables lorsque leurs bases a = (@} et B = {b:}
sont croissantes et qu’il existe pour tout ¢ et j un k satisfaisant & la con-
dition

Girrre—Oigprr _, Diviera—Djrnsa

-— _ 7 T I
Biprer1— Bitk bjsks1—birr

{ibidem, p. 175). Ilerreur consiste dans laffirmation que les suites
{E(10%-2)} et {B(10°-y)} sont ,évilemment incomparables pour chagque
couple x % y des nombres réels dépassant 1,...¢ (ibidem, p. 185).
Cette affirmation est inexacte. En effet, la définition précitée de
Pincomparabilité équivaut par contraposition & la suivante:

{1) Deux suites a et B d’entiers positifs sont comparables lorsque 'une
des alternatives (qui s’excluent mutuellement) se présente:


Artur




