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M. WARMUS (Warszawa)

ROZWIAZYWANIE NUMERYCZNE ROWNAN
TRZECIEGO I CZWARTEGO STOPNIA
0 WSPOXCZYNNIKACH RZECZYWISTYCH

I. Réwnania trzeciego stopnia. Jedna z najezedciej uzywanych
metod rozwigzywania numerycznego réwnania

(1) ar®+bor*+ex+d =0, a+#0, a,b,c,d rzeczywiste,

jest metoda kolejnych przyblizern Newtona. Stosujac ja, zwlaszeza na ma-
8zynach rachunkowych, napotykamy nieraz trudnodci w podaniu wstep-
Dego przyblizenia i oszacowaniu bleddéw przyblizen. W pracy niniejszej
jest zaproponowany sposéb postepowania usuwajacy te trudnodei i dajacy
juz po trzykrotnym uzyciu wzoru Newtons jeden z pierwiastk6w réw-
Nania (1) z dokladnodcia wystarczajges dla praktyki. Sposéb ten moze
byé 1atwo wykorzystany w maszynach rachunkowych.
Dzielae obie strony réwnania (1) przez 3a otrzymujemy

(2) 1z +Bx+-Cx+D =0,
gdzie
b ‘ ¢ , d
) 3a’ ¢ 3a’ 3a°

Obliczamy wartogei _
(4) W =B*~C, U=RBC—-3D, 8 =2BW-U.

Metode nizej opisang zastosujemy do znalezienia tylko jednego pier-
Wiastka rzeczywistego réwnania (2). Jesli réwnanie (1) ma 3 pierwiastki
Tzeczywiste, metoda ta daje pierwiastek najmniejszy przy S >0 i naj-
Wigkszy przy 8 < 0. Jedli bedzie nim # = Z, to dwa pozostale, zaréwno
Tzeczywiste jak i zespolone, obliczymy z wzorn

o e ]

Jefli § =0, to przyjmujemy % = —B. Je§li 8§ 0, to obliczamy
(6) R=V§
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i przyjmujemy nastepujace wstepne przyblizenia:
‘ 78
(") Ty T

oraz
(8) %y = 0,00822R—B— (sgnR)V3W+R?, gdy W >0.

Dla W = 0 mozna przyjaé kitérekolwiek z przyblizer (7), (8). Przybli-
zenia nastepne obliczamy z wzoru

1 {2»,(z,+B)*+U
( @+ B)*+ —B), n=20,1,2,...

gdy W <0

9 = —
@) it =g\ @t BE—W
powstatego z przeksztalcenia wzoru Newtona
| 14° + B+ 0, -+ D
(10) a’;n+1 — wn___ ﬁa"n‘i“ 'ﬂ;+ + .
. @, + 2Bz, +C

Niech ¢, oznacza blad przyblizenia x,, tzn.
(11) G = F— T,

gdzie ¥ oznacza szukany pierwiastek réwnania (1).
Mozna podaé nastepujace oszacowania:

da W <0; | Cdla’W >0
gl < 0,06085 |, 20l < 0,06313 |B|,
g1 < 0,008709 |R, g1 < 0,003675 [R|,
lga] < 0,00001376 ||, Iga] < 0,00001344 |R|,
g5l <1,9-1072 |Rj, Igs| < 1,81-10-1° |E|,
lg.] < 4-107%|R], ¢ < 8,3-10-% |R|,

gdzie R jest dane przez wzér (6). '
Gdyby w przypadku W < 0 zamiast (7) przy]ayé wetepne przybli-
zenie ‘
8

(12) R —B,

otrzyma.hbyémy nastgpujace oszacowania.:

6ol < 0,18565 |B|,

lga| < 0,045540 |R|, -
lga] < 0,0019552 |B|,
lgs| < 0,000003813 |R],
0 <1,5:10-% |R|,
g5l < 3-107%2 |R].
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. 'Gdyby w przypa.dku W > 0 zamiast (8) przyja¢ wstepne przybli-
Zenie _
(13) . @y= —B—(sgnR)/3W R,
otrzymaliby§my nastepujace 08ZACOWaNia:

Igol < 0,12135 |R},

¢, < 0,012659 |R],

l4s] < 0,0001576 |R],

Igs| < 2,49-10-% |R],

gl < 6,2-10-14 |R],

lgsl < 4-10-33 |R|.

Podane oszacowania nie uwzgledniaja oczywidcie bledéw zaokrag-
lei a dotyeza jedymie bledéw metody. :

Opisze teraz pokrotce droge, na ktorej otrzymalem podane wzory
1 oszacowania.

Wzér (5) otrzymujemy dzielac stronami réwnanie (2) przez z—7
1 nastepnie rozwigzujace otrzymane réwnanie kwadratowe.

Podstawiajac w (2)

otrzymujemy réwnanie | :
(15) 488 —WRe+ 48 = 0.

Jesli § =0, to R = 0 i na mocy (14) oraz (15) # = —B jest pierwiast-
kiem réwnania (2) a zatem i (1).

Jedli 8 # 0, to dzielimy réwnanie (15) obustronnie przez 18 i otrzy-
mujemy

(16) | #—Mz+1 =0,
gdzie

; 3WER 3w
(17 [ = -

) M 3 TR

Zaleino§é miedzy 2z a M dang réwnaniem (16) mozna przedstawié wy-
kreglnie jak na rysunku 1.

Zastosujemy teraz metode Newtona do najmniejszego z pierwiastkow
*éwnania (16). Jak widaé z rysunku 1, dla M < 0 mamy —1 <z <0,
% dla M >0 jest 2 < —1. W pierwszym z tych przypadkéw dla bardzo
matych 2z (a zatem dla M duzych co do modutu) mamy 2% ~ 0 i na
mocy (16)

¢ ~1[M.

‘Zastosowania Matematyki VI 9
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Takie przyblizenie nie byloby jednak dobre dla M = 0 (czylidlaz = —1).
Przyjmujgc wstepne przyblizenie

(18) 29 = 1/(M —1)

mamy poprawne wartofei z dla M —» —oco i dla M = 0. Podstawiajac

M4
5
4
3
' i
i
1 !
i
-3 -2 -1 0 7’;'1 2 3 ,E_
_1 "
M*=15V7 ~1389881575
-2 2* =05 ~ 07937005260
-3
-4
7M-365
Rys. 1

(14) i (17) do (18) otrzymujemy wladnie (12). Aby oszacowaé blad przy-
blizenia (18), rozpatrujemy na mocy (16) funkecje

1 , 1 2t —p?

y=*= M—1 ¢ (3 +1)jz—1 23:—z+1 ’

Jest dy/dz =0, gdy 2 =0 lub
B3—223 42222 = 0.
Roéwnanie to ma w przedziale —1 <’z <0 tylko 1 IiierWiaStek

2 ~ —0,73417006.
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Wtedy y ~ —0,18564674. Poniewaz  w przedziale —1 <z <0 jest
22—241 #£0, a dla 2= —1 i 2 =0 jest y =0, wiec

—0,18565 < y <O0.

Jest to oszacowanie bledu przyblizenia (18). Na mocy (14) ofrzymujemy
stad oszacowanie bledu ¢, dla przyblizenia (12).
Gdyby zamiast (18) przyjaé

2 = al(M—p)

1 zazgdad, zeby przyblizenie to bylo dokladﬁe dla 2 = -1, —0,5, 0, tzn.
na moey (16) dla M = 0, —1,75, —oo, to otrzymahbyémy a = f = 1,75,
czyli

(19) % = T/(4M—T7).

Podstawiajac (14) i (17) do (19) otrzymujemy (7). Bledy prazyblizer (19)
& nastepnie (7) szacujemy analogicznie jak poprzednio.

W przypadku M > 0, gdy M (a zatem i z co do modulu) jest bardzo
duze, mozemy napisa¢ (16) W postaci

22— M+1[z =0,
skad Cow '
2—M ~0,
czyli
~—VM.

Przyblizenie takie nie byloby dobre”dla. M =0, tzn. gdy == —1.
Przyjmujge o
(20) = —VM+1

otrzymujemy przyblizenie dokla.dne zaréwno dla M =0 jak i M - oo.'
Szacu]qc blad takiego przyblizenia analogicznie jak dla (18), i oznaczajac
jego blad przez p,, otrzymujemy

0 < pp < 0,12135.
Na moey (14) i (17) otrzymu]emy stad przyblizenie (13) i oszacowanie

Jego bledu -
Przy;mu]qc zammst (20)

i doblera.gqc takie a, Zeby na.]meksza. i na]mmerza. wartosé bl@du nastep'.
11680 przyblisendn z; w prredziale 2 < —1 mialy przeciwne znaki;a moduly
réwne, ofrzymujemy o ~ 0,05822, skad mamy

(21) 2y = 0,05822—-VM+1.
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Podstawiajge tu (14) i (17) otrzymujemy (8). Bledy przyblizen (21) i (8)
szacujemy analogicznie jak poprzednio.

Oszacowania przyblizen nastepnych otrzymujemy na mocy latwego
do wyprowadzenia wzoru

32+ Pn
Pni1 = mf’m

gdzie 2, oznacza n-te kolejne przyblizenie Newtona dla réwnania (16),
a p, blad tego przyblizenia, tzn. p, = 2—z,, gdzie z jest szukanym
pierwiastkiem réwnania (16). Podstawiajac na mocy (16)

n=20,1,...,

M = (*+1)/z oraz =z, =2—p,
otrzymujemy _
(35— 2pa) 2y
— 22+ 6p, 2" —3ppe+1°

Py =

Traktujemy teraz p,.," jako funkcj¢ 2 zmiennych 2z i p,, wykazujemy,
ze funkcja ta nie ma ekstreméw ani biegunéw w rozpatrywanym obszarze
prostokatnym, i poszukujemy jej warto§ci ekstremalnych na brzegu
prostokata. Rachunki sg Zmudne, poniewaz wymagaja wielokrotnego
obliczania w danym przedziale wszystkich pierwizstkéw réwnan czwar-
tego stopnia.

Zwr6émy teraz uwage, ze “jezeli », i 2, ozna.czagad odpowiadajace
sobie przyblizenia newtonowskie dla réwnan (1) i (16), to na moey (10)
i (14) jest :
2, =Rz, —B 1 ¢, = Rp,.

Tq droga przechodzimy od oszacowan bledéw przyblizen 2, do oszacowan
bledéw przyblizen z,.

II. Réwnania czwartego stopnia. Niech bedzie dane réwnanie
(22) axt- bxd 4 cx2 - doe+ e =0, @ #0.
Réwnanie (22) sprowadzamy do 2 réwnan kwadratowych
(23) _ B2+me+n; =0, 1=1,2,
tzn. przedstawiamy (22) w postaci
a(w2+mlm+%1)(m2+ my®+n,y) = 0.

Wspélczynnjki réwnaﬁ (23) obliczamy sposobem podanym nizej (1).

(1) Sposéb ten jest znany.. Por np. A. Mostowskl i M. Stark, Algebra wyssza,
cz. II, str. 79-81.
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Najpierw obliczamy
- b de
(24) B=—, H=B3——c—, K:BH—l—E, L—_—Hz—vf,
2a 1] a &
Jezeli K =0 i L >0, to
(25)  my=my =B, n;=}—H-VL), ny=3}—H}VL)

Jezeli K — 0 i L < 0, to obliczamy

(26) Q =B +H+V{B+H)}—L,
& nastepnie :
@) m, = B—VQ, my = B+VQ,

m = 3Q—BVQ—H), n,=}(Q+BVQ—H).
JeSli wreszcie K s 0; to obliczamy sposobem podanym w pierwszej
ezefel niniejszej pracy dowolny pierwiastek dodatni @ réwnania
(28) Q*— (B*+2H)Q*+ (2BE+L)Q—K* = 0

(pierwiastek taki zawsze istnieje z uwagi na to, ze dla @ = 0 lewn strona
réwnanis, (28) ma warto§¢ ujemnsg, a dla @ zdazajacego do oo zdaza
réwniez do -+ oo, a wiee dla dostatecznie duzyeh @ jest dodatnia). Nastep-
nie obliczamy
m, = B—VQ. my =B+VQ
(29) ™ Q, - B 2 +ve, B -
n=}Q—-BYQ—H)+K|2VQ), n,=3}Q+BVQ—H)—K/(2VQ).
Podam jeszcze uzasadnienie powyzszego postepowania.
Podstawiajae (24) do (22) otrzymujemy réwnanie

@*+ 2Ba® |- (B*—H) 2?4 (K —BH)z+ L (H2—L) = 0.
Ponieways, 'z podzielenia iewej strony tego réwnania przez

o2+ me-t+n
Otrzymujemy reszte
(—md+2Bm2+ 2mn—B2*m-+Hm—2Bn+K —BH)z+
_ + (—m®*n+ 2Bmn+ n?—B2n+Hn+} (H2—L)),
Wige réwnanie
»2t+met+n =0
m];Ze by¢ jednym z réwnan (23) wtedy i tylko wtedy, gdy jest speliony
ukiad ) :
—m3+ 2Bm*+ 2mn —B2m+Hm —2Bn+K—BH = 0,

—m*n+2Bmn+n2—B2n+Hn-+}(H2~L) = 0.

(30)
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Jezeli K = 0, to pierwsze z tych réwnanl mozna napisaé¢ w postaci

(31) = _ —{m—B)(m*—Bm-—H—2n) = 0.

Gdyby m—B = 0, to z drugiego réwnania (30) otrzymalibysmy

(32) n?+Hn-+1(H2—L) = 0.

Jezeli zatem K =01i L >0, to moéna przyja¢ m = B i na mocy (32)
n=3—HELVL).

Mamy stad wzory (25).

Jezeli K =0 i L <0, to rébwnosé (32) nie za,chodzi, & zatem
m—B # 0 i na mocy (31)

(33) n = 3(m2—Bm—H). |
Podstawiajge (33) do drugiego réwnania (30) otrzymujemy po uporzad-
kowamu

(m—B){— (B*+2H)(m—B)*+ L = 0.
Podstawiajac
(34) o @ = (m—B)?
otrzymu]emy stad i z (33) wzory (26) i (27); na @ wybieramy to sposréd

dwu rozwigzan, ktére zapewnia spelienie warunku @ > 0.
Jezeli wreszcie K = 0, to na mocy pierwszego réwnania (30)

m—B 50
i .
_ —2Bm2+B*m —Hm-+4BH —K
= o(m—B)
czyli
(35) n = t(m2—Bm—H)—K|[2(m—B).

Podstawiajge (35) do drugiego réwnania (30), a nastepnie podstawiajgc
(34) otrzymujemy réwnanie (28). Na mocy (34) i (3b) otrzymujemy stad
wzory (29). :
Na zakoniczenie warto zauwazyd, ze warunek
| E=L=0

jest konieczny i Wysta.rczajadcy na to, by lewa strona rownania (22) byla
pelnym kwadratem.

INSTYTUT BADAN JADROWYCH PAN WARSZAWA
INSTYTUT MATEMATYCZNY PAN WARSZAWA

Prava wplynela 14. 11. 1960
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M. BAPMY( (Bapmasa)

YHCIEHHOE PEMEHHE YPABHEHHH TPETHEH H YETBEPTOM
CTEIHEHH C BEH[ECTBEHHBIMH KOSOOHIIHEHTAMHA

PESBIOME

Ilonesysch METOXOM IOCHELOBATEIHHEX npnﬁﬁume}mﬂ HeroToHa AAA YHCHEH-
HOTO pemeRmA ypaBHeHWIt TperThelf M UeTBEPTOH CTOIEH¥, 0COGEHHO Ha ABTOMATUICCKE
Paboranmux . (EGPOBKX MAIMHAX, MH HATAJIKWBACMOS Ha TPYOHOCTE B BajlaHiH
MCXO7HOr0 UPMONAUMERAA X B OUEHKe NOTpemHocTeit.

B macromme#t crarThe NpeRIAraeTCH AR YpaBHeHWH TpeTheit CTEeIeHM IpPOIece
BHMUCHEHHE, ‘'KOTOPHA HPOCTO ¥ OJHOBHAYHO ONpeIeIHer OpPexBAPHTENHHOE NPH-
OutmkenEwe u maer onmH M3 KOpHeHl YPaBHEHHA ¢ TOUHOCTHIO 10 [eCHTH BHAKOB Yme
Hocie rpexkparHoro upmMmemenua Gopmyns Heoroma.

VpapHeHWA 4ETBEPTOH CTEHMeHM CBOAATCH K Iape KBAJPATHHX YpaBHEHU,
KO3 PGUHMEHTH KOTOPEIX BHUKCIAIOTCA 0XHOSHAYHO OnpereTeHHEM MeTOR0OM. B 06menm
CIydae CBOMTCA OH K peIIEHAI0 YDPABHEHHH Tperbell CTemeHm.

M. WARMUS (Warszawa)

NUMERIOAL SOLVING OF EQUATIONS OF THIRD AND FOURTH ORDER
WITH REAL OOEFFICIENTS

- SUMMARY

- If we apply Newton’s method of successive approximation to the problem
‘of the solution of an equation of third or fourth order, we meet, especially
Wwhen using automatic computers, difficulties connected with giving the first ap-
- Proximation and determining estimation of error. The present paper gives a method
for equation of third order which in & simple way determines the first approximation
Bniquely, and which, after applying Newton's formula three times, gives one of the
Toots up to 10 decimal places. . ' :

. The equations of fourth order are reduced to two equations whose coeffi-
Génts are uniquely determined. In general, this method of reduction leads
l-to‘ the solution of an equation. of third order.



