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1. Introduction. Dans les travaux [1] et [2] I. N. Vécoua a posé
et résolu le probléeme de la recherche d’une fonction holomorphe, véri-
fiant une condition limite lindaire concernant cette fonction et quelques
unes de ses dérivées. Ce probléme a été généralisé par N. P. Vécoua [3]
et par B. V. Hvédélidzé [4] au cas ou les fonctions figurant dans la con-
dition limite sont discontinues.

Dans ce travail nous allons étudier un probléme qui est une extension
du probléme discontinu de Vécoua au cas d’une condition aux limites
non linéaire. Nous introduirons dans ce probléme les fonctions discon-
tinues de classes ij,' et H* que nous avons définies et étudides dans les
travaux [6], [7], [8].

2. Rappel du probléme linéaire de I. N. Vécoua. Nous
rappellerons d’abord briévement 1’énoncé et le procédé amenant & la réso-
lution du probléme linéaire de Vécoua, en le généralisant pour les fonctions
des classes Sjﬁ‘ et H:.

Soit un domaine borné S8+* limité par une seule courbe fermée L de
Jordan. Le probléme de Vécoua consiste & déterminer une fonction @(z),
holomorphe dans le domaine S* et admettant une dérivée (b""’(z) de
classe H,(ck,, .., Cx,) Telativement aux points de discontinuité ¢,, ¢, ..., ¢p
sur L, qui vérifie la relation suivante

m
(1) re Y {a)0”0)+ [ git, OV (0)de} = (1)  (m>1)
i=0 L

entre les valeurs limites de la fonction @(¢) = @©(t) elle-méme et de
ses dérivées @7 (t) en tout point ¢ sur L différent des points de discon-
tinuité ¢, ..., ¢z. Nous supposons vérifiées les conditions suivantes.

A. La fonetion réelle f(t), définie sur L, appartient a la classe
(5 (Ckyy ...y Ck,) relativement aux points de discontinuité ¢, c,, ..., ¢p,
ordonnés suivant le sens positif de la ligne L.
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2 W. Pogorzelski

B. Les fonctions complexes a;(t), définies en tout point de la ligne L,
vérifient une condition de Holder
(2) las(?) — ay(t,)] < constjt—tf*s (0 < hg <1)

et l'inégalité a,(t) # 0.
C. Les fonctions complexes g;(¢,z) s’expriment par la formule

(0)
't
(3) gs(t, 7) =gﬁ—_f,|? (0<y<1)

o les fonctions complexes ¢{(¢, t) sont définies pour t,t e L et vérifient
une condition de Holder

(4) 1g57(2, 7)— g5"(81, 7| < comst[[t— 4™ + [t—7y[™] .

D. La ligne fermée L a une tangente continue en tout point et 'angle
A(t, t,) entre les tangentes en deux points arbitraires ¢ et ¢, vérifie 'iné-
galité '

(5) Aty 1) < const|t—,"E (0 < by <1).
On cherche la solution du probléme posé moyennant la formule intégrale
de Vécouna

(6) D(2) = [(1—2f)" 'log(l—27)u(x)do+ [ u(z)do+iC,
’ L L

ol u(r) est une fonction inconnue réelle de classe Hi(Ck,y ...y Ck,), C une
constante inconnue réelle, ¢ ’abscisse curviligne du point d’intégration =
sur L. Dans la formule (6) on prend la branche de la fonction logarithmique
qui s’annule au point z = 0, supposé & l’intérieur du domaine S*.

De la formule (6) on obtient les expressions suivantes des dérivées
de la fonction @(z) en tout point z e S*

(7) 60 = [Ny, p@do  (1=1,2,..,m),
L
ou l'on a posé

8) Ny5,7) =(—1)Yvm—1) ... (m—9j) (1—— f)m_m X

X [log(l—g) +m—1—i +'"+mL—-j] Gj=1,2,..,m—1),
, (=)™ (m—1)!
(8') Nm(2, 7) = mir—z)

En demandant que la fonction (6) et ses dérivées (7) vérifient la condi-
tion limite (1) en tout point ¢ + ¢, sur L, en nous appuyant sur les formules
de Plemelj et sur la transformation connue de Poincaré de l'intégrale
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singuliére itérée (valable aussi pour les fonctions de classe ), nous ob-
tenons 1’équation intégrale singuliére suivante avec la fonction inconnue

#(t):
(9) Apt) + Lf N(t,7)p(r)do = f(t) — Cw(t) .

Les fonctions réelles A(t), N (t,7), w(t) sont définies par les formules
suivantes, empruntées a la belle monographie de Mouskhelichvili ([5],
p. 213):

(10) A1) = (= 1) (0= 1) [ " an(t)—F " tanD),
(10 w(t) = reiat) + [ gty )],

(10")  N(t,7) = Zre{a, (N8, ) + f 91(ty 1) N (s, 7)oy | .

=0

Mettant en évidence la partie singuliére, nous pouvons écrire 1’équation (9)
sous la forme éqlﬁvalente (voir [5], p. 215)

a1 A@un+ =B f wlodry [EEDED 40— i) owin ~ o),
L

ou 'on a posé

(12) B(t) = }(—1)™(m—1)!mi [ am(t) + I "t an(D)] -

Les fonctions A (¢) et B(t), définies sur L, vérifient une condition de Holder
d’exposant

(13) he = min(h,, hz) .

La fonction complexe k(?,t), définie pour ¢, r ¢ L, vérifie une condition
de Holder

(14) |k(2, 7)—k(ty, 7)| < comst[|t—1,|" + |r—7,|7].

Les exposants positifs # et y, inférieurs & 1'unité, sont déterminés par
les formules

(15) f=1—06hs, x=minfhs,0(1—y),(1—0)h],

ou 6 est une constante positive arbitraire, inférieure & 'unité. En vertu
des formules (10’) et (11), la fonction réelle connue f(t) appartient & la
classe HaX(Cryy -y Cky)y OU

(16) hy = min[h, ke, 6(1—y)].

Pour ramener I’équation (1) & une équation de Fredholm, on sait qu’il
faut d’abord étudier l’équation caractéristique

(17) AWplt)+ B0 f JuLSS IOF

1*
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ou F(t) est une fonction complexe, donnée sur L, appartenant & la classe
HalCryy -y Cx,). On trouve la solution de I’équation (17) d’une fagon con-
nue, en résolvant un probléme de Hilbert avec la condition limite

A—B F(1)

(18) V) =37g¥ W+ 3

en tout point ¢ # ¢, de la ligne L, ou A2— B? # 0 4 cause de I’hypothése
an(t) # 0. On obtient ainsi la solution générale de ’équation (17) sous la
forme

_XH(t) - X(t) F(z)dr
(19)  u®) =—"735 J AOFBOIT@E—1 *

+ 505 gy F O+ LX)~ T-(01Pacit)

Pindice du probléme » étant supposé non négatif:

1 [4A—-B 1
== m] = 2m + —[argan(t)]L > 0

X*(t) désignent les fonctions limites de la solution canonique X(z) du
probléme (18), partout différentes de zéro, P,_, est un polyndéme arbi-
traire de degré »,5i » > 0, et P = 0, si x = 0. En vertu des propriétés des
fonctions de classe $), la fonction (19) appartient a la classe $q'(ck,, ..., Cx,),
ol

r, = min(r, hg) .

En nous appuyant sur la solution (19), nous pouvons affirmer, dans le

cas ou x>0, que ’équation intégrale singuliere (13) ou (15) est équi-
valente 4 1’équation de Fredholm

(20) pity= [ M@, u@do+F 1),
L

ou l'on a posé

B X( X-(t) k(C,7)dx
(21) M(t,7)=— f[A O+ BOIXHO)(E—OE—f

A(l) k(t, )
T A= BYY) |t—zpf’

L aUN} o
i ) M@+ BEOIX 0 G-

22) P =20 +

A -
+W—§=(— [ XH(t) = X~(8)] Puerl?)
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Le noyau de l’équation intégrale (20) est comparable & la fonction
O(|t—z|7#), il admet donc une faible singularité. En outre, ce noyau
vérifie une condition de Holder généralisée de la forme

const |t — ¢ |*

(23) |M(t’ ‘r)_M(tI’t)l < |t—TIﬂ+z

pour ¢, ¢ #71, |t—1| <|t,—7|. D’aprés les propriétés des fonctions de
classe $, la fonction (22) appartient A la classe Ha(ck,, ..., cx,). A I'équa-
tion (20) on peut appliquer la théorie classique de Fredholm. Notamment,
si nous supposons que l’équation homogéne

(24) p(t) = [ M@, ) u(x)do
L

ne posséde pas de solutions non nulles, alors ’équation (20) admet une
solution unique, donnée par la formule (¢ # ¢,)

(25) wt) = [ i, nF@dr+F ),
L

ou M désigne la somme de quelques noyaux itérés et du noyau résolvant.
Cette solution appartient & la classe Hi(cr,, ...y ¢x,), en vertu de l'iné-
galité (23) et des propriétés des fonctions de classe $.

11 en résulte que la fonetion u*(t) obtenue est une solution des équa-
tions primitives (9) et (11). Remarquant ensuite que les fonctions A (?),
N(t,t), f(t)— Cw(t) dans 1’équation (9) sont réelles, nous concluons
que la partie réelle

(26) p(t) = Te[u* ()] € Hi(Ckys vy Okg)

de la solution (25) de 1'équation (20) est aussi une solution de cette équa-
tion. Les coefficients du polynéme P,_,(t) étant arbitraires, cette solution
g’exprime par une combinaison linéaire (voir [5], p. 217)

n
(27) pee(t) = plt) — Cialt) + D, Cop(t)
v=1
de certaines fonctions réelles i coefficients réels arbitraires. En substi-
tuant la fonction (27) dans ’expression (6), nous obtenons, dans le cas
ou x > 0, la solution cherchée @(z) du probléme linéaire, dont la dérivée
®™(z) appartient & la classe H(cx,, ..., Ck,)-

8. Enoncé et résolution du probléme non linéaire. Le
probléme aux limites discontinues, non linéaires, que nous proposons
de résoudre, consiste 4 déterminer une fonction &(z), holomorphe dans
le domaine 8§+ et admettant une dérivée ®™(z) de certaine classe HJ rela-
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tivement aux points de discontinuité ¢,, ¢, ..., ¢, sur L, dont les fonctions
limites vérifient la relation non linéaire

(28) reZ‘{a,(t)¢‘”(t)+ [ 91(t, 90" (z)do}
f=0
=F[t, &(t), D'(t), ..., B™(1)]

4
en tout point ¢eL— D ¢, (les constantes a et & seront fixées plus loin).

=1
On admet pour les fonctions a,t), gi(¢, r) et pour la ligne fermée L
les mémes hypothéses que précédemment. On suppose que la fonction
réelle F(t, uyy Uy, ..., Up) 80it définie dans la région

P

(29) teL— D¢,y tell (»=0,1,..,m)

ou IT désigne le plan entier de la variable complexe. On admet ensuite
que la fonction F vérifie ’inégalité

m
M
(30) (8, thgy Uy e )| < i D, [t 4 =5 e

r=0 ” It'—':’lvl‘u

et la condition de Holder généralisée suivante
(31)  |F(2y oy Upy eoey Um)—F (', Uoy Uty .ocy Unm)]|

[ e 2 -~ ., o~
<br| i 2=l (¢ Gyt e Ty
La fonetion F est donc de classe $'F par rapport & la variable ¢.

De méme que précédemment, nous allons chercher la solution du
probléme sous forme d’une intégrale de Vécoua

(32) ®(2) = [ u(z)(1—2f)" *log(1—zft)do+ [ u(v)do+iC,
L L

p étant une fonction inconnue réelle de classe §,, C une constante
réelle. inconnue.

En demandant que la fonction (32) vérifie la condition.limite (28),
on arrive, en suivant les considérations développées dans 1’article précédent,
a D’dquation intégrale singuliére suivante

(33) A@Ma)+ [ N, v)u(x)do = —Cw()+
L

4 B[ty 2t ), 28, 10, ety 5 DOBO+ b(r?r#(:)dr]
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ou les fonctions réelles connues A (t), N(t, ), w(t), sont données par les
formules (10), (10’), (10”’), la fonction connue b(t) est donnée par la formule

(34) b(t) = (—1)™(m—1)nit" ™™

et enfin les fonctionnelles Z(t, u), ..., Zn—1(t, x) sont liées & la fonction
réelle inconnue u(?) par les formules intégrales

(35)  Zy(t, u) = (—1) (m—1) ... (m—») f(l—z-)"'_j_lx
L

t 1 1
X [].Og (1— ;)'}‘m +...+ R_—j],u(r)da

a faibles singularités (j = 0,1, ..., m—1). Le terme contenant 1’intégrale
4 singularité forte est écrit explicitement dans 1'équation (33). D’apreés
la théorie du probléme linéaire, toute fonction complexe ¢(t) de classe £,
qui vérifie I’équation

(36)  AWet)+ [ N(t,p)do = — Cuolt) +
L

B[ 20, 0,y Zsts 05 DR+ [HODE]

étant une forme généralisée de 1’équation (33), ou u(f) = re[e(t)], vérifie
aussi I’équation intégrale suivante

@ o= [, pwds+ [t 0F [ 2, )
L

A R T f o r)dC] +

T—1

+MA—(%2F[t Zo(t! #), ver m- (t’ l‘), b(t),u(t)-}- 1 b(")ﬂ(‘l’)d‘t] +

+ O (1) +[XH(2)— X‘(t)]P -1(8) 5

ou X*(1) et X—(t) sont les fonctions limites de la solution ca,noniqué X(2)
d’indice » > 0. Le noyau M (¢, ), & singularité faible, est défini par la
formule (21). G et @ sont des fonctions connues, définies par les formules

X*(t)— X-(1)
2ni X+(0)[4 (z)+ B()]’
0 f w(r)dr A(t)w(t)
B [4(z)+B0)]X*(x)(z—1) A%t)— B(?)

G(t,7) =

(38)
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w(t) étant donnée par la formule (10’), P,_,(t) est un certain polynéme de
degré » au plus, ou P=0 8i » = 0.

Considérons maintenant dans (37) la constante C et les coefficients
du polynéme P, ,(t) = C;+ Cgt+...+ C.&*"' comme des constantes arbi-
traires et cherchons la solution ¢(t) de 1’équation intégrale (37). Observons
que dans cette équation les singularités fortes interviennent doublement
dans le second terme de la somme (37).

L’équation (37) étant irrésoluble par les méthodes de 1’Analyse
classique, nous allons en chercher la solution par I’application du théoréme
topologique connu de J. Schauder [9]:

Si, dans un espace de Banach une transformation continue fait corre-
spondre & un ensemble de points, convexe et fermé, son sous-ensemble compact,
alors il existe dans Vensemble donné au moins un point invariant de la lrans-
formation.

Soit done A l'espace fonctionnel composé de toutes les fonctions

p
continues complexes [p(t)] définies dans l'ensemble L' =L— ¢, et
=1
vérifiant 'inégalité ’

(39) sup [ 171 t— el lp()]] < oo,

ol a est la constante positive qui figure dans I’hypothese (30), la con-
stante positive & verifie les inégalités

(39°) éd < min(hp,y), atd<1
(voir (15)). On définit ensuite la norme des éléments [¢(?)] par la formule

D
(40) ()] = sup [ [ 11— .1 lu(v)]

=1

et la distance des éléments ¢,(2) et g@,(!) par la formule

O(p1) Pa) = ”‘Pl(t)"‘%(t)“ .

On voit que ’espace A est linéaire, métrique, normé et complet, il est
done un espace de Banach. Considérons maintenant dans l’espace A
I’ensemble E de tous les points [¢(t)] vérifiant les inégalités

P
[Tii—cremi<e,,

=]
t— 051+ - |ty — €12 " I (1) — @ (1)] < 2plt—1,)°

(¢(t) sont done de classe $°) les points ¢ et ¢, étant situds sur le méme arc
arbitraire c;c;+, entre deux points de discontinuité consécutifs (t, e t¢;41);

(41)
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¢, et x, sont des constantes positives, fixées arbitrairement. On montre
gans peine que l’ensemble E est fermé et convexe.

En tenant compte de la forme de 1’équation intégrale (37), trans-
formons ’ensemble E a4 l'aide de la relation suivante (ol la constante
réelle C et les coefficients du polynéme P,_,(t) sont fixés arbitrairement):

(12) wi)= [ M@, D)p()do+
L

+fG(taT)F[r,Zor,.u),---,Zm iz, )3 b ﬂlf QuOx]) &,
L L

4(1) 1 'r),u(r)dr
‘+A2(t) — B(7) [t Zo(ty p)y eey Zm—1(ty w); b(B)u(t)+ ‘ﬂ_ ] +

+ O (1) + [ XH(t)— X=(1)] Pua(?)

ol u(t) =re[p(f)] et cherchons une condition pour que cette relation
fasse correspondre a tout point [¢(?)] de ’ensemble E un point [y(1)]
du méme ensemble. Nous admettons, de méme que précédemment, I’hypo-
theése que 1’équation intégrale homogéne

(43) p(t) = Lf M(t,v)p(c)dr

n’a qu'une solution nulle y = 0. Cherchons d’abord les limitations pour
le résultat de l’opération suivante sur les fonctions u(f) e H2, vérifiant
aussi les inégalités (41), .

(44) E(¢y p) =F[t,Zo(t, 1)y ey Zmea(ty p); DO+ = L b_(’)_(f)dI].

T—1

D’aprés le théoréme principal sur les fonctions de classe $2 (voir [6]) et
en vertu des inégalités (41), la fonetion

(45) O(t) = b(t) u(t) + = f”——”d—’

appartient aussi & la classe $2 et vérifie les inégalités

I (t)l < k19¢+k2%¢
wl=-ll |t—6‘,]

(46) 6
(K} 00+ Kiy) [t — 14

[1t— ¢l lt,— e111°F°

19(t)—0(1)] <
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sur toubt arc e;c;41, Ol Ky, kg, ki, ki sont des constantes positives indé-
pendantes de la fonction u. Ensuite, on montre sans peine que les fonc-
tions (46) vérifient les inégalités

(47) Zit, )l <ksgoy 1 Zi(t, w)— Zi(t, 0)| < Ky plt—t|™

h, étant un nombre positif arbitraire, inférieur aux deux nombres a et
1—a, k&, et k; sont des constantes positives, indépendantes de la fonction u
et dépendant du choix de %,. En tenant compte des propriétés (31), (46),
(47), nous concluons que la fonction (44) vérifie les inégalités

(61 Q!P + 62%0,) kF + a;ME
F ’
111 lt_ cvla

|E(t, p)l <

(48) Nr N ]
kr(C10p+ Cang) |t— 1|

o ’
[1t— o5l lty— eea) T

G, C,, G, C:, 0% étant des constantes positives. Il en résulte, d’apres
la propriété principale de la classe §, que la seconde des intégrales du
second membre de ’équation (42) vérifie aussi inégalités de la forme (48).
Nous en déduisons, en vertu des considérations sur le probléme linéaire,
qu’a tout point [¢(t)] de l’ensemble E correspond une solution y(Z) de
Pdquation (42) de classe $., notamment vérifiant les inégalités

|E(t, u)—E(ty, u)] <

l_! lt_cv‘a
(49) ’

(O 0p+ C2 o) kp + C{Kp
[It—¢jl iti— ¢j4a T°F°

Ci, Cs, C3, Cf, OY, C%, CY étant des constantes positives indépendant de
la fonction F'; l1a constante positive Kp est le plus grand des modules de
la constante arbitraire ¢ (voir (37)) et des coefficients arbitraires du
polynéme P,_,(t). Les méme inégalités (49) évidemment sont vérifiées
par la fonction re[y(t)].

En comparant les systémes d’inégalités (41) et (49), nous concluons
que les inégalités

lt—1,°,

lp(t)—p(t)] <

(C1p+ Coxp)kr+ Cs Mp+ CLKp < g,

(60) B - j
(CF 0p+ Co'2p) kr + C{Kp < %,

expriment une condition suffisante pour que ’ensemble E’ des points
[p(t)], transformé de l'ensemble E des points [p(t)], fasse partie de cet
ensemble. Nous voyons que les inégalités (50) seront toujours vérifiées,
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si la constante du probléme kp est suffisamment petite. Le choix des
constantes p, et x, étant arbitraire, on peut profiter de ce fait et choisir
leurs valeurs de fagon que l'intervalle de variation permis de la constante &y,
d’accord avec le systéme (50), soit le plus grand possible; on obtient
kp < (C1+ C%)"t. Avant d’appliquer le théoréme de Schauder, nous dé-
montrerons encore les deux lemmes suivants.

LeMME 1. La transformation de Densemble E définie par la rela-
tion (52), est continue dans Vespace A.

Démonstration. Soit une suite arbitraire {ps(t)} de points de
I’ensemble E convergente, au sens de la norme (40), vers un point ¢(t)
de cet ensemble. Nous avons donc

(51)  lim[pa(t)—g t)H—hm[supH It—c.l"”l«;v» (-] =0

r=1

Pour démontrer le théoréme, il est nécessaire et suffisant de prouver

que la suite {ys(!)} de points transformés par la relation (42) converge

vers un point y(t), qui correspond au point limite ¢(?) par la relation (42).
Ecrivons la relation (42) sous la forme abrégée

(52) v(t) = [ M(t,7)p(x)do+2(t, p)
L

ot lon a désigné par Q(¢, u) le résultat de l'opération fonctionnelle sur
la fonction u =re(p), définie par la somme des termes indiquée dans
la formule (42). Nous avons donc aussi

(53) walt) = [ M (2, 7)pa(z)do+2(t, pn)
L

oll un = re(ps). Etudions d’abord la différence
(64) E(ty, u)—E(t) pa)
en tenant compte des formules (35), (44) et de la propriété admise (31),

Nous aurons alors

m-1

(85) |E(t, w)—E(t, p)l < kFZ [Z,(t, u)— Zi(t, p)| +

=1

U

L

< kF{O* Sup (1) — n(t) | + ;]Lf PO e) — )



12 W. Pogorzelski

ou C* est une constante positive, indépendante des fonctions u et ua.
Il suffit maintenant d’étudier l’intégrale

_ (5@ [p(r)— pa(r)]
(56) In(t) = Lf —_ dr

t

81 n—o0, en tenant compte de I’hypothése (51). Soit donc un are I = ﬁ",
situé sur la ligne fermée L, contenant le point ¢ au milieu de sa longueur,
si I’'arc 1 est situé tout entier 3 ’intérienr d’un arc 0:5-+1’ ou bien con-
tenant le point ¢ & son intérieur de fagon que la longueur de 1’arc It soit
au plus égale & 1a longueur de ’arc 71"’ 8i I'une des extrémités, par exemple 1/,
coincide avec 'une des extrémités ¢, des arcs formant la ligne fermée L.
Décomposons l'intégrale (56) en somme d’intégrales

Tn = IP 475
étendues & l'arec ! et & la partie restante L—1, et écrivons

o _ ’fb(f) {{p(x) — u ()] — [pa(r) — pa(t)} dT

T—1

a0 pait)] [ 2
l

En appliquant les inégalités (51), nous aurons

2rp(@)| t=1""do. | [ 2xIb()| =7 "do,

Iw| < : a
17 [Ir_cillt—ci+ll] e r [lt—cfl It—61+1|] i
2 t—1
+ D Qw log Il_ t ~ .
n ‘t_cvla

r=1

1l en résulte gqu’an nombre positif arbitraire ¢ on peut faire correspondre
un nombre 7(¢) tel que pour tout are I = 1’1" sur L, de longueur %(e), I'iné-
galité suivante soit vraie

(67) sup [T —er @] <.

p=1

Remarquons maintenant que la distance |¢—v| admet une borne infé-
rieure positive si 7€ L—1, done la longueur %(e) de ’arc I étant fixée, nous
pouvons ensuite, d’aprés (51), faire correspondre au nombre ¢ un indice
N(e) tel qu'on ait

(58) sup [ 12] jt— e, TP <6

=1

gi # > N(¢). En somme, on aura

(69) tim sup ] ] 11—+ 1a(0] =0,

n-e0 L y=1
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done, en vertu de l’inégalité (65), on a aussi

D
(60) tim sup [] | [t— 6" |5(t, w)— 2(2, wa)l] = 0,
n—oo teL ",
conformément & ’assertion du lemme 1. Il reste a étudier la différence
des intégrales
- - d
(61) Lit) = [ @(t, 95, w)—B(r, ml ;.
L
En s’appuyant sur les propriétés (48) et (60), on étudiera ’'intégrale (61)
de méme que précédemment et on conclut que

y 4
62 lim su t—e " Ia(t)]| =0.
(62) tim sup [[ [ 14— eI (0]
En vertu des résultats (60) et (62), nous arrivons a la propriété
suivante
b
(63) fmggg[nu—c,\"“m(t,y)—g(t,y,.n]=o.
—»00 y=1
En nous appuyant maintenant sur nos considérations antérieures, con--

cernant 1’équation de Fredholm (20), nous arrivons, d’aprés la propriété (63),
a la conclusion suivante pour les solutions des équations (52) et (563)

P
(64) 1im fyp (1)~ pa(0] = im [ 11—, lp () —pa(t)l] = 0

r=1

ce qui établit notre lemme 1.

LEMME 2. L’ensemble E', transformé de Vensemble E par les rela-
tions (42), est compact.

Démonstration. Conformément & la définition de la compacité,
il faut et il suffit de démontrer que I’on peut toujours extraire de la suite
arbitraire {ys(¢)} de points de l’ensemble E’ une suite partielle {yk,(t)}
convergente au sens de la norme (50). Remarquons done que les éléments
de la suite {y,}, appartenant 4 ’ensemble E’, vérifient 1'inégalité (voir (59))

P
[i—cl* o)) < o, -
p=1

Il en résulte qu’au nombre positif arbitraire ¢ on peut faire correspondre
un ensemble d’ares ¢t et ¢''¢,4., situés sur L, de Jongueurs 7(c) > 0 assez
petites pour qu’on ait

P

(65) [] it 1pat)] < /2

p=1
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quel que soit 7, 8i t € L,, ou L, désigne ’ensemble de tous les points des
arcs ? et t#6,+1 (v=1,2,..,p; ¢py1 = ¢;). L’ensemble L, étant fixé,
observons que les fonctions y,(f) vérifient, en vertu de la seconde iné-
galité (69), pour toute valeur n la méme inégalité de Hoilder avec un
coefficient fixé

[¥a() —pa(ty)] < const |t—1,|¢

dans la région fermée L—L,. Les fonctions y,(¢) sont donc bornées
dans leur ensemble et dquicontinues dans la région L—I,, par
conséquent, en vertu du théoréme connu d’Arzeld, il existe une suite
partielle i, () uniformément convergente dans L—IL, au sens habituel.

Nous pouvons donc faire correspondre au nombre ¢ un indice N (¢)
tel qu’'on ait

(66) Mpe,(t)—yr(t) <e, s n,8>N(e), teL—-1IL,
ou

= sup [” lt—e, 1“‘*‘]

y=1
En somme, d’aprés (65) et (66), la condition de Cauchy
(67) "’Pku(t)_"/’ka(t)” <e&, si mn,8s>N(e),

est vérifiée, donc la suite {yx,(?)} est convergente, 1’espace A étant complet.
Par conséquent, le lemme 2 est démontré.

Toutes les conditions du théoréme cité de Schauder étant vérifiées,
nous en déduirons l’existence d’un au moins point ¢*(¢) dans I’ensemble E,
invariant relativement & la transformation (42). Cette fonction trouvée
@*(t) dans la classe $? est donc une solution de I’équation intégrale (37).
Par conséquent, la partie réelle

(68) p¥(t) = re[g*(t)]

de cette fonction, qui appartient aussi & la classe $2, est une solution de
I’équation (33). On 1’établit en observant que les fonctions A(t), N (¢, ),
F,w(t) et la constante C sont réelles. En substituant la fonction
p*(t) € o dans la formule (32), on obtient une solution

(69)  @%2) = [ put(x)(L—2ft)" " log(l—zft)do+ [ p*(z)do+iC
L L

du probléme aux limites discontinues (28) non linéaire et d’ordre su-
périeur. La dérivée m*=¢ de la fonction holomorphe (69) appartient é. la
classe H,. Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant.
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THEOREME. 8i les conditions B, C, D de la page 2 sont vérifiées, si
Véquation de Fredholm (24) n’admet qu'une solution nulle, si la fonction
réelle F(t, Uy, ..., Unm), définie dans la région (29), vérifie les inégalités (30)
et (31), st la constante du probleme kr est assez petite pour que les iné-
galités (50) soient satisfaites, enfin si Vindice » du probléme de Hilbert (18)
n'est pas négatif, alors il existe au moins une fonction holomorphe ®*(z)
dont les valeurs limites et les valeurs limites de ses dérivées, jusqu’a Dordre
m > 1, vérifient la relation non linéaire (28) en tout point t € L— De,. Cette

fonction est représentée par la formule (69), ot u*(z) est la partie réelle d’une
solution ¢*(t) de classe S de Véquation intégrale (37).
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