ZASTOSOWANIA MATEMATYKI
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F. ZITEX (Praga)

0 MIERZENIU PRZEZ POROWNYWANIE

1. Mierzeniem przez poréwnywanie zajmowano sie w Zastosowaniach
Matematyki juz dwukrotnie, w pracach [1] i [2]. Szczegélnie w pracy [2]
rozpatrywali autorzy niektére ciekawe zagadnienia, z ktérych trzy gléwne
tutaj przytoczymy: '

A. Jak nalezy podzielié odcinek (0,1> na &k czeéci Sy, S, ..., Sk,
by informacja x¢8; miata mozliwie najwiekszg warto§é dla ustalenia
Bieznanej wielkogei », o ktorej jednak z géry na pewno wiemy, ze
0 <o <19 ‘

 B. Jak nalezy dobraé » liczb iy, ..., t, zawartych w <0, 1), by kolejne
Poréwnania nieznanej wielko§ei #¢<0,1> z liezbami t,, ..., t, prowadzily
do mozliwie najdoktadniejszego okreflenia x?

C. Jak trzeba dobraé uklad ciezarkéw, ktéry pozwala okrelié nie-
?na,ny ciezar przedmiotu, o ktérym wiemy, ze nie wazy wiecej niz m
Jednostek wagi (np. dekagraméw), z bledem mniejszym niz uzyta jedno-
Stka wagi, i to w mozliwie najmniejszej iloci wazen?

- Autorzy pracy [2] stosowali do rozwigzania tych zagadnier aparat
teorii gier; w niniejszej pracy pokazemy, jakie wyniki daje zastosowana
do tych zagadnien teoria informacji. |

2. Przypomnimy najpierw kilka podstawowych pojeé teorii infor-
Macji, ktérymi bedziemy sie postugiwali. Najwasiniejsze beda dla nas
Dojecia informacii i entropi. '

‘Nieph & bedzie zmienng losows typu skokowégo, przyjmujacg war-
bodel @, m;, ..., z funkejs rozkladu P:

P(w;) =Pr{E =w}, i=1,2,
Przez eniropie smiemme; losowej £ 'deziémY r’o-zuniie]j- iiczbe
(1) H(§ = — ) P(w;)logP (@),
i
gdzie, tak samo jak wszedzie w dalszym ciggu, symbol lég oznaczs loga-

m 0 dowolnej, lecz ustalonej podstawie wigkszej od jednosci. Przyj-
mujemy, ze 0-logd = 0,
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Jezeli n (< oo) oznacza liczbe dodatnich prawdopodobietistw P(w,),
to 0 < H(¢&) < logn. '

Niech ¢ bedzie dowolng zmienng losows o funkeji rozkladu P i niech
@ oznacza inng miare taka, ze P jest bezwzglednie ciggla wzgledem Q.
Uogdlnionq entropiq zmiennej losowej & wzgledem miary ¢ nazwiemy
wtedy (por. [3])

(2) Hy(§) = — [logfaP = — [ flogfdq,

gdzie f = dP[dQ. Jezeli @ jest prawdopodobiedstwem, co w dalszym
ciggu Wszedzm zakladamy, to Hy(€) < 0.

Jezeli ¢ jest zmienng losows typu skokowego ze skonczong liezbg n
wartoSei @, @y, ..., %, P(%;) >0, i Q jest funkcja rozkladu taks, iz
Q(a;) = %_,1, j=1,2,...,n, to

Hy(¢) = H(&)—logn.

Niech bedg dane dwie zmienne losowe & i n z funkejami rozkladu
P, i P,. Oznaczmy przez P funkeje rozkladu zmiennej losowej dwuwy-
niarowej [&, n]. Informacje (iloé¢ informacji) I(&, 5) o zmiennej & zawarty
w 7 (lub tez przeciwnie) okre§limy w sposob nastepujacy (por. [3]1i [5]):

(a) jezeli miara P jest bezwzglednie ciagla Wzglgdem miary iloczy-
nowej Py XP, i a = dP[d(P,xP,), to

(3) I(&,m) = [logadP = [ alogad(Pyx P,);

(b) jezeli miara P nie jest bezwzglednie ciagla wzgledem P,XP,,
to przyjmujemy I(&,#n) = oco. :
Zawsze jest 0 < I(&,7) < co oraz (por. [3], str. 199)

4) I(&,m) = —Hp yp,([&, n]).

3. Wrécimy teraz do naszych trzech zagadmen mierzenia przez
poréwnywanie. WeZmy pierwsze z nich w nieco ogélniejszym ujeciu,
nie ograniczajac wartosci # do przedzialu (0, 1. Nieznang wielko§é z
uwazaé bedziemy za realizacje pewnej zmiennej losowej & (przyjmujacej
wartodci rzeczywiste) o funkeji rozkladu P oraz dystrybuancie F.

Niech bedzie dany poﬁz.ial osi rzeczyw:istej B =(—oc0,00) na &
rozlgeznyeh czefei 8, S,, .. U 8; = R, mierzalnych wzgledem

i=1
miary P. Wezmy pod uwage zmienng losows # przy]mujadcaé wartosci
1,2,..., %k i okreflong przez réwnodei

=3, gdy £&e8;, j=1’_2’---7‘k3
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Obliczymy teraz informacje o & zawartg w 7; stosujac wzér (3)

otrzymujemy
k

(5) I(&,9) = — D, P(8))logP(8;) = H(n).

i=1

Informacja ta bedzie jak wiadomo najwigksza (przy zadanym %) wtedy,
gdy wszystkie prawdopodobienstwa P(8;) beda jednakowe, a wige réwpe
k™'; bedzie wéwezas I(&,7) = logk. ‘

Zagadnienie A w ogllnym sensie zostalo tym samym juz wiadciwie
rozwigzane: zbiory §;,j = 1, 2, ..., k, nalezy dobraé tak, azeby byly one
P-mierzafne i miary P(S;) = ¥~'. Ksztatt zbioréw §; nie ma wplywu na
Wwarto§é informacji 1.

Z praktycznego punktu widzenia chodzi jednak o to, by zbiory
8§; byly mozliwie prostej postaci; wygodne bedzie np. jezeli §; beds odein-
kami. Niech wige 8, = (—00,81), 8 = <81, &) J =2,..., k=1, 8 =
= (8k_1y ). W tym szczegdlnym przypadku bedziemy mieli, wyrazajac
Informacje (5) za pomocs dystrybuanty F,

k
I(&,7) = — 3 [F(s)—F (8_)l0g[F (8)—F (3 )],
j=1

gdzie s, = —o0, 8 = oo. Warto§é informacji I nie zalezy od ksztaltu
dYStrybua.nty, lecz tylko od jej wartoei w punktach s;,j =0,1,..., k.
Warunek P(8;) = k' wyraza sie whedy w postaci

(6) F(s;)zjk—d’ j=0,1,..., k.

Trzeba jeszeze zauwaszyé, ze taki podzial optymalny, tzn. dajacy
ncfaksimum informacji, nie zawsze jest wykonalny, nawet jezeli nie ogra-
Mezymy sie do podziatu na odeinki, gdy2 nic nie zakladaliémy o dystry-
buancie # (lub o mierze P). Ciaglo§é dystrybuanty F jest warunkiem
?Vystareza.jaécym dla istnienia podziatu optymalnego. Jezeli zazadamy,
zeby dla dowolnego naturalnego & istnial podzial optymalny, to ciaglo§é
dys‘?rybuamty F bedzie nawet konieczna. Rzeczywiscie, jedli istnieje
wartosé ». taka, iz Pr{¢ = o} = a >0, to dla Zadnego k > o' nie mozna
zZréalizowdé podziatu optymalnego, gdyz w tym przypadku zawsze choé
jeden ze zbioréw §; bedzie mial miare P co najmniej réwng a. W zwigzku
z tyl.n mozna przypomnieé prace [4], w ktérej rozwiazuje sie zadanie mak-
sym}zacji entropii- H(y) w tym przypadku, gdy niektére z prawdopo-
dobieristw P(S;) s z géry zadane.

4. Zanim przejdziemy do zagadnienia B, zobaczymy, w jaki sposéb.
mpZna. powiekszyd informacje komi)inuj@c dwa rézne podziaty. Niech
Wige bedzie znowu dana zmienna losowa & oraz dwa podzialy osi R na.
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zbiory roztaczne: S.,...,8, i T4,...,T;. Wprowadzimy odpowiednie
zmienne losowe 7 i ¢:

n=14, gdy &8, i=1,2,...,k;
4 =3, gdy ¢&eT;, j=1,2,...,1.

OZnaczajac przez pi; pra,wdopodobieﬂstwé.’
py = Pr{ée(8;nTy)}, i=1,...,%k, §=1,...,1,

otrzymujemy wyrazenie dla informacji o £ zawartej w parze zmiennych
[, ?]:

l .
I(&,[n,9]) = — > D pylogpy = H([n, 8]).

k
i=1 j=1

Zgodnie z poprzednimi wynikami informacja I(&, [n,?d]) bedzie naj-
wieksza, jezeli wszystkie prawdopodobienstwa p; beda jednakowe,
pii=H&) ¢=1,...,% §=1,...,1. Dla naszych celéw wazne bedzie
takze zadanie maksymizacji I, przy zadanych z gory warto$ciach P(8;)
oraz P(T;); proste rachunki prowadza woéwezas do wyniku, ze zbiory
8; i T; nalezy dobieraé tak, by one (lub, co na ,jédno wychodzi, zmienne
n i ) byly stochastyeznie niezalezne, tzn. zeby

P(8,~T;) = P(8;)P(Ty).

Analogiczny wynik otrzymujemy dla ogdlnej kombinacji % roéznych
podzialéw. Wezmy dla przykladu — ktéry zreszta przyda nam sie jeszcze
péZniej — n podzialéw na dwie czefci: B =8 v, j=1,2,...,%.
Okredlajac zmienne losowe #; tym razem réwnosciami

1, jesi é&ed;,
N = o o
0, jesli Ze&;, j=1,2,...,n,
mozemy znowu postawié zadanie maksymizacji wartosci informacji
I(&, [M1) ..+, a)). Analogicznie jak poprzednio, otrzymamy wtedy odpo-
wiedz: zbiory 8; nalezy dobieraé tak, zeby zmienne losowe 7; byly sto-
chastycznie niezalezne o jednakowym rozkladzie

Prin=0=3="Pr{n=1}, j=1,2,..,0.

5. Wyniki poprzedniego rozdziatu pozwalaja nam teraz rozwiazaé
zagadnienie B; & zachowuje sens taki jak w zagadnieniu A (uogélnio-
nym). Dla » = 1 zagadnienie B sprowadza si¢ do najprostszego przypadku
zagadnienia A dla k = 2. Poréwnaniu & z liczbg poréwnawcezg ¢, odpo-
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wiada podzial B na dwa podzbiory: S = (#,, 00) i 89 = (~o0,1,)
Oraz odpowiednia zmienna losowa 7;:

=0, gdy &<it, m=1, gdy §&=>=1,.

Zeby otrzymaé maksymalng informacje I(&,7), naleiy dobraé ¢; tak,
by F(t,) = 3. Zakladamy najpierw dla uproszezenia, iz F jest ciagla,
tak ze takie , rzeczywidcie istnieje.

Okreglenie drugiej liczby poréwnawczej ¢, bedzie oczywifcie zale-
Zato od wynikn pierwszego poréwnania (a wiec od wartoSei zmiennej #,),
gdyz na tym wilaénie polega zaleta kolejnego postepowania. Bedziemy
Wige mieli do czynienia nie ze stals, ale ze zmienna losowa t, = #y(n,),
ktéra przyjmuje dwie rézne wartofci #,(0) i ¢,(1). Widaé natychmiast,
Ze jedli okazalo sie ze & < t,, to nie ma juz sensu poréwnywaé & w dru-
gim kroku z ,(0) >i,; jesli natomiast bylo & >1,, to poréwnanie
Z (1) < ¢, takze nie datoby dodatkowej informacji. Mozna wiec od razu
Przyjaé ograniezenie

1(0) <t < 1,(1).

Poréwnaniu E‘z ta (1) odpowiada.é b@dzie zmienna losowa 7, okre-
Slona, rownofciami

1, jeéli & = ty(m),

Me = . s '
0, jeSli & <ty(n).

Informacja I(¢, [#,, 7.]) bedzie maksymaina, jezeli
Plt,(0)] =13, F@) =14 Flt,(1)]=4;

bedzie wowczas I = log4 = 2log2. :
Ogélne rozwigzanie zagadnienia B dla dowolnego n ofrzymamy
W 8posdh analogiczny: & poréwnujemy kolejno z b1y ta (1) T(71, Ma)y
'“’tn("h,---,nn_l). Zmienne losowe #;, j=1,2,...,%, odpowiadaja
ikom poréwnan:

1, jeSli & =4(nry.ers M)y

Ny = _
v 0’ jeS]l £<tj(ﬂ1, ---,"77'_1), J=1,2,...,n.

Warunek maksymalnej informaeji wyraza si¢ wtedy ogélnie przez

- k=1
(1) P4y, vy )] = 2—’°+2:57.2—’, E=1,...,n, 4 =0 lub 1.
f=1 ’ '

(por. wzér (6) w ﬁﬁc'y [27). '
- Jest f,? zgodne z wynikami rozdziatu 4; kazdemu poréwhnaniu odpo-
Wiada bowiem podzial B na dwa podzbiory roztaczne 89 i 80 = B—8W.
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Mamy rzeczywifcie 8P = (,, 00), 8 = {,(0),t,) v {t3(1), oo} itd.;
og6lnie 83 b@dme sumg 26! przedziatéw polotwartych postaci

(8) (e (815 < ney 1)y Bldy,y - 1)y % =0Mb 1,
dla j =1,2,...,k—1; 1= maxj;
oy
ostatni przedzial b@dzm zawsze {t(1,...,1), co). 7
Wobec tego relacje &eS\) i n, =14 sg réwnowazne. Jednoczefnie
kazdy przedziat typu (8) jest czedcia wspolng zbioréw 8§V~ ... ~8fETIASP.
Warunek (7) wyraza si¢ wtedy w postaci

9 PSP A..~A8M)=2" 4 =0Mbldlaj=1,2,.:,k.

Maksymalng informacja uzyskana przez = kolejnych poréwnan
jest mlog2. Zeby otrzymaé te samg informacje przez poréwnania z k
z géry zadanymi liczbami — co odpowiada zagadnieniu A — trzeba,
zeby k = 2" —1. Widaé stad, w jakim stopniu powigksza sig¢ informacje
przez uzaleznienie liczb poréwnawezych od ‘wynikéw poprzednich po-
réwnan.

6. Dotychczas zakladaliSmy, iz F jest funkeja ciagly. Jezeli opuseié
to zatozenie, to sprawa staje si¢ bardziej skomplikowana, gdyz — jak
widzieli§my juz w przypadku zagadnienia A — maksimum informacji
moze nie byé osiagalne : nieciaglodei funkeji #' moga uniemozliwié dokladne
spelnienie warunku (7). W takim przypadku trzeba dobieraé¢ liczby
te(yy ..., 1) tak, Zeby warunek (9) byl jak mnajdokladniej spelmiony
dla & = n, bez wzgledu nga dokladnofé speinienia (9) dla ¥ =1,...,n—1.

W razie niecigglodei funke]l F trzeba wiee okreflad laczme Wszystkle
liczby poréwnaweze i, t:(0), %(1), ..., (1, ..., 1). Podamy teraz bardzo
prosty przyklad, ktéry pokazuje, iz kolejne ustalanie liczb poréwna,w-
czych (tzn. tak, ze liczby i, okreflamy, gdy liczby #;,j =1,2,...,k—1,
83 juz dane) moze daé rzeczywiscie gorsze wymiki; :

Niech bedzie
0 dla —eoo<e<0,
1 da 0<2<1,
F(x) =
iz dla 1< <2,
1 dla @ >92.

Jezeli wybieramy najpierw t,, to mozemy wziaé np. t, — §. Okredlajae
nastepnie (przy zadanym juz #,) liczby #5(0) i 2,(1), otrzymamy #(1) = §
oraz np. t,(0) = 0. Odpowiadajaca warto§é informacji I(Z, [ny,%al)
bedzie woéwezas 3log2-- ilog4+ $log4 = }log8. Jezeli natomiast wzigd
od razu 1,(0) = }, ¥ =3}, ta(1) =3, to bedziemy mieli

I(&, [nyy 7e]) = $log2+-8-1logé = }logl2 > }log8.
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7. Przejdzmy w koncu do zagadnienia C. Nieznany ciezar x uwa-
zamy zndéw za realizacj¢ zmiennej losowej &, ktéra tym razem moze
przyjaé tylko jedng z wartosei 1,2, ..., m. Poniewaz wazenie to wla§-
ciwie poréwnywanie wagi przedrmotu z wagy ciezarkéw lezgeych na
drugiej szali, zagadnienie wyboru tych ciezarkéw sprowadza sie do zagad-
nienia B dla & typu skokowego. Uklad ciezarkéw powinien wiec by¢ taki,
zeby pozwalal realizowaé liczby mi,, przy czym i, Spelniaja warunki (7).
Uklad bedzie wobec tego zalezal w znacznym stopniu od rozkladu zmien-
nej losowej é&.

Podane rozwmeza,me zagadnienia C pozwala, mlnlmlzowaé Srednig
ilo§é wazen potrzebnych do ustalenia nieznanego ciezaru. Jezeli jednak
chcemy minimizowaé maksymalng ilo§é wazen, to nalezy stosowaé uklad
m(2, m(22, ..., okre§lony w pracy [2].

Zagadnienia réwnowazne z zagadnieniami wazenia zostaly poruszone
takze w zadaniach 19 i 20 rozdziatu ITT ksigzki {6].

8. Modyfikacjg ,,metody maksymalnej informaecji”, ktérg stosowa-
liSmy do rozwigzywania naszych zagadnieri, jest metoda oparta na pojeeiu
entropii interpretowanej jako miara niepewnoSci. Pokazemy ja na przy-
kladzie zagadnienia A.

Niech beds dane zmienne losowe §& i 7 0 tym samym znaczeniu co
W rozdziale 3. Niech @ oznacza miare taks, ze Hy(£&) < co; wybdr miary
@ nie odgrywa przy tym istotnej roli. Dla danego podziatu Sl, Sayvony Sy
P(8;) >0,j=1,2,...,%, okreflimy % zmiennych losowych £,,..., &,

Z funkejami rozkla,du Pl, ey Pry OdeWladEls_]@Gle rozkladom warun-
kowym zmiennej £ pod Wa.runklem n=7,j=1,2,..., k. Mamy wiec
dla 7 C 8 ‘
1 stad

ap; 1 aP

aQ — P(S) dQ°

Uogélniong, entropia zmiennej & wzgledem ¢ bedzie wéwezas rowna

dP;
Hy(g) = _f[log( - ’)—1ogp(sf)] P,
Q
Wskutek czego zachodzi réwnosé (por. [6])
k

(10) Hy(8) I(E,n = D P(S)H(%).

ji=1

Warunek maksymalnej informacji I(&,7) jest wiee réwnowainy

Z warunkiem minimalnej $redniej entropii, ktora pozostaje po doswiad-
Czeniu okreflajacym warto$é zmiennej 7

Zastosowania Matematyki VI !
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INSTYTUT MATEMATYCZNY OZECHOSLOWACKIEJ AKADEMII NAUK

Praca wplynela 15. 2. 1960

©. 891 TE K (Iipara)
OF UBMEPEHHH HYTEM CPABHEHHA
PESIOME

B -crarre [2] paccmannBauncr. ¢ TOUKH 3PEHUA TEOPHM urp nnwepeeume npo-
GumeMH. 006 UBMepeHAN. IyTEM cpapHeHHA. B Hacroameit craThe XaHO pemeHHe HTHX
npobueM mpm XoMonm{y WoHATHI Teopuy MHPOPMALWH.

Xa.pawrepnc-mqecuoﬂ Bajaveif #ABIACTCA BHeCh OHpeJeTeHHe HEMSBECTHOM
BOMMUMEH & IYTeM IOCIef0BaTeIbHOT0 CPABHEHHS ¢ HeKOTOPHMHM YMCIaMH, HaHHEIMU
BAA CPABHEEMA. Bmecro Toro, uTo0H MMHUMMSEPOBATH IOrPEIIHOCTH, MAKCHMYIM-
PyeTcA mojyueHHAA MHPOpMAanuA.

F. ZITEK (Prague)
ON MEASURING BY COMPARISON

SUMMARY

Three interesting problems concerning measuring by comparison have been
considered in paper [2] from the Game-Theoretical point of view. This paper
gives the solution of these problems by using notions from Information Theory.

The typical problem may be stated as folows: how to determine the
unknown value x by successive comparing it with some numbers; instead of
minimizing the estimation error, we maximize the information gained.



