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1. Inhaltsangabe und Bezeichnungen. Es liege ein reeller oder imagi-
néirer quadratischer Zahlkorper mit der Diskriminanten d vor, sodaB finr
ganzrationalzahliges quadratfreies D:

entweder d =D, falls D=1 (mod4)
oder d=4D, fally D=2,3(mod4).

Ist & der Korper der rationalen Zahlen, so ist also der Kérper mit der
Diskriminanten d der Korper k(D).

Wir beweisen in dieser Arbeit mit elementaren Mitteln folgende
beiden Sitze:

Hauvrrsarz. Fir die Klassencahl b des Korpers k(YD) gilt, abgesehen
von den Korpern der 3. und 4. Binheitswurzeln (d=—3 und d = —4),
fiir welche b =1 ist, die Ungleichung

{1) h<|—i—[. .

Zusarz. Wenn d = 4D, D = 2,3 (mod4) isi, ¢ili sogar die Ungleichung

[l _ | D]
{2) h < 12 = 3

falls man die Korper mit den Diskriminanten d =8 und d = 12, ferner
abgesehen von dem sowieso ausgeschlossenen Fall d = —4, die Korper mit
den. Diskriminanten d = —8, d = —20 und d = —24 ausschlieft.

Ich mochte von vorneherein bemerken, daf ich die beiden Sitze
eigentlich nur fiir positive d, also reelle Korper beweisen wollte, da aber
die gleichen Mittel auch fiir negative d zum Ziele fiithren, gebe ich den
Beweis auch fir diese.
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Tir positive d zeigen N. €. Ankeny und S. Chowla in der Arbeit [2]
fiir den Fall d = p, wo p eine Primzahl =1 (mod4) ist, da h < p und
fiihren an, daB ihnen % <p schon bekannt war, als sie die Arbeit [1]
schrieben, ohne daB sie dies dort erwihnten. Sie geben in einer Nach-
schrift der Arbeit [2] auch noch zinen anderen Beweis von L. J. Mordell
fiir diesen Fall d = p.

Persénlich glaube ich, daB das Resultat h < p sicher schon lange
vielen Zahlentheoretikern bekannt war, obwohl es sich offenbar nicht
explizite in der Literatur findet, und da8 eine Publikation unterblieb,
weil die Arbeit [2] und auch der Beweis der vorliegenden Arbeit zeigen,
daB fiir groBes @ in dieser Richtung viel schirfere Abschiitzungen méglich
sind. Man vergleiche auch die Arbeit [5]. Jedenfalls war mir » < p schon
1956 bekannt. Ich publizierte das Resultat damals nicht, weil ich es in Zu-
sammenhang mit einer anderen Beweisfithrung eines Teilresultates des in
[1] behandelten Problems erhielt, worauf ich vielleicht in einer weiteren
Note zuriickkommen werde. Auf jeden Fall ist meine hier gegebene
Abschitzung h < 1p auch fir d = p schiirfer.

Dem Beweise von (1) und (2) schicke ich noch voraus:

In der ganzen Arbeit bedeute G- immer den ganzzahligen Teil des
absoluten Betrages von

1vd, falls d>0
und

2y=a, talls a<o

ist. Dabei ist fiir die Quadratwurzel immer der positive Wert zu nehmen.
Sowohl fiir d > 0, als auch fir d < 0 ist & also immer eine natiirliche
Zahl.

Es sei # eine natiirliche Zahl und ¥ (n) die Anzahl der (ganzen) Idealé
des Korpers %{)/D) mit der Norm . Dann ist gemi8 Hasse [3], 8. 361,

G
(3) < M F(n).

n=1
Nach Hecke [4], S. 201, ist dabei
d
(4) F(n) = 2(;@) .
min
2. Beweis des Hauptsatzes fiir den Fall d =1 (mod4), also d = D. Es
ist gewiB
0<Fm)< D1<n,

m|n

_GE+1)
héZn—T.

n=1

und daher

* ©
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Ist d> 0, so ist mithin wegen 2 <15 <1/d
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valva+2) _valva+yd) _a
< 3 < 3 =3
folglich fiir d > 0-die Formel (1) bewiesen.

Ist d <0, so ist

Y=d@y=a+=) _vV—d(30y=d-+157) - Y=d(30y=d+49)

7
v = 157 148

Setzt man hier voraus, daf 7 <} —d, so folgt weiter

21 a3y —d+7y—d)
4.37

_a
=2

d ist quadratfrei. Sei also 1'—d < 7, mithin |d| < 49, ferner d = 1 (mod 4)
und d # —3.

Fir die ganzen negativen Zahlen d, fiir welche 40 < |d] < 60 ist,
ist G =4, also fiir die jetzt betrachteten Korper, falls fiir sie 40 < |d|
< 60 ist, gemiB (3) und (4)

e o=l 8- =

und daher ist fiir sie (1) erfillt.
Fiir zulidssige Werte von d mit 23 < |d| <39 ist G =3, folglich

3
h< Y Fm) =3+(§)+(§) <5,
n=1

und daher fir sie (1) erfiillt.
Fiir zuléissige Werte von d mit 10 < [d| < 22 ist G = 2, mithin

2

g

n<2+(g)<s.

Fiwr |d| =19 und |d| = 15 ist (1) erfillt. Fir |d| = 11 wird (%11) =—1,
also b =1 und (1) ist erfillt.

Fiir zuléssige Werte von d mit 3 < |d] < 9 ist @ = 1, und daher = 1.
TFolglich ist (1) erfiillt fir |d] = 7. Da d = — 3 ausgeschlossen ist, ist der
Hauptsatz fir d =1 (mod4) bewiesen.

Im folgenden sei also immer d = 4D, D= 2,3 (mod4), D quadrat-
frei.

/%
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3. Abschiitzung von % als Funktion von @ fiir d = 4D, D = 2,3 (mod 4),
D quadratfrei. Es ist gemif (4)

0<F(n):_\J(

min

LD>

m

4D o
Wenn m gerade ist, ist (Tn_) = 0. Folglich ist

. o (41))

m{n

wo der Strich beim Summenzeichen immer bedeuten soll, daB m nur die
ungeraden Teiler von n durchlauft.

Wir schitzen jetzt zuerst F(n) ab als Funktion von », und zwar
zuerst fiir ungerades » und nachher fir gerades .

1. Fall: » ungerade.

1. Unterfall: » =1(mod6).

Es ist = 6N+1, wo N eine nicht negative ganze Zahl ist. Fer-
ner gilt

F1)y=1,
FTy<2,
F(13) < 2.
Fiir ¥ >3, also 2N —1 > 5 sind, da 3 kein Tellel von 6N -1 ist, von
den Zahlen
1, 3,5,..,2N—1,2N+1, ..., 6N—1, 6N +1

hochstens 1, 5, ..., 2N—1 und 6N +1 Teiler von n. Daher ist

Fln) < N = n—1
6
Fir n =13 ist diese Ungleichung auch erfiillt. Der Ansatz
®) Py <22

gilt mithin fiir alle n, fiir welche n =1 (mods).

2. Unterfall: » = —1 (mod6).
Es ist » = 6N—1, wo N eine natiirliche Zahl ist. Weiter gilt:
| o) <2,
F1) <2,
FAT)<2.
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Fir N >4 also 2N—1>7 sind, da 3 kein Teiler von 6 N—1 ist, von
den Zahlen
1,3,5,..,2N~1,2N 41, ..., 65 —3, 6N —1
héchstens 1,5, ...,28~1 und 6N —1 Teiler von n. Daher ist
Fn)< N = n;rl

Fir # =17 und n = 11 ist diese Ungleichung auch erfiillt. Der Ansatz:
n+7
6

(7) F(n) <

gilt mithin fiir alle », fir welche n = —1 (mod6) ist.
3. Unterfall: n = 3 (mod6).

BEs ist n = 63, wo N eine nicht negative ganze Zahl ist. Ferner
gilt: '

Fi3)<2,
F(9) <3,
F(15) < 4.
TFiir ¥ >3 ist 2N +1 > 7 und von den Zahlen
1,3,..,2N—1,2N +1,28+3, .., 6N +1, 6N -3

sind hochstens 1, 3, ...,2N—1, 2N +1 und 6¥ -+ 3 Teiler von n. Daher ist

Poy< ¥+2="2%2

Fiir n =15, n = 9 und n = 3 ist diese Ungleichung auch erfillt. Mithin
ist fiir alle #, fiir welche n = 3 (mod6):
8) Py <2F2

.

Ist daher » ungerade, so ist in allen Fillen gemil (6), (7) und (8):

9) Fn) < "'g'g .
2. Fall: % gerade.
Dann ist # von der Form
n = 20125 +1),
wo s und ¢ nicht negative ganze Zahlen sind, und gemif (9):
)i i)

F(n) = F(2s+1)
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Al
anwo n-+18
(10) F(’ll) =19 .

Prinzipiell ist zu bemerken, daB man diese Uflgleieh'ungen (9) und (19)
sehr verschirfen kann, wenn man von vorneherein ajnn}mmt, da,l% n genii-
gend groB ist und von den Werten von F(n) fur kle-me n absm}m.

Wir gehen iiber zur Abschdtzung von 7 als Funktion der natiirlichen
Zahl @ gemaB der Ungleichung (3).

Es sei zundchst ¢ ungerade.

Aus (3), (9) und (10) folgt nach der Summenformel fiir die arithmeti-

schen Reihen:

@ G-1
1 N 1
h<jp —% (n+9)+55 n=§...(n+18)

1 G+1, 1 G—1
=—ﬁ(10+G+9)' 5 +ﬂ(20+G+17)- 5
_(G+19)(26+2) +(6437)(G—1)

- 48

3@+ T766G+1

B 48 ’
also wegen 1< G
: 3@ +77G
(11) hg———%———.

Sei ¢ gerade.
Aus (8), (9) und (10) folgt wiederum nach der Summenformel fiir
die arithmetischen Reihen:

1 1
h<y D) 9t D nt18)

1 G 1 G
=55 (10+6+8)- 5+ 57 (20+ G +18)

(G+18).26G+(G+38)- &

48
also
3@2 4 746G
(12) < s
Aus (11) und (12) folgt: Fiir jeden Wert von G ist
(13) < 3G+ TTE .

48
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Wir gehen iiber zum

4. Beweis des Hauptsatzes und seines Zusatzes fiir d = 4D, D = 2,3
(mod4), D quadratfrei, d > 0. Da in diesem Abschnitt immer G = [y’ﬁ]
ist, ist (1) jedenfalls erfiillt fiix D =2 und D = 8, da fiir diese beiden
Korper wegen G = 1 auch h = 1 sein muss. Will man nur den Hauptsatz
beweisen, so geniigt es daher, zu bemerken dass fiir 2 < /D aus (13) folgt

<3D+78V3_D—{—13-2|/T)<D+13D 7 d

h D<D=Z'

48 16 16 8

Die Ungleichung (1) ist also erfiillt.
Tiir den Beweis des Zusatzes ist zu Dbeachten, dass wenn man an-
nimmt, daf 49 < D, also 7 < D ist, aus (13) wegen G = [y/D] folgt

<30+11-7YD _3D+11D _ 14D
48 48 T 48

16D D

b 3

Mithin ist fir D > 49 die Ungleichung (2) bewiesen.

Wir beweisen jetzt (2) fir D < 49.

Fiir die ganzen Zahlen D, fiir welche 36 <D < 48 ist, ist G = 6.
Daher ist fiir diejenigen unter den noch zu betrachtenden Korper, fiir
welche 36 << D < 48 ist:

h< ,,—E’G;F(n) - 6(4—1’3)+2(%13)+ (9) <9,

folglich (2) erfiillt.
Fiir die zuldssigen D, fiir welche 25 < D < 35 ist, ist G =5 und

E3
h<2ﬁ(n)=5+(“‘§)+(%]3) <1,
n=1

mithin (2) erfillt.
Fiir zuliissige Werte von D, fiir welche 16 < D < 24 ist, ist G = 4,
mithin

4
1 4D
hé‘zflf'(n) =4+(—3—) <5,
Py

sodafl auch fiir diese Korper (2) erfiillt ist.
Fiir zuldssige Werte von D, fiir welche 9 < D <15 ist, ist G =3
und daher
3
ey )
h< ) P(n) =3+(§-) <4.

n=1

N
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. . 4D
Piir D =15 und D = 14 ist also (2) erfiillt. Fiiv D = 11 ist wegen (T) =1
die Klassenzahl h <2 und (2) auch erfiillt.
T Korper k()'10) sind wegen G = 3 nur die ganzen Ideale zu be-
trachten, deren Norm gleich 1,2 oder 3 ist. Soll fiiv ganze rationale Zahlen »

und ¥ o _
(z+y110) [0—91/10) = 2 — 10y = £2

sein, so muB » gerade sein: # = 22, wo auch = ganzrational ist und daher
22—5y® = 4 1. Mithin muB y ungerade sein, also 22* = 5£1 (mod8),
welche Kongruenz nicht erfillbar ist. Folglich ist p = (2, 1 10) Nebenideal,

und p? = (2) ist Hauptideal: p*~1. Fiir q= (3, 1-+1/10) gilt

(2—y10)- p = (¢—2710, —104-2 10) = (6, —104-2)/10)
=(6,2+2170) = (2)-q,

also g~p. Ubergang zu den konjugierten zeigt, dafB fir ¢’ = (3, 1—p 10}
die Aequivalenz q'~p’ =p gilt. Folglich ist h =2 und (2) ist erfiillt.
Fiir zuliissige Werte, fiiv welche 4 < D < 8 ist, ist ¢ = 2 und daher
h < 2. Fir D =7 ist mithin (2) erfiillt.
Fiir D = 6 ist p= (2, 1/6) wegen (2+18)(—2+18) = 2 und (2+176) %
% (3—1/6) = /6 Hauptideal: p = (2+1/0), also h=1 und daher (2) erfiillt.
Fir D=3 und D =2 ist 1 < D nicht erfitllbar.

5. Beweis des Hauptsatzes und Zusatzes fiir d = 4D, D == 2, 3 (mod 1),
b . o relval Dl e ,
quadratfrei, d < 0. Da jetzt ¢ = — =1 ist, folgt aus (13)
~12(D] +77=|y' D] _12(D|+242 VD| 6\D|+121)yD|

h
1272 12r% 62

Erweitert man diesen Bruch mit 5, so folgt, da 5r® > 49 ist

<§0|D{+605]1/f){
649 '

I
also

3 <30 |D| +9-68]y'D|

14
() 3-98

Will man nur den Hauptsatz beweisen, so folgert man aus dieser
Ungleichung fiir 3 < |V'D\, falls man zuerst mit 6 kivzt:

5|D|+3-34 D 5|D|+34|D 3 /
5 < 3101 - VD| _s| 119 | >=£|D1<‘D\:l{iﬂly

also die Behauptung (1).

icm°®
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Fiir die in Betracht fallenden Korper mit |D] < 9 bemerken wir zu-
nichst, dass fiir ganzrationalzahliges negatives D mit 6 < |D| < 9 die
GroBe G = 3 ist. Folglich wird fiir den allein in Betracht fallenden Korper
k(] —6]:

3
2 - .
e NP —3+(52) =5 <1,
n=1
d.h. (1) ist fiir ihn erfiillt.

Fiir ganzrationalzahliges negatives D mit 3 |D|<bH st G=2.

Fiir den Korper k()—5) ist daher

h<FL)+F(@)=2<|D| =5.

Fir |D| =2 und |D] =1 ist G = 1 und daher fiir die beiden Korper
kY—2) und E(=1) die Klassenzahl b = F(1)=1. Fir |D|=2 ist
daher (1) erfiillt. Der Fall D] =1 wurde oben ausgeschlossen.

Will man auch den Zusatz beweisen, so folgert man aus (14) far
9< 1D,
301D|+63|D|

1Dl _1dl
398

3 1%

k< =
womit fiir diese Korper (2) bewiesen ist.

Weil D quadratfrei ist, ist noch die Giiltigkeit oder Ungiltigkeit
von (2) fiir die imaginir quadratischen Koérper zu untersuchen, fir welche
D] < 81 und D = 2, 3 (mod4) ist.

Fiir ganzrationalzahlige negative Zahlen D, fiir welche 75 < 1D} < 88
ist, ist @ = 11. Fiir diejenigen unserer Korper, fiir welche 75 < D} < 88
ist, ist wegen

11
< Nrm —11(*2) 1 5(42 QQ&IJ(_@\
h\§éF(1L)~11T+3 =) +e )+ (5 )+ ) L) < 1

die Ungleichung (2) erfillt.
SchlieBt man analog fiir mogliche D weiter, so wird

fiir 62 < | D} < 74 die GroSe G = 10 und daher h <17,
fiir 50 < | D] < 61 die GroBe G = 9 und daher 2 <15,
fiir 40 < | D] < 49 die GroBe G = 8 und daher b <12,

sodaB die Ungleichung (2) immer erfiillt ist.
Fiir 31 < 1D} < 39 ist =71, also

7
h< yF(n) - 7+2(%’)+(9)+(f‘£) <11,
n=1

5
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Folglich ist fiir |D| > 34 die Ungleichung (2) erfillt, ebenso fiir
{D| = 33, weil 3 Diskriminantenteiler, also h < 9 ist.

Fiir mogliche Werte .D mit 23 < [D| < 30 ist ¢ = 6 und daher & < 9.
Mithin ist (2) erfillt fir |D| =30 und |D]| = 29. In k(]/—ZG) ha.t_@_s
Primideal p = (2, Y—26) die Ordnung 2, das Primideal q = (3, 1+)/=26)
die Ordnung 3. Folglich mufl % ein Vielfaches von 6 sein. Wegen h < 9
ist k= 6 und (2) erfiillt.

Fir moégliche Werte von D mit 16 <|D| <22 ist & =5, also

5
A D
h< D) Fm) = 5+(4—3Q)+(4?) <7.
n=1 .
Mithin ist (2) erfiillt fiir | D} = 22. Piir |D] = 21 ist 3 Diskriminantenteiler,
also h < 6 < }|D|. Fiir |D| =17 ist _45'17)= —1, folglich & <5 < 1|D|.
Fiir mogliche Werte D mit 10 < |D| < 15 ist @ = 4, also

4D
3

h<4 +( ) <5.
In k(Y=14) hat das Primideal q = (3, 5+2)/ 14} die Ordnung 4. Da
sie ein Teiler von & sein muB, ist # = 4 und (2) fiir |D| = 14 erfillt. Fiir

D] = 13 und |D| = 10 ist (Zf‘g'—D') — —1, also ebenso 7 < 3 < } D],

Da fiir D =-~6 und D= —35 fiir ganzrationalzahlige  und y die
Gleichung #*— Dy? = 2 keine Lisung hat, ist in diesen beiden Korpern
der Primidealteiler von 2 Nebenideal und mithin (siehe oben !) ist fiir
diese beiden Korper h = 2. Folglich ist (2) nicht erfiillt fiir |D| =6,5,2
und 1. Damit ist der Beweis auch fiir negative D erbracht.
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K BONpOCY O MPOCTbIX UPPErynsipHbIX UHCnax

H. II. CnasyTckul (Jlemmurpam)

1. TIpocToe HEUeTHOE UUCIO P HABBIBACTCS UPPELYAAPHBIM, €CIH P TEINT
MCTHTENH XOTS OB OZHOIO M3 umcelr BepHywm, By, By, ..., Bp-s U pezysap-
HeL# B TIDOTHBHOM CiIydae. 37€Ch UHMCNA BepHYIUM IIOFYMHEHBI PEKYPPEHTHOMY
CHMBOTHNECKOMyY cooTHomermio (B-+1)¢ = B¥, &k =2, 3, ..., By =1. Obue-
M3BECTHA CBsI3h JTOC0 TIOHATHS C TeopHel anrefpamuecKHx uHMcell, a faxoxe
¢ guodanToBemM ampammsom (cm. [1], [2] u npyrme). B uacTHOCTH, NENBIH PFR
(aKTOB TeOpHH KPYroBoro moist R(e*iP) cymecrsemmsm 00pasoM 3aBHCAT OT
TOr0, SBISIETCA JHM IIPOCTOE UHCIIO P PEryIApHLIM HIM HeT.

Haympure GeCKOHEUHOrO KOJMHMYECTBA IPOCTBIX KPPErYJIAPHBIX JHCE BHIA
p = 3 (mod4) smepsrie soxasano Hencemom ([3]) (*). Bompoc o xommaecTse
NPOCTEIX MPPEryIfApHBIX uncel Bema p = 1 (mod4) m 0 KOJHMYecTBe PEryiap-
HBIX TPOCTBIX UMCENT OCTAETCH OTKPBITBIM, XOTS JAJIEKO NPOIBHHYTHIE BBIYHCIIC-
HHS HA 3JIEKTPOHHBIX MAIIMHAX JAIOT IIOBOX TIPEANOJArars, YTo B TeX M APYTHX
Secroneuno muoro ([7]).

2. Pesymsrar HMeHceHa JONONHAET Clle/yroInasd

TEOPEMA. Cyujecmeyenm 6eCKOHEWHO MHO0 NPOCHNX UPPEZYAADHBLX HUCEL
suda p = 2 (mod3).

TleHCIBUTETBRO, MyCTh POCTEIX MPPECYIAPHEIX waceT BHma p = 2 (mod3)
KOHEUHOE UMCIO: Py, ..., Pr. B CHIy Teopemel Jupuxme (o mpocThIX !mcns*ax
B apndMETHUecKO! IPOrPECCHH) MOYKHO BBIOpATh LEJoe UMCIO ¢ TaK, YTOOBL

T

Q=3¢ 11 (pi—1)+1 oxa3aiOCh IPOCTBIM HCIIOM. Paccmorpum umcio Bep-
i=1
yom ¢ gomepom T' = 4Q).
HS Suamenarers By pasex 30 =2-3 .5, Kak 9TO CIEAYET U3 TCOPEMEL IJITaymas.
TleticrBurensao, 2Q +1 = 3-2g];](p,;—1)+3 n 4Q+1= 12g}:[(p,-— 1)+
He SBISIOTCA TPOCTHIMA UHCIAMHE (TOCTeIHee KpATHO 5, un00, KaKk HM3BECTHO,
ps = 101).

(Y) OT0T HOUTH EMHCTBEHHBHL DE3YNBIAT B TEOPHH pacnpe;:enemin IPOCTHIX HPPErys~
DHBIX WHCENI HEOAHOKDPATHO BOCIPOMSBOJEICK B JMTEPATYpE (41, 5. HegmasuO szsnm:
([6]) pyrHEM CTIOCOBOM [OKA3AT, YTO HPOCTHIX HPPETYIAPHBIX THCEN Gecxoreuro maOro (Gone
<mabrit peayimrar!).
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