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Sul teorema di Tschebotarev ™
di
E. BoMBIERI (& Milano)

Sunto: Combinando una idea di A. C. Woods con un nostro teo-
rema generale della geometria dei numeri, si assegna una maggiorazione
per il minimo del prodotto di n forme lineari non omogenee, che migliora
i risultati di H. Davenport e L. J. Mordell.

Summary: An improvement of the known Davenport’s and Mor-
dell’s results on the minimum of the product of # inhomogeneous linear
forms is given.

1. Introduzione al problema. Sia F(x) la funzione distanza
@ F(x) =]y ... 2afle
e sia A un reticolo n-dimensionale, @(A) = det A s 0. Poniamo allora
(2) u(4) =5up i (A)F(x)

E=2f
(3) B, = sup (u()"a(4) .

Una nota congettura di Minkowski afferma:
(4) D =2"".
La congettura (4) & stata dimostrata soltanto per n < 4. Numerose di-
mostrazioni sono state date per » = 2; per # =3 §i hanno una dimo-
strazione di R. Remak [8] semplificata da H. Davenport [3], e una di
B. J. Birch ¢ H. P. F. Swinnerton-Dyer [1]. Per n = 4 F. J. Dyson [5].
Quando n > 4, si conoscono solamente maggiorazioni per D;.

N. Tschebotarev [9] per primo si & avvicinato alla congettura in
questione dimostrando che
(5) D, <2,
Successivi miglioramenti sono stati dati da L. J. Mordell [6] e da H. Da-
venport [4], il quale ha dimostrato:

(6) D, <ya2 ™, con yu—>(2—1)"" per m->oo.

* Lavoro eseguito nell'ambito dell’attivitd del gruppo di ricerca N° 40 del Comi-
tato per la Matematica del C. N. R. (1961-62).
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Recentemente A. C. Woods [10] ha fatto osservare che la disu-
guaglianza
N D, <271+ 0(1))

si poteva oftenere combinando lidea, di Tschebotarev con il principio
- &i Blichfeldt. L. J. Mordell [7] ha cosi semplicemente dimostrato che

(8) D, <271 40(1).

11 suo risultato, per » moderato, & pilt precigo della (6) dovuta a Daven-
port, ma le & definitivamente inferiore per » grande. Vogliamo dimo-
strare, combinando l'idea di Woods con un nostro teorema generale,
la seguente maggiorazione:

TEOREMA. Per n =m, 8t ha
9) Di<m2 ™, con <3 +)7H2e—1)" e

Trutile fare qualche osservazione a proposito di questo risultato.
Infatti, usando soltanto il teorema di Blichfeldt-Woods al posto del
nostro teorema generale, si otterrebbe la (9) con yn—>2""(2¢e—1)"" per
n-»oco, ma non di pil.

Tnoltre, & chiaro che il valore preciso di 4 nella (9) non ha alcuna
importanza; & tuttavia interessante osservare che il nostro metodo porta
a un A > 0. Infine, poichd la (9) si ottiene combinando il nostro teorema
generale con i risultati di Davenport [4], un miglioramento di questi
ultimi dovrebbe portare a un corrispondente miglioramento nella (9).

2. 11 teorema di Tschebotarev. N. Tschebotarev [9], con un suo
metodo di ,,riduzione non omogenea” ha dimostrato il seguente risultato:

TroREMA A. Sia A un reticolo tale che
n[y;—ll >1—n per ogni yed.
Poniamo u(n) = Infd(A). Allora si ha Dy < pi'(n), per ogni >0 arbi-
o4

A=10"1.

trario.
Per dimostrare dungue il nostro tecrema, & sufficiente mostrare che

m(n) = (3+1)(2e—1)2""  per
Poniamo ora:
(10) & = [L+(1—n) " ;
se B & una regione nello ¥pazio #-dimensionale b
V(R) = volume di R ;

(11) R(») indica la regione R traslata secondo il vettore z;

nzn e n-0.
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R,(0) & la regione (considerata da H. Davenport)

le] < (X +0)9/2,
126+ oo F Bty — 20| < M2,

P <
(12) { rtsn,
2<m<n
dove le disuguaglianze sono estese a tutte le disposizioni di differenti iy.
2R,(0) indica la medesima regione, ma in cui il secondo membro
della (12) & due volte pil grande; Si(o) & la regione

(13) |as] < (1 +0)d2,
3. Lemmi preliminari. In questa sezione, A indiea un reticolo che
soddisfa alle condizioni del teorema A.

Lemma 1 (H. Davenport [4]). Hsiste ¢ > 0 indipendente da n tale
che, per 0 < o < ¢ la regione 2R,(0) non contiene punti @i A oltre o. In-
oltre R,(0) é simmetrica ¢ convessa, e per n >n(8) e ¢ = (logn)/n st ha:

<N,

(14) V(Rd(0)) = (2e—1—6)9" .

Dimostrazione. La prima parte del lemma & dimostrata in Da-
venport [4]; soltanto la parte riguardante il volume della regione richiede
una giustificazione.

8i ha in Davenport [4]:

n—1

V(Rdlo) 0" +2 D) Vifrt,
dove -

v, = 19"{1—7(1 — o)+ (;) (1—20/2r)" — } >0.
Osgerviamo ora che:

(mll)(l—— (m +1)¢7/2¢)"/ {(:”) (1—ma/27‘)"} = (r—m)/(m +1) -(1— o](2r— ma))"

<r(l—o2r)" <re ™ <1 quando o >2r(logr)/n.

Dungue se ¢ > 2N (logN)/n avremo per r < N:
Ve 20" 1—r(1—o/2r)"} > 8" (1—re ™) > 4" (L—Ne ™).
Poiché d’altra parte ¥y >0 per ogni 7, avremo

N N
V (Bolo)) > 8" +26"( Y 1jri— Y Ne V).
r=1

r=1

Posto infine N = (logn)'2, o = (logn)/n, n = ny(d), la condizione
¢ > 2N (log N)/n risulta soddisfatta, e si ha

V(Rdo)) > (2e—1—8)9™ .
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LeMMA 2. Sia x, un punto nello spazio n-dimensionale E", ¢ siano
Mgy -ory My & MUMETT interi non negativi tali che my ...+, = n. Allorg

la regione 2R,(0), o <e¢, contiene al massimo nlf(m!...m,!) punti
& = (@ -y Tn) tali che:
(15) x =xy(d),
e
m, degi x sono O < <d,
my degli @ somo  d<w<(140)?,
(16) my degli  wp  sono —(l+a)d<a < -9,
my degli o somo —9 <@ <O0.

Dimostrazione. Fissiamo per il momento una qualunque gcelta §
degli indici degli @, e supponiamo che il punto x soddisfi alla (15),
e alla (16) secondo questa scelta S. Supponiamo ora che esistano in
2R,(0) due punti x, e x, che soddisfino alla (15), e alla (16) sempre secondo
la scelta § fissata degli indici degli »;. Il punto x,—x,¢ 4 a causa
della (15); @’altra parte x,—x, € 2Ry(0). Risulta infatti evidente dalla (16)
e dalle ipotesi fatte sulla disposizione degli indici per la quale la (16)
& goddisfatta, che:

|2 — o] <9, o dunque & chiaro che x,—=x, 2R, (o).

Poichd ¢ <¢, a causa del lemma 1 sard x, =x,.

Dunque ad ogni digposizione degli indici ¢ per la quale la (16)
& goddisfatta, corrisponde al pit un solo punto x che goddisfa alle condi-
zioni del lemma. Poiché vi sono ora esattamente n!/(m,!...m,!) dispo-
gizioni, il lemma & dimostrato.

LemmA 3. Siano m, ¢ m, due numeri interi mon negativi lali che
my+my, =mn, ¢ sia per un @ fissato, 0 < o < 1fe:

17 (@i—e) . (m—0)| =1,
¢ inoltre
(18) { m, degli @ stano =0,
my degi  m  stano <O0.
Allora vale la disuguaglianza
(19) ||+ | @]+ oo+ |@n] = (L—1/6) n+myfe .

Dimostrazione. 8i pud supporre senza mancare di generalitd che

@y> 0 per ¢ < my, e che o > 0. Supponiamo ancora che @y, ..., 2w > @,
e che Tm/ i1y ...y By < 0. AVremo
[(@— @) . (Tm— 0) (Zmy41— ) oo (W — 0)]
2 U{|(@w 12— @) - (wm— o)} = (1™ ™™ .
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Per la disuguaglianza tra media aritmetica e geometrica avremo:

[(@— )|+ .. +l(2m — 0)] +|(@mys1— )]+ + (@ — @)
= (n—my +m') (1) ™"V,
e di qui si ha con facilith, tenendo conto della (18):
(20) |3+ .. F|Tme |+ |Tmgga | F oo+ |2
= (g +m' —n) g+ (— my -+ m’) (1] o) TN mtm)
Posto infine m’ = an, m, = fn, il secondo membro della (20), dopo aver
diviso per n, diventa:
olatp—1)+A+a—p)(1/e)e-*e?.
La funzione di p
e(f—1)+ (1 +a—p) (1]~ FP
& decrescente. Posto p =1/e, avremo
(B—1)fe + (L + a— ) co-alite—p)
Z(B—-Djet+t(1+o—p{1+(B—a)/d+a—4p)}
e di qui si ha immediatamente il lemma 3.

Lenia 4. (V2—(1—1/e)— o) (L/6Y[1/(1— BT <VZ—n, per 0 <B
<1, con 5,>0. (8¢ ha 7, >1071)

Terminiamo con la seguente osservazione: se nel lemma 3 si con-
sidera lintervallo —1/e < ¢ <0, la (19) resta valida con m, al posto
di m,.

=(@1—1/e)+Ble,

4. Lemma principale.

LEMMA 5. ZV( o(8) N By(x)) < <W2—u), per n>= Hy, o = (logn)/n,
7, >0 (s¢ ha n1>10‘“), dove t ¢ zl punto (3,%, ..., 1), per 1—(1L—n)ve
<t <1+ (1—n)tinfe.

Osservazione. B’ su un lemma analogo, per t =1, che si basa
la semplice ed elegante dimostrazione di Woods [10]; & stato necessario,
per raggiungerlo, apparato dei lemmi 1, 2, 3, 4.

Dimostrazione. Poiché R,(o) C 8,(0), avremo

V(Ra(t) n Ra(.x)) < V(Su(.t) n So(x)) = V(Sa(o) N By _t))
[T1a+ap—|o—t] se [m—t|<(@i+0)d, i<n,

=1 i<n
0  altrimenti.
Poniamo ¢ =1—1, e 2 = oy—1.
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Da quanto precede, nell’effettuare la Z{l , Dossiamo supporre che
xE
il punto x sia tale che |2 < (1--0)® per & < a. Il punto & = (2, ..., zs)
sia tale che:
0 <P,

m,; degli & sono

m, degli 2 sono P<Ly<(A+o0)d,
mg degli 2z somo —(A40)d <o <P,
mg degi 2 sono —F<z<O0.

Osserviamo che ge y & un punto tale che

(21) V(Ro(0) ~ Bo(y)) >0, sard anche y e2R,(o)

2 causa della simmetria e convessith di R o).
D’altra parte

(22) V{Ro(0) ~ Ro(3)) g!;[ [+ 0)d—|2].

Si ha:

(23) H [+ 0)0—|a] < (14 o)mFm™gmatmegn,
i<n

Si ha anche: []|(zi—1+1)| = L]ﬂ]m,——” >1—n poichd xe 4, da cui
I 12—l >1—-tf; Sia ¢ = 0. '

= Ne segue []|(1—n) " 2i—(1—n)"""0|>1, ¢ applicando il lemma 3
avremo =
(24) ol e Flom] = @ — )Y (L —1/e)n 4 (L — ) (my + my) e
=(l—glrl—1e)n+1—nlrmle,  se 0o < (I—n)e.

Ma ora, per la disuguaglianza tra media aritmetica e geometrica, ricor-
dando la (24) si ha:
@) [[10+0)d—[=ll (A +0)0— (|2l + .. +|amD/n]"

<[+ 0)d—(1—1/e) (A=)~ (L~ )" my/(ne)]".
Ricordando il lemma 2 (applicabile per la (20)), la (22), la (23) e la (25),
§i ha, posto per semplicith di scrittura (1—9)Vr = a:

D V(R8) A Rifx))

ved

< 3

myttme=n

(26)

nlf(my! .. my!) min {[(1+ 0)9— a(1—1/e)— am,/(ne)]" ;

(1 + o.)m1+m¢ qml"'ml,ﬁ"} .
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Spezziamo ora il secondo membro della (26) in due parti, a seconda che
My +mg > 2nf(logn)? oppure che m,-+my < 2nf(logn)t.  Assumendo
o= (1ogn)//n, il contributo alla somma per my-+ms > 2nf(logn)? &
< 0_2n/(logn)”(1+o_)nﬂn4n <(&9)’»6—11(1037&)”’_)0 per n—>—oo.

Quando sia m,+ms < 2n/(logn)?, una facile applicazione della for-
mula di Stirling ci da:

WY (! o mgl) < (L4 8,)" (1::1) < (L4 8, (nfma)™(m](n—my)"™,

con &, >0 fissato arbitrario e n = ny(d,).
Posto m; = pn, e assumendo n < 1/n, avremo

(1+0)0—a(1—1f6) — amy/(ne) < V2 —(L—1/6)— fle+ a(logn)/n,
e inoltre
()™ () (n—my))"™™ = [(1]BY (1)1~ B))" 7"
Ricordando il lemma 4, se % > ng(d,) avremo:

<@A+&)"WE—m D

mitaotmyg=n

1<(V2—nl",
ma+ my<2nj(log n)l/2
per §, sufficientemente piccolo.
Avendo maggiorato separatamente i due contributi alla somma, si
ha il lemma principale. Infatti, quando ¢ < 0, la trattazione & identica:
basterd scambiare m, con m,, e ricordare ’osservazione alla fine della,
sezione 3.

5. 11 teorema generale ausiliario e la dimostrazione del nostro risultato.
Si ha il seguente teorema generale nella geometria dei numeri:
TEOREMA B (E. Bombieri [2]). Sia R(o) una regione a n dimensions,
M un reticolo m-dimensionale. Poniamo Vr(z) = D V(R(z) ~ R(x)), e sia
xeM
N

> arcoshw wn polinomio trigonometrico tale che tg-+ @ coss+ ...+ aycosNw
i=0

>0 per ogni w reale, con an>0. Allora per ogni punio z vale lao disu-
guaglianza: '

N
a(M) 2 arV r(hz) = (ay+ ay+ ...+ an) V2(R).
h=0

Dimostrazione del teorema. Osserviamo che per nessuna tras-
lazione R,(e), ¢ < ¢, contiene due punti di 4. Se infatti R,(z) contenesse
due punti distinti », e x, di 4, sarebbe x,—x, € 2R,(0), assurdo per il
lemma 1. Avremo percid:

Va0) = D, V(Bd0) A Rofx)) =V (R,).

Ted

Si ha (1+2cos2)? =3+ 4cosaw+ 20825 > 0.

27

19*


GUEST


280 E. Bombieri

Poniamo nel teorema B N =2, ag=3, a, =4, ¢,= 2, z=(}, ..., }).
Poiché % e 4 sono compresi nell’intervallo 1-1/e <t << 1+1fe, siamo
in grado di applicare il lemma principale.

Per il lemma 1 sardinoltre V(Rs) = (26—1—8)9™. Osservando che
§ =[1+ (A —»)}2—~}2 per 5-»0, avremo, applicando il teorema B,
il lemma principale e la (27):

(28) d(A4)>9(2e—1—8)5"™/[3(2e—1— 8)9"™+ 6(y2— nJ"| ~3 (26—1— 8)2""
per n—+0 e n—oo.
8i pud aumentare leggermente il secondo membro della (28) con una

scelta pill opportuna del polinomio trigonometrico.
Osserviamo infatti che:

min {(1+4 2co827x)*+ (14 2cos28x)% > 107%.
x
Ne viene
(6—1078)+ 4 cos 2T+ 4 cos 285+ 2cos Bdw+- 2cosbbw >0  per  reale.

Se t = 1/42, i numeri 27¢, 28¢, 544, 56¢ sono tutti compresi nell’intervallo
{(1—1/e), (141/e).

Siamo cosi in grado di applicare il lemma principale, il teorema B
e il lemma 1. In modo identico al precedente si ottiene per #—0, n—+co

(29) d(4) > (18—107%)/(6—107") (2e—1—8)2™* ,
da cui
(30) a(4) > (3+107%)(2e—1)2"*  se  n=n,.

Ricordando il teorema A, il nostro teorema & dimostrato.
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