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Uber die Ausnahmenullstelle der Heckeschen
Z-Funktionen

B. FoceLs (Riga)

Fiir die Dirichletschen L-Funktionen

La(s) = 200' (%)n—a

n=1

(@ — Digkriminante) bewies Siegel [8] im Jahre 1935 den beriihmten Satz

® logLs(1) =o(log|d])  (|@]|-—c0)
und vermutete den Analogon
2) log (hR) ~1logy/[d]

fiir jeden algebraischen Korper % festen Grades n (n>2; h, B und d
bezeichnen die Klassenzahl, den Regulator und die Digkriminante des
Korpers). Walfisz [9] folgerte von (1), dal fiir jede Dirichletsche Funk-
tion L(s, x) mit den Charakter ymodg:

(3) Lis, ) #0 in s>oc(e)g™

(e beliebig klein >0). Die Vermutung (2) wurde von R. Brauer [1] im
Jahre 1947 bewiesen. Den Analogon von (3) fiir Heckesche L-Funktio-
nen findet man nirgends publiziert, obwohl es eine bedeutende Rolle in
der analytischen Theorie der Ideale spielt. Es ist der Zweck dieses Arti-
kels zu zeigen, daB dieses Analogon eine einfache Folge der (von R. Brauer
bewiesenen) Residuenabschitzung

(4) Resy(s) = |aP®  (|d@]->o0)

der Dedekindschen Zetafunktion des Korpers % ist.

Tiir die Heckesche L-Funktionen [5] mit Charakteren modf des
Korpers % wird fortan die Landausche [7] Bezeichnung (s, x) benutzt.
Wir setzen D = |d|Nf, wo Nf die Norm des Idealen bezeichnet. Hs ist
bekannt (siehe [2]) daB fiir passende ¢, =6, (n) >0 im Gebiete

o >1—0,/logD(2+]t])
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der Ebene der komplexen Zahlen s = o4t stets {(s, x) % 0 ist; aus-
genommen ist eventuell eine zu einem reellen y' zugehdrige Punktion
£(s, z'), welche dort eine reelle Nullstelle erster Ordnung ' =1—4 hat.
8’y 3 und (s, z') werden die Ausnahmenullstelle, Ausnahmecharakter
und Ausnahmefunktion genannt.

Es ist im allgemeinen (falls n > 1) nicht ansgeschlossen, dal y' gleich
dem Hauptcharakter y, sein kann. In diesem Falle ist unter Benutzung (4)
schon bewiesen (siche [2], § 21 mit Nf =1), daB fiir jeden & >0

(8)
Es bleibt nur zu zeigen, dafl eine &hnliche Abschétzung auch im Ralle
%' # %o Statt findet.

Fortan bezeichne $ die Idealklassen modf. Durch Komplexion (siche
[4], § 3) definieren wir die Idealgruppe

8> cole, m)|d|™".

H= )%
X (H)=1

mit dem Index 2. Der zu dieser Gruppe H mnach dem Satz von Takagi
eindeutig bestimmte Klassenkérper K ist relativ-quadratisch tiber Z.
Sei 4 die Diskriminante und d die Relativdiskriminante des Korpers XK.
Es ist bekannt (siehe [6], S. 206), dafl

(6) @Nbd =|4].
Der Fiihrer f, der Gruppe H ist ein Teiler von f und 4 ist zugleich ein
eigentlicher Charakter modf, (siehe [4], 8. 7 und 33). Im vorliegendem

Falle ist die Dedekindsche Zetafunktion (z(s) des Korpers K gleich dem
Produkt zweier Heckeschen L-Reihen mit eigentlichen Charakteren:

(0 Cr(s) =8(8, %0)E(s, ) =Lul(8)C(sy 1)

und die Relativdiskriminante gleich dem Produkte der Fithrer dieser
Charakteren.:

b =1f,;
somit
No = Nf, < Nf
(siehe [4], S. 38 und Satz 14). Es ist nach (8)
|4] < @Nf < D

Da nach (7) die Ausnahmenullstelle g auch eine Nullstelle von {xe(8) ist,
so. gilt nach (5)

0 > 0a(e, 20)|A|™° > ¢y(s, n) D7
Damit ist bewiesen der folgende

icm°
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Barz. Sei f = 1—0 die Ausnahmenullstelle der Heckeschen L-Funk-
tion C(s, %) mit dem Ausnahmecharakter x'modf in dem algebraischen
Korper k n-ten Grades wnd D = |d|Nf, wo d die Diskriminante von k be-
aeichnet. Beijedem & > 0 und passendem, von D unabhingigen ¢ = ¢( g,m) >0
gilt

(8) 6 >c(e,n) D%,

s soll nun eine Anwendung des Satzes angefiihrt werden.

In [3] habe ich bewiesen, daB fiir passendes ¢ = ¢(n) und fiir jeden
x>1 in dem Intervall (w,aD°) befindet sich eine Primzahl p = Np,
wo p ein Primideal gegebener Klasse Hmodf bezeichnet. In dem Beweise
statt (8) wurde nur eine schwichere Abschitzung

8>0,D7% (65 =04n), ¢5 =cxn)) P
benutzt. Wird nun (8) benutzt, so gibt dieselbe Beweismethode einen
engeren Intervall

(z, 2D")

in dem sich eine Primzahl p mit der gewiinschten Bigenschaft befindet.

(0 <& <o, D>Dys), @ = DlEC)
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