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Proof. The upper estimate is trivial. In order to prove the lower
one we notice that every i-full integer % can be uniquely represented
in the form & = mr4, with the restrictions that » is (A 41)-full, » is square-
tree, and (n,7) =1. As a(k) = a(n)r, we obtain

Sim) = 27 (am) ™ X',

n<e r<zin

where the dash indicates restriction to squarefree r with (r,n) =1.
Ignoring these restrictions, we obtain

Su(w) < Sra(w) Z =t L Bya(w)log (@ 41) .
r<afn

This proves the theorem.
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Verschirfung der Abschitzung von (3 + i)

‘W. HANEXE (Marburg/Lahn)

Einleitung. In dieser Arbeit soll eine neue obere Abschitzung fir
die Riemannsche Zetafunktion £ (s) auf der ,kritischen Geraden® s = %+t
hergeleitet werden.

Grundlegend ist dabei die Idee von Weyl und van der Corput, die
in der approximativen Funktionalgleichung der Zetafunktion auftretenden
trigonometrischen Summen in Exponentialsummen {iberzufithren, die
unmittelbar eine nichttriviale Abschitzung gestatten.

Bei Weyl und van der Corput waren diese Exponentialsummen stets
eindimensional (vgl. [7], Chap. 5, 8. 81-101) ().

Titchmarsh erzielte durch Einschaltung zweidimensionaler Exponen-
tialsummen bessere Abschitzungen (vgl. [3] und [6]).

Min [3] verfeinerte die zweidimensionale Methode und fand damit
fiir jedes beliebige aber feste positive &

(g 4at) = O (1892 +e)  (f—o0) .

In der Literatur wurde bisher noch keine Verschirfung dieser Abschitzung
verdffentlicht.

Im Beweis von Min tritt das Problem auf, fiir die Nullstellenmannig-
faltigkeit einer Hesseschen Determinante eine Umgebung mit bestimmten
Eigenschaften zu konstruieren. Diese Umgebung ist nun im wesentlichen
durch die Anzahl der frei wihlbaren Parameter in drei vorbereitenden

",y Weylschen Schritten® bestimmt. Min beschrinkte sich auf vier Parameter

(vgl. [3], 8. 459, (4.7)) und konnte daher als Umgebung einen Parallel-
streifen wihlen, was bei mehr als vier Parametern nicht mehr moglich
gewesen wire. Infolgedessen konnte die dreimalige Anwendung der
»Weylschen Idee“ nicht voll mit insgesamt sechs Parametern ausgenutzt
werden.

(1) Dié Zablen in den eckigen Klammern beziehen sich auf das Literaturver-
zeichnis am Schluf der Arbeit.
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‘Wir wollen nun mit Hilfe eines neuen Exponentialsummentypus von
einer solchen Beschrinkung frei werden: Wir fithren die Abschiitzung
von {(%-it) auf das Problem zuriick, Summen von der Form

Z it (man-+pim))

m,n

a<m<b
B(m)<n+pm)<r”’
moglichst giinstig abzuschidtzen, wo f(w, 2) in einem Gebiet von der Form
{(w, 2): w,z komplex, |w—§r'| < O, |2| <7}

mit r>¢" >0, 1<a<d<2’, 0>% in beiden Verinderlichen holo-
morph und fiir reelle Argumente (w, 2) reell ist, p(z) eine reelle Funktion
und B (z) einereelle differenzierbare Funktion bedeutet. Fiir solche Summen
werden ,,Weylsche® und ,van der Corputsche® Schritte entwickelt. Die
dreifache Anwendung unseres ,Weylschen Schrittes® (vgl. Satz 1) a8t
sich dann mit sechs Parametern ausnutzen.

An die Stelle des oben angedeuteten Nullstellenproblems fiir eine
Hessesche Determinante tritt dabei die Aufgabe, gewisse ,Polynom-
summen“ moglichst giinstig abzuschitzen. Dies 146t sich unter Zuhilfe-
nahme einiger algebraischer Betrachtungen durchfithren. SchlieBlich
miissen wir uns noch von mehreren einschrinkenden Voraussetzungen
befreien, denen die oben erwihnten Parameter unterworfen sind. Dag
wird mit Hilfe einer van der Corputschen Abschitzung fiir eindimen-
sionale Exponentialsummen gelingen.

Als Hauptsatz ergibt sich dann die Abschitzung

{(% 1) = O (1% 1ogt)

(t—>o0) .

I:'fierdurch wird das Resultat von Min verschirft. Denn mit Hilfe der
fiir positive » definierten, streng monoton wachsenden Funktion

h(z) = /(65 +2)
erkennt man sofort die Ungleichung
6/37 = h(12) < h(15) = 15/92 .

Es scheint nicht moglich zu sein, unseren Hauptsatz durch Ver-
wendung trigonometrischer Summen zu verbessern, deren Dimension
grofer als 2 ist.

Herrn Professor Richert mochte ich fiir seine Anregungen und
Ratschlige zur Gestaltung dieser Arbeit danken.

Der zweite Teil dieser Arbeit wurde von der Mathematisch-Natur-

wissenschaftlichen Fakultit der Universitit Gottingen als Dissertation
angenommen,
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Abkiirzungen. R bezeichnet den Korper der reellen Zahlen. s,w
und z bezeichnen komplexe, ¥ und ¥ bezeichnen reelle Zahlen. Ent-
sprechendes gilt fiir die Symbole, die aus diesen Buchstaben durch An-
bringen von Indizes oder Strichen hervorgehen. Wir setzen

65 = ¢(2) .
Ist K eine Menge komplexer Zahlen und 7 reell, so wird

{(w,2): weK, |2/ <r}=(K,7)
gesetzt.
Ist N eine natiirliche Zahl > 2, so werden die Komponenten eines
jeden Punktes o aus RY mit a, ... , &y bezeichnet. In Zeichen bedeutet dies:

z = (%, ..., 0y) fir alle  aus RM.

d,7,%,1, m,n bezeichnen entweder ganze Zahlen oder Elemente aus
einem RY, deren Komponenten simtlich ganzzahlig sind.

Neben dem Symbol O von Landau benutzen wir in durchlaufenden
Abschiitzungen das gleichwertige Symbol < von Vinogradoff.

§ 1. Hilfsmittel. Im ersten Paragraphen wollen wir die fiir unsere
spiteren Abschitzungen notwendigen Hilfsmittel zusammenstellen. Die
in den nachstehenden Sitzen auftretenden O- bzw. <-Konstanten hingen
nur von denjenigen Parametern ab, die in der zugehdrigen Voraussetzung
als ,beliebig aber fest“ bezeichnet werden.

Zunichst verschirfen wir den ,Weylschen Schritt* der zweidimen-
sionalen van der Corput-Titchmarsh-Methode.

SATz 1. Fiir § = 1,2 seien reelle Zahlen a;, by mit

(1) bi—a =1, by—a, =2
gegeben. Fiir eine reelle Zahl v sei
(2) GC{meR: a, <oy < by, 0y <@y +0y < by}
Auf G sei eine reelle Funktion f(w) definiert. SchlieBlich sei
(3) 0<rn<bh—a, 2<1<h—a.
Dann gilt
1/2
(4) Ze(f(n)) < W  max ] Z e(f(n+m) —f(fn))‘ ,
neG —-r.,-su§<b}<r,- nmeR
(j=1,2) n;.n«'rmeq
arsmi<shy
dh<ma +oma<bl
wo

by—ty by—a,
741 Ty

gesetat ist.
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Beweis. Hs sei

(L1) - 8= De(f(n),

neQ

(1.2) Q={weR: 0o, <1y, 0 0wy <7y}
und
(1.3) T=1.

neg
Bezeichnet man fiir reelle z, y die Anzahl der im Intervall [, y] gelegenen
ganzen Zahlen mit A(z,y), so gilt offenbar stets
A@,y)2y]l—[v]l zy—2—1.
Speziell folgt mit (1.2) und (1.3)
/i 2 A(—ovm,r,—on) =

o<n<ry

([r]+1)(ra—1).
Wegen r,> 0 ist aber [r]+1>
folgt r,—1 > 7,/2. Daher wird
(L.4) T2 (r+1)r4>0.
Mit (1.1), (1.3) und (1.4) bekommt man

§=17 D' offm)=1" Y

max(ry,1) > (r;+1)/2, und aus 7, >2

3(f(”+m))7

meQ,ne man
meR, n+me
und daraus folgt
(1.5) 8 <1 D8,
wo neRr?
(1.6) Sm)= D elfn+m)

meQ,n+meG

gesetzt ist. Zu jedem n ¢ B* mit §(n) 5 0 gibt es ein m e Q mit n+m €@,
wegen. (2) und (1.2) ist also
O<m <7, O mytom <1y,
SMtm<bhy,  ag <K ngtmy+o(n+my) <Dy,

und daher erst recht

G- < Kby Ay—7y < My Fomy < by
Daraus erhiilt man wegen (1) und (3)
1 < (b—a){by—ay).

neR?, 8(n)#+0
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Schitzt man nun die rechte Seite von (1.5) weltel mit Hilfe der Schwarz-
schen Ungleichung ab, so findet man

@ 8 € T7H(by— ay) (b — ) S},
wo
8= D18me
leR2

gesetzt ist. Mit der Abkiirzung (1.6) folgt
sOE= 3 eft+i)

7,keQ
147, l+ke@

—f(l+ k)

und daher durch Summation iber alle e R?

= X[ X aelimtm—fm).
m'n?-’l-l"r”t: @ leR:,n—~ln+m—1eQ

Die innere Summe ist offenbar gleich
1,
keQ,m+keQ

und daraus folgt unmittelbar die Identitdt
(1.8) K= D effterm)—fm):

keQ m,n
nn+meq, m+keQ
Fiir jedes k@ 1aBt sich aber die Summationsbedingung m+ke@ in

der Form
o <my <b, as<mytom < b
schreiben, wo

a; = — (b -+oky) b = 13— (ka2 + k1)

gesetzt ist. Insbesondere ist dann fir j =1,2
—r<a;<bi< 1-,
Beriicksichtigh man dies in (1.8), so folgt in Verbindung mit (1.3), (1.4)

und (1.7) die Abschitzung (4).
Als Anwendung beweisen wir (vgl. [6], S.13):

- SATz 2. Hs sei
(5) 1<a<b<2a, 0<r<a

Im Intervall [a, 3a] sei eine reelle Funktion F(x) definiert. Dann gilt

6) D e(F(n)

a<n<h
< ar—42 4 (ar)2 4 (a/'r)ll2 max 1 Z (¥ (m+m)—F (n) )k
T l<m<y
a<n<<h

al = —Fy, by =11—ky,
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Beweis. Im Falle » < 1 ist (6) trivial. Im folgenden sei # > 1. Die

Voraussetzungen von Satz 1 sind offenbar mit

=0, b=2a, a=0, Db =2,
={peR: a<a, <b, =0},
Ha) = Fla) (2e6),
=1, ry=2
erfilllt. Aus (4) folgt also
2.1 e(F(n alry2 max |S(a, b2
(2.1) L2 olFm) < (ay> max |8(@,0)
mit
S, vy= D e(F(ntm)—Fn).
a’<sm<b, a<n<b
a<n+tm<y
Substituiert man in dieser Summe k¥ = n+m, I = —m, so folgt

8(@,b) = 8, =)

Demnach gilt stets (vgl. (5))
S(a,b) < [8(0
Verbindet man dies mit der evidenten Ungleichung
8(0,9) < 182, ml+a  (y20),

8o erhilt man fiir alle reellen a', )’

fiir alle reellen o', b’.

(2.2) Sa, ) < [8(2,]0'])

Andererseits gilt wegen 7> 1 fiir 0 <y <7

_S_ e(F (n+m)—F (n)) +0(r2).
l<m<y
a<nsh

Mit (2.1), (2.2) und (2.3) ist (6) bewiesen.
Als Vorbereitung umseres van der Corputschen Schrittes beweisen wir:
SAarz 3. 7, L und ¢ seien positive Zahlen. K sei ein Gebiet der komplexen

Zahlenebene. Die Funktion f(w,2) sei in (K ,r) holomorph, und falw, %)
mdge den Ungleichungen

(2.3) 8(2,y) =

)] [, 0)| 2L in K
und
(8) fakw, 2)| <L in (K, 7)

geniigesn.
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Dann gelten die Ungleichungen

(9 [fo(w, 2)—fw, 0)| < eLls] in (K,r)
und . :

(10) lfee{w, 2)] = L/2 in (K, ¢'r)

mat

(11) ¢ =1/2(c+1).

Ferner existiert gevmu eine in (K, ¢'Lr) holomorphe Funktwn F(w, z), die

dort die nachstehenden Eigenschaften besitet:

(12) [Fo(w, 2)| < 267, -

(13) F(w, 2) = (s+flw, 0)) Fe(w, ) —f (w0, Felw, 2))

(14) folw, Po(w, 2)) = fo(w, 0)+2,

(15) F(w ——(fzz(w Fiw, z)) '

(16) Ist f(w,2) fir alle reellen Paare (w,z)e (K, r) reell, so ist auch

F(w, 2) fir alle reellen Paare (w,z) e (K, ¢'Lr) reell.
F(w, z) soll im folgenden die Bildfunktion von f(w,z) heiBen.

Beweis. Bezeichnet man mit W (z) den geradlinigen Verbindungsweg
von 0 nach 2, so gelten fiir die in (K, r) holomorphe Funktion

(3'1) . G(w7 z) = fl(wy z) ‘fz(’w, 0)
die Identitdten
(3.2) Gw,2)= [ Gw,s)ds in (K,r)
(=)
und
(3:3) Gow,2) —Gao(w, 0) = [ Gulw,s)ds in (K,7).

W(z)

Mit Hilfe der Cauchyschen Integralformel erhilt man aus (8), (11) und
(3.1) fiir alle z mit 2¢'r <z <7

|Ge(w, 2)| < cL(x—2¢r)™* in (K, 27).

Der Grenziibergang -7 ergibt also

|Ge(w, 2)| < eL{r—26r)"t = (2¢'r)*L in (K, 2¢'r).
Setzt man dies in (3.3) ein, so wird
(3.4) 16w, 2) — Golw, 0)] < (2¢7)2L|z| in (K, 2¢'r).

Hieraus folgt in Verbindung mit (3.2)
lel

(3.8) 1@ (w, 2) —2G(w, 0)] < (26’1’)*1Lf tdt <27Ljz] in (K, 2'7).
0
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Aus Stetigkeitsgriinden gilt diese Ungleichung auch fir w e K, |2| = 207,
Insbesondere hat man wegen (7) und (3.1)

(3.6) |G(w,2)| = cLr fir wek, |2|=2¢r.
Daher stellt
o 1 8G(w, s)
|8|=2e'r

eine in (K, ¢’Lr) holomorphe Funktion dar.
Fir ein fest vorgegebenes Paar (w,2)e (K, o'Lr) geniigt die in
|8] < 2¢'r holomorphe Funktion H(s) = G(w, s) der Ungleichung

el < |H(s)|

auf der Peripherie |s| = 2¢'7. Nach dem Satz von Rouché haben also
H(s) und H(s)—z gleichviele Nullstellen in |s| < 2¢'r. H (s) verschwindet
wegen (7) und (3.1) an der Stelle s = 0 von erster Ordnung, fir 0 < |s|
< 2¢'r igt aber wegen (3.5) H(s) # 0. Somit besitzt H(s) genau eine
z-Stelle in |§] < 2¢’r. Damit ist gezeigt, daB zu jedem (w, 2) ¢ (K, ¢'Lr)
genau eine komplexe Zahl V(w,z) existiert, die den Bedingungen

(3.8) [V {(w, #)| < 2¢r
und
(3.9) Gw,V(w,2) =2

geniigt. Daher folgt nach dem Residuensatz fiir die in (3.7) eingefiihrte
Funktion
{3.10) Ulw,z) =V(w,2) in (K,dLr).

Auf Grund der Abkiirzung (3.1) folgt nun (9) aus (8) und (3.2) und (10)
aus (7) und (3.4). Ferner ist die Funktion

F(w,2): = (2-+fi(w, 0))T(w,)—f(w, Uw, 2)

wegen (3.7,) (3.8) und (3.10) in (K, ¢'Lr) holomorph, und aus (3.9) folgt
unmittelbar
Ffw,2) = U(w,2) in (K,cLr).

Verbindet man dies wieder mit (3.8) bis (3.10), so findet man gerade
die Behauptungen (12) bis (14).

Differenziert man beide Seiten von (14) partiell nach 2, so folgt
sofort (15).

Ist f(w), #) fiir alle reellen Paare (w, 2) aus (K, 7) reell, so ist notwendig
wegen (10) die Funktion f,(w, #) fiir alle reellen w aus K in —r<z <7
streng monoton. Da aber die Losung von (3.9) eindeutig bestimmt ist,
mufl wegen (14) und (3.1) F(w, ), wegen (13) also auch F(w, x) reell sein.
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AuBlerdem erkennt man, daB die Funktion F(w,#) durch die Rigen-
schaften (13) und (14) eindeutig bestimmt ist. Damit ist Satz 3 vollstindig
bewiesen.

Fir die eindimensionale van der Corput-Methode ist die in Lemma 4.9.
aus [7] (S. 65) ausgesprochene Transformation einer eindimensionalen
Exponentialsumme in eine neue Summe grundlegend. Im folgenden Satz
werden wir in analoger Weise die Abschiitzung einer zweidimensionalen
Exponentialsumme auf die Abschitzung neuer zweidimensionaler Ex-
ponentialsummen zuriickfiihren.

Was dabei die Fehlerglieder betrifft, so stellt Satz 4 eine Verschirfung
von Lemma 4.9. dar, die fiir unsere spiteren Anwendungen notwendig ist.

Sarz 4. a, B, v’y "', 1, L, ¢ und ¢ seien positive Zahlen; ¢ und s seien
beliebig aber fest. Ferner sei

(17) 1I<r<ag< g2
und
(18) er’” < ¢'r
mat
(19) ¢': =1f2(c+1).
Damit werde
(20) K = fw: jw—§-7| < (+e)r')
gesetzt.

Die Funktion f(w, 2) sei in (K , r) holomorph und erfille die Bedingungen
(21) [fae(w, 0)| =L in K
und
(22) [few, 2)| < el in (K,7).

(23) Fir reelle Paare (w,2)e(K,r) sei f(w,z2) reell und fo{w,z)> 0.

In R sei eine reelle differenzierbare Funkiion B(x) defiwiert, die in
(a, B] den Bedingungen

(24) [B(z)] <"
und

(25) |B'(@)| < 1"[er’
geniigt.

Mit einer in R definierten reellen Funktion p(z) werde

(26) 8= o[f (m, n-+p (m))

a<m<p,neR
B(m)<n+pm)<r’

gesetzt. (Diese Abkiirzug ist sinnvoll, denn wegen (21) und (22) ist ¢ > 1,
und somit ist wegen (18) und (19) 7" <r.) F(w,2) sei die wegen (21)

Acta Arithmetica VIIL 25
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und (22) nach Satz 3 wohldefinierte Bildfunktion. von f(w, #). Damit

werde

(27) F(w,z;y) =F(w,s)—yF(w, ) fiir  (w, 2) e (K, ¢'Lr)
und
(28) S(4,y,¥) = > o(F (m, n+y—Ff(m, 0); y) —np (m)

Ad<m<p,neR
Jo{im, Bm)) <n+y<r(m, ¥)

fiir A >za, | Y| <"
gesetzt. (Diese Abkirzung ist wegen (9) und (18) smnvoll) Dann gilt
(29) 8 < L2 sup IS(4,y, Y)|+o(L-1+log(In" +2)) .
i,
lér

Wenn fiir eine positive Zahl L' wnd eine beliebige aber feste positive
Zahl C die Ungleichungen

(30)  deLr”fer’ < L' < |fuwslie, 0)| < CL' fiir alle @ € (a, f]

erfiillt sind, so gilt auperdem
(31) R <L sup |S(4,y, Y|+ (L7 +1)L 2+
4>a,

lyl=<
Ingr"

+ (" + L) log (L +2) +r'log (L' +2),

und die Funktion fz(m, B(m)) ist dann im Intervall (a, B] monoton.
Beweis. 1. Setzt man fiir « < ¢ < § zur Abkirzung
(+1) ho(®) = fele, B(@), (@) = fal@, "),
so erhiilt man wegen (9) und (24)
(£.2) Ihidm) —fo @, 0)] < eLv”’
Daher ist nach Satz 3 die Funktion
43)  Gale, ) =e(F (@, nty—Fela, 0); y) —np (o))
fir a<z<B, hld) <nty < o)

wohldefiniert. Ferner ist wegen (16) und (23) durch
(4.4) H(‘”; 2/)1 = F;(.’l’, ?/'“fz(ﬂh 0))

eine fiir « < @ < B, h(®@) < ¥ < My(w) reellwertige Funktion definiert, die
dort wegen (14), (18) und (4.2) der Identitit

(4.5) fz(wy H("I"z, '.’/)) =Y
und wegen (24), (4.1) und (4.5) der Ungleichung
(4.6) —r'" < Hiz,y) <r"

(a<z<p, E=0,1).

e ©
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geniigt. Mit diesen Abkiirzungen gilt nun die vorbereitende Abschitzung

47  8< f sup |8 (a, y', 1) y=2dy + T+ T +r'log(Ir" +2),

Lie W<y
wO

Ly

(48 T= S (elm, Him, 0 g))|6alm, 1) dy

—~ L2 a<m<p,ne€R

holm)<n+y<ha(m)
und
1

(4.9) T = max[ 2 ]y—%ly

min (Z12)) k=01 "acm<p,ner
Jn— h)‘(m)]<y

gesetzt ist.
Zum Beweis von (4.7)
a = B(m)

folgt ans (24) a < b.
Wegen (23) und r"* < r ist durch

sei ein beliebiges m e (a, ] vorgegeben. Mit

—p(m), b=r"—p(m)

(4.10) P(z) = flm, z+p(m)}

eine in [a, b] reelle, beliebig oft differenzierbare Funktion erklirt, die
dort der Bedingung

(4.11) P(x)>0

geniigt. Insbesondere besitzt —P(x) eine in [a,b] monoton fallende

Ableitung. Daher ist Lemma 4.7. aus [7] (S. 64) mit
flo)=—Px), n=1%
anwendbar, und man bekommt
(412) §:= 3 e[-P(m)
a<n<b
-~ v
- )Y [ e(—P(2) —na) do-+ O(log (P'(b) — P'(a) +2}} .

L

—P' ()~ <n<—F'(a)+§ a

Wir setzen in der letzten Summe —»n an Stelle von # und beachten die’
wegen (4.1) und (4.2) giiltige Abschitzung

P'(b) —P'(a) = hy(m) —ho(m) < Ln"’.
Dann wird '
b
8 = f Ey(z)dz~+ O(log(Lr'’' +2)),
W<n<h’ a
wo
(4.13) W= hy{m)—%, = hy(m) +%
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und
(4.14) Buz) = e(no—P(w)) fir e<o<bd
gesetzt ist. Mit
Q =1T[a,b], w=IL",
(4.15) Qun = {06 Q: (—1p(P'(@)—n) = u}, (k=0,1),

Qo = (@@ |P'(0)—n| < u}
gilt offenbar .
Q = U Qk,n .

Mit (4.11) erkennt man andererseits, daf die Mengen @, abgeschlossene
Intervalle sind und @, und @y, fiir % + 1 hochstens einen Punkt gemeinsam
haben. Setzt man also

[Buwyaw  tir

W<n<h’ Qrn
so folgt fiir den in (4.12) definierten Ausdruck 8 die Darstellung
(4.17) 8 = 8548+ 85+ 0 (log (Ir* +2)) .
Fiir alle © ¢ Qon v Q1o gilt wegen (4.14)
Bnlw) = —(2mi (P'(w) — )| " Bofw) -
Speziell gilt mit passenden Konstanten Cy, 0,

(4.16) 8i = k=0,1,2,

©

= CuBia) [

(—1)¥(P"(z)—n)

(418)  Eu() y=tdy Hir @eQun, k=0,1.

Wegen (4.11) stellt
(4.19) Qunly): = {2 €Q: u < (—1E(P(@)—n) <9}

ein abgeschlossenes Intervall dar. Daraus folgt auf Grund der gleichm#Bigen
Stetigkeit von Ep(x) in @ fir ¥ =0,1

w20 | f
Qe (—1)%( P (@)—n) “

Aus (4.16), (4.18) und (4.20) erhélt man nun

y=2dy| Biw) dw = [ [ [ Buw)da|y—ay.

Qi)

(4.21) = O [ Siy)y—cdy  fir k=0,1,
u

WO

(4.22) Si(y) = By (x)de

W<n<l’ Qg,n¥)
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gesetzt ist. Im Hinblick auf (4.19) definieren wir allgemeiner
(4.23) QWor 4) = {2 eQ: 4o <P'(@) <ya}.

Man kann offenbar zu vorgegebenem y > und % e {0, 1} reelle Zahlen
gea(y) (1= 0,1) finden, derart, daB die Beziehungen

(4.24) =Y < geo(¥) < Ga(y) <y
und
(4.25) Qualy) = Q (2 + geo(y); % + gral9)

erfiillt sind.
Wegen (4.1), (4.5) und (4.10) ist

(4.26) P(H(m,y)~pm) =y fir him) <y <hym).
Andererseits gilt wegen der strengen Monotonie von P/(x)
@Yo, ¥2) = [H (m, yo) —p (m), H(m, y1)—p(m)]
fir  ho(m) <y <
Aulerdem ist dann H(m, y,) < H(m,y,). Man hat also
2 [ Bw)dw = D (~1Ea(H(m, 1) —p (m))

QWo,y1) I=0,1

Y1 < Iy(m) .

fir  hy(m) <y <9
Mit der Abkiirzung (4.14) findet man fiir hy(m) <y < hy(m)
BB (m, ) —p(m)) = o(nH (m, y)—f (m, H(m, y)}—np (m)).
Wegen (13), (27), (4.4) und (4.5) ist aber
B nH (m,y)—f(m, Him,y)) = F
mit (4.3) folgt also
(4.28) © Hp(H(m,y)~p(m)) = Ga(m,y—n) fir hfm) <y <hum).

Da P(zx) nur reeller Werte fihig ist, folgt aus (4.14) |Ea(z)] <1 fir
a <2 < b; wegen (4.1) und (4.11) besteht das Intervall @(y,,¥,) in den
Fallen 9, << hy(m) bzw. 1, = hy(m) aus hochstens einem Punkt. Daher gilt

0(1) fir alle yq, 1,

< Iy(m) .

(m: y—TJa(m, 0); y”""') s

(4.29) [ E;,(m)dw={
Qo ¥2) 0, fally y, < ho(m) bzw. yo = Iy(m) .
Mit (4.22), (4.24), (4.25), (4.27), (4.28), (4.29) und den Abkiirzungen
Suo®): = D Ga(m, quly)),
W<n<h'
Ro(m)<n-t-gg,oly)
n+gx, 1 (<hi(m)
Sraaly): = 2 1

n

<N
g, o(v)<hz('rn)<»+ax 1)
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ergibt sich nun

Si(y) = Z[(-—l)”lﬂk,m(y) +0(Sk,l,1(y))] fir y>u, k=0,1.
1=0,1

(4.30)

Wegen (4.28) ist stets |Ga(m, gui(y))] =1 und daher

Sraoly) = Galm, qea(y)) +0 (Ska-2a(¥))
w<n<h”
P <t GRS fir y>u, k,l=0,1,

und aus (4.24) folgt
Sraa(y) € Z 1.
W <n<h’
{n—~h(m)|<v
Setzt man dies in (4.30) ein und beriicksichtigt dann (4.21) und (4.24),

so findet man
1

@31)  Si= 0 (=1 [ N Galm, galy) vy
=0 w hplm) <ntap,i{y)<hi(m)
+ Y 0(sy) fir k=0,1
g=0
mit
8¢’ = | | max )j 1) yidy ,
° tlf (k"=°" oty <+ et )<ty
né o)
o0
(4.32) s =[(max Y 1)y—ay,
10 l=01 h’<n<h”
fn—hy(m)|<y
1 1

s [ (33

min{w,1) I=0 |[n—k(m)|<y

1) y2dy .

Da der Integrand von 8§ wegen (4.13) und (4.24) fix v <y < § ver-

schwindet, folgt unter Beachtung von (4.2)
W—h

<f vyt f (h" —W')y~*dy < log(Lr'+2)
fir g¢g=0,1.

(4.33)

Wegen (23), (4.1), 1
(4.15)) findet man mit Hilfe der Substitution y = P'(x)—

Feelin, H{m, n+9))) " Galm, y)dy -

[—u, ul( (ho(m) —n, ha(m)—n]

[ Bua)dew =
Qa,n

(4.5), (4.10), (4.28) und der Definition von Qe (v&l.

e __ ®
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Setzt man dies in (4.16) fiir k¥ = 2 ein, so wird wegen L = 42 und (21)

%

@sy &= [ D

2 el Hm, n4y))) 7 Galm, ) dy +0(83)

—u  h(my<n+y<hi(m)
mit

8= u-t 2 1.
ho(m)—u<a<<h(m)+u
:né(h’,h”)

Die Unterscheidung der Fille u < % bzw. % > % liefert wegen (4.13)
(4.35) 8 <1.
Wir fassen nun die Beziehungen (4.17) und (4.31) bis (4.35) zusammen
und tragen darin wieder die Abkiirzungen aus (4.10) und (4.12) ein.
Durch Summation iiber alle m e (a, f] erhilt man dann eine Darstellung
fiir den konjugiert komplexen Wert der in (26) definierten Summe 8;
die Terme auf der rechten Seite lassen sich dabei wegen (17), (28), (4.3)
und (4.15) sofort durch die Terme auf der rechten Seite von (4.7) ab-
schitzen. Damit ist (4.7) bewiesen.

2. Mit den Abkiirzungen

(4.36) —ho(m)) ,

T(y') = sup Z 1
Ve I [
); (28) und (4.1)

V = max (hy(m)
a<m<p

(4.37)

folgt wegen. (23),

(4.38) SA,y, Y)Y KJ(V) fir A=a [V,
Ferner findet man mit (4.9)
1
(4.39) e [ Jwyray.
min (£272,1)

Aus (4.38) folgt unmittelbar

(4.40) f sup (8 (a,y’, ") |y~—*dy
i ] . .
<L sup: [8(a, y, r)|+min (L7, (Z"") )T (V).
RS 744 )

Wir wollen nun mit Hilfe einer einfachen Abschitzung die storenden
Faktoren (fa(m, H(m, n-{—y)))“1 aus der Summe in (4.8) entfernen. Dazu
benutzen wir die Holomorphie von f(w, 2) in (X, r) und die Ungleichung
{10). Daraus folgt nimlich die Holomorphie der Funktion (fz(w,2))™" in
(K, ¢'r) und die Abschitzung

(felw, 2)) ™ « L™ fiir alle (w,2) e (K, c'7).
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Wegen (20) gilt also eine Potenzreihenentwicklung der Gestalt

Za,k(w —ay)% mit m0=-§r in (K, o'r),
k=0

(fee(w, 2))™

und dabei geniigen die XKoeffizienten a;; auf Grund der zweifachen
Cauchyschen Abschitzungsformel den TUngleichungen

(4.41) aye < L ((%+e)r) o) 7R

Wegen (18), (19), (4.6) und ¢ > 1 erhalten wir speziell fir jedes (m, n,y)
mit a < m < B, ho(m) < n+y < by(m ) eine absolut konvergente Reihenen-
twicklung von (fzz('m, H(m,n+y) )) Diese Entwicklungen tragen wir
in (4.8) ein und schiitzen dann trnnal ab. Dann ergibt sich

. T L1/2 T

(4.42) < g; Lo Tw))

mit

(443)  Tuly)= D (m—woH¥m, n+y)Galm,y).

a<m<p,neR
hy(m)<n-+y<hi(m)
Aus (17) und (4.6) folgen die fiir a << m << B, ho(m) <y < hy(m), 1 >0,
k> 0 giiltigen Identitéiten

m—mn
(m —ax,)t = f W=t -+ (—v'[2)}
—2
und "
’J’
H¥m, y) =r""k— f Fte=1dt
H(n,y)

Setzt man dies in (4.43) ein und vertauscht Summation und Integration,
so folgt

Toly) < (v'[2)''% sup | § Gu(m, y)’.
fza, m<p,n
|17|<r hg('m)<n+y<h1(m)
H(mn+9)<Y

Wegen (23), (4.1), (4.3) und (4.5) ist die letzte Summe fiir 4 > a, |¥| <7’
und alle y gera,de mit der in (28) definierten Summe S(4, vy, Y) identisch.
In Verbindung mit (18) und (4.41) ergibt sich nun

s Tialy) < L7 (1+26) 707" sup [8(4,y, Y)|.
Pl
Wir tragen diese Abschitzungen in (4.42) ein und beachten, daB ¢ > 0

und ¢>1 ist. Da & und ¢ in bezug auf unsere Abschitzungen fest sind,

erhilt man dann
(4.44) T <L sup |8(4,y, T).
A=a

ly<rus
s

e ©
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Insbesondere gilt wegen (4.38)

(4.45) T < L J ).

Verwendet man (4.44) im Falle L2 < Ir"’ und (4.45) im Falle L2 > Ir",
5o findet man

(4.46) T <L7® sup I8(4, y, X)|+min (L7, (L)) I (V).

H’ l<1”

Aus (4.7), (4.39), (4.40) und (4.46) folgt nun

(4.47) S <L sup [8(4,y, V)| + M +M' +r'log(Ir"” +2),

‘*3[5"”

<
WO
1
(4.48) M= [ Jy—
min (Z1/2,1)

und
(4.49) M' = min (L7, (L)) T (V)

gesetzt ist.
Wegen (17) und (4.37) gilt stets die triviale Abschéitzung

J) <r'y+1).
Daraus folgt sofort

(4.50) M < r L7,
Andererseits ist wegen (4.2) und (4.36)
(4.51) V <Ly,

also J(V) <€ #'(In"' +1) und daher
(4.52) M <r(L+L7".

Mit (4.47), (4.50) und (4.52) ist die Abschitzung (29) bewiesen.

3. L' und C seien reelle Zahlen, die der Bedingung (30) geniigen.
In bezug auf die folgenden Abschitzungen sei O fest gewihlt. Wegen (17),
(18), (24), (4.1), ¢>1 und der Holomorphie der Funktion f(w,z) in
(K, r) gilt
Bi(#) = (fue+ (1 —1) B () fu) (@, 1 —Y) B(@) + 1) fir a<o<B 1=0,1.

Mit Hilfe der Cauchyschen Integralformel folgt aber aus (9), (17) und (20)

[fwe(2y Y) —fuo(, 0)| < elr”[er’  fir  a<m<<B, ly| <7’ .
Auf Grund der Voraussetzungen (22), (24), (25) und (30) gilt also
(4.53) ILR2<|M@) <(C+hHL fir a<ao<p l=0,1.
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‘Wendet man den Mittelwertsatz der Differentialrechnung auf die Funktion
Ju(x) an und benutzt dann die zweite Ungleichung in (4.53), so folgt unter
Beachtung von (17) fiir den in (4.37) definierten Ausdruck:

T <@ +y+lsm Y1 w>0).

FeR iy
In analoger Weise erkennt man mit Hilfe der ersten Ungleichung in
(4.53), dal die Menge
we(a, fl: IMe)—Y|<yy fir 1=0,1,y>0, YeR
ein Intervall darstellt, dessen Linge < L%y ist. Man findet also
I(y) < (L7 +y+1)(T 7y +1)  fir

Setzt man dies in (4.48) ein, so wird

y=0.

(454) M < (@' +1) (T og (L7 +2) +17).

Andererseits folgt aus (30) Ir'’ < L'r'. Wegen (4.51) ist also
J(V) € (L' +1) (T I +1) .

Wir tragen dies in (4.49) ein und erhalten dann

(4.55) M < (L )@ I

Aus (4.47), (4.54) und (4.55) folgt nun sofort die Abschitzung (31). Aus
(4.1) und (4.53) folgt schlieBlich die Monotonie der Funktion f,(z, B(z))
in (a, 8]. Damit ist Satz 4 vollstindig bewiesen.

Mit Theorem 5.9. aus [7] (S. 90) erhélt man

SATz 5. Hs sei b>a-+1 und L> 0; ¢ sei eine beliebige aber feste

positive Zahl. f(x) sei eine in [a,b] zweimal stetig differenzierbare reelle

Funktion, die der Bedingung

(32) L<|f"@)| <L fiir
gewiigt.
Dann gilt

e<e<b

2 e(f(”')) < (b —-—a,)Ll/2 L7,

a<n<b

In den beiden folgenden Hilfsséitzen stellen wir einige Polynomab-
schéitzungen zusammen.

Sarz 6. Hs sei ein Polynom

g
Pu) = Zamum aus  R[u] mit ay # 0
m=0

icm

‘® ®

Verschdirfung der Abschitzung von [ (%4 if) 375
gegeben, dessen Gradg eine beliebige aber feste Zahl >2 ist. Die Diskrimi-

nante von P (u) sei von Null verschieden und werde mit D bezeichnet. 2y, ..., %
mogen die Nullstellen von P(u) bezeichnen. Fiir alle x ¢ R?* werde

P(z) = j n o "y

(33)

und "

(34) || = max (|z,], |2.])
gesetzt.

Dann gilt fiir alle (1,z) mit 0 <1< g—2, v e R? 2, P(x) #0

1B P@)™ < [DI7® D) anl a0 wy— gy
o<m<g
1<I<g

Fiir alle x e R mit P(x) = 0 gilt

(35)

(36) [ P@) 7 < 1D Y [l gl e — 5]

Beweis. 1. Es sel 0<1< ¢, v <R und 2, P(z) # 0. Mit 3: = @[,
gilt dann wegen (33) P(x) = 2{P(z) und daher wegen (34)

lof'| P(2)* < a7+l P(9)[ 7
Wegen D 0 und (s —2;) = 22—2;2 (j =1, ..., g) gilt andererseits die
Partialbruchzerlegung

Mo PE) = ) AP ) @)t

1<7<g

0o<n<yg.

Inggesamt erhidlt man also

g

| P ()7 < ) (L4 P)IP () ] ™ s — 2y

i=1

(6.1)

Ferner folgt aus

D = alo™V (Cm—21)°
1<I<m<g
und
P'(z)) =ay H (2i—2) G =1,..,9

die Identitit

DM P = a5 [T Gu—s (G =1,000).
ISLI’:ZI}(F

(6.2)
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Nun sei ohne Begchrinkung der Allgemeinheit
(6.3) [em—] < lom| fiir m=2,..,¢.
Dann erhilt man

I1 Gnmso <[ IT ] [T tsul"

1<I<m<g lsm<j j<m<g
Lm#]

Setzt man dies in (6.2) ein, so érgibt sich. wegen D 5 0

g
(6.4)  (L+HDIP @)™ < 1Dl [ [lenl™ (=1, .., 9)

m=1

mit passenden y;,, die den Ungleichungen

m—1 fir m=1,..,j—1,

0 <Yjm< 4 fiir m=7j,

m—2 fir m=j+1,..,¢
geniigen. Daraus folgt wegen 1< g
(6.5) 0 <Ysjm <max(l,g—2) £ir j,m=1,..,¢9.

2. Es seien reelle Zahlen %y, ..., ¥, und y mit

(6.6) 0<ym<y<yg (m=1,..,9)
vorgegeben. Wir wollen zeigen, daf dann die Abschitzung

g 9
(6.7) [zl < 3 (Gnfa,)?

m=1 m=0
gilt.
Da (6.7) im Falle |z,| <1 trivial ist, kénnen wir ung zom Beweis
auf denn Fall

(6.8) |2l > 1
beschrinken. Setzt man
(6.9) =277

80 ist wegen (6.8) die Menge aller m € [1, g] mit |2,| > s 2 fir mLn< g
nicht leer, sie enthélt also ein kleinstes Element, das wir mit j bezeichnen
wollen. Wegen (6.3) und ¢ < 1 folgt nun

(6.10) |#m] > 6o=m fir m=qj,..,¢
und
(6.11) lom| <eo—7+1  fiir m=1,..,§-1.

Daraus gewinnt man wegen (6.6) die Abschitzung

g g g
]zmlﬂm < ” c(ﬂ—m)Vm(lzm]/OH—’m)'um < ” (cm~a’ ] )ll.
1 m=7

Mm= m=7

) ©
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Da g und y beliebig aber fest vorgegeben sind, gilt insbesondere wegen (6.9)

g

. g
(6.12) ‘ el < [ [ 1enl?.
. 1 m=7j

Andererseits gilt mit der Abkirzung
(6.13) ' ho=g—jl
die Identitét .
h
Aj1fty = (=1 Z H By

1€<n<.<p<g k=1

und daraus folgt wegen (6.10)

619 sl s[[Jemli- S W,

m=4 nelLgl?

.....

wo

gesetzt ist. Wenn nun n der letzten Summationsbedingung geniigt, so
existiert offenbar wegen (6.13) ein I e[1, ] mit

m<j und wpz=j fir k=1+1,..,h.
Dies hat aber wegen ¢ < 1, (6.10) und (6.11) die Ungleichung

1 q
— - —(g—1 1
wo= [l [] o ren i<
k=1 m:f

MFENE
(I<k<h)
zur Folge.
In Verbindung mit (6.14) ergibt sich somit

(6.15) a_s/ay| > (1—2%) ]] |#m -

Wegen (6.9) ist 1—2% = %, und daher folgt ans (6.12) und (6.15) die
Abschitzung (6.7).
3. Aus (6.1), (6.4), (6.5) und (6.7) ergibt sich nun fiir alle 1, =), die
den Bedingungen
0<l<yg, zeR' wund z,P(z)y+#0
geniigen, die Abschitzung
o1 P(@)]* <D™ D) Tumlmi|

o<m<yg
<<y

ARE
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mit

L S [
Hiermit sind die Behauptungen (35) und (36) unter der Binschrinkung
o, # 0 bewiesen.

Wir miissen noch zeigen, daf (36) auch im Falle #, = 0 gilt. Dazu
sei ein beliebiges X ¢ B* mit X, =0, P(X)+# 0 gewihlt. Wegen der
Stetigkeit: der homogenen Form P(z) existiert dann ein ¢ > 0 mit

P(X+(g,0)#0 firx 0<g<eo.
Nach dem bisher Bewiesenen gilt also fiir jedes ¢ (0, ¢] die Abschitzung
(36) mit & = X (g, 0), und dabei hingt die <-Konstante nur von g ab.
Wir diirfen also auf beiden Seiten den Grenzibergang ¢—»0 durchfithren.
Wegen (34) ergibt sich dann (36) fiir den Fall » = X. Damit ist Satz 6
vollstindig bewiesen.

SATZ 7. Bs sei ein belichiges aber festes Polynom P(u)e R[u] vom
Gradg > 1 gegeben, dessen Nullstellen 2., ...,%, hochstens die Vielfachheit
q besitzen.

Unter Verwendung der Abkiirzungen (.33) und (34) ¢ilt danm fir olle
x e R? mit P(x) #0

(37) |2~ P ()| < Z | — 5, 7%
J=1

Beweis. Im Falle @, = 0 ist (37) trivial. Daher sei jetzt
ze R? P(x)#0.
Ohne Beschrinkung der Aligemeinheit konnen wir uns die Nullstellen
21y ..., % 50 numeriert denken, daB fiir ein natiirliches k¥ < g die Zahlen

21, .-+ % alle untereinander verschiedenen Nullstellen von P (%) darstellen.
Wegen g >1 gilt dann mit passenden nichtnegativen ganzen-Zahlen

und @,

1 (j =1, ..., k) und passenden, nur von P (u) und sgn(a,/z;) abhingigen
Zahlen Aj; (j=1,..,k 1=0,..,1;) die Partialbruchzerlegung
(7.1) (1+ (sgn (@of ;)" )P ) Z Aju
1sf<h:
oIl
Nach Voraussetzung ist aber I, < ¢ fir j =1, ..., k. Wegen
) 0<lmi<lol, O<im—ea <zl (=1,..,k
gilt also ’
lwz/%—wl"l < |wlllwa~~1wll“l < |of) @ —25,) 7"
fir j=1,..,% 1=0,..,l;. In Verbindung mit (7.1) erhilt man nun
(1+ @) P anfo)| 7 < Jal® D) @y —za| 0.

1i<k
Unter Beachtung von (33) und (34) folgt daraus sofort (37).
Wir schitzen nun drei spezielle Summen ab.

icm°®
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SArz 8. Es sei 0 < g <1 und W = 1; w und 2 seien beliebige komplexe

Zahlen.
Dann gilt
(38) D In—at < MW,
hkb—_;:ll(W
wo
1—g)* i
(39) o ={ (1—q) z‘m Falle ¢g<1,
log(W+1) im Falle ¢g=1
gesetzl st.
Beweis. Mit den Abkiirzungen
8= m—2™, &= D 1

1< n—2<W {n—w|<W

gilt offenbar

(8.1) D et < B+WTY.
In—z{>1
In—w|<W
Wegen W =1 existiert ein k> 0 mit 28 << W < 28+, Damit wird
®
8 < 97k 1< 22(1—11)1 )
o<k 2l jn—a]oH1 i=0

Daraus folgt aber

(@70—1) 2% falls
k41, falls
Wegen ¢<1 ist 2'7?2—13> (1—g)log2, und wegen kLW ist kK41
< log(W -+1). Mit der Abkirzung (39) folgt also 8 < MW'~% Wegen
W >1 ist andererseits 8’ < W, also erst recht 8 < MW. Wegen (8.1}
ist damit die Abschitzung (38) bewiesen.

SATzZ 9. Bs sei v> 0, und -damit werde fir alle © < R

g<1,

s<{ 1=t

(40) = (202, B+ 021)

gesetzt.
Dann gilt fiir alle (W, w, Z,2) mit W.=

D 1< (v]w—z1>—lwz+w+z.
neRr?

[na—twn | <W

Ing—emi|<z

Ferner gilt fir alle (¢, W,w, Z,2) mit 0<g <4,

(42) >

neR?
lna—sml>1
lm-—wnllsW
o<inil<z

>1, w#z

(41)

W1, Z>0, w#*s

[ng—ami| ™ < v w—2|OWZ .
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Beweis. 1. Die linke und die rechte Seite von (41) und die Vor-
aussetzung W>1, Z>1, w #2 bleiben ungelndert, wenn man dasg
Paar (W, w) mit dem Paar (Z,z) vertauschs.

Daher geniigt es, (41) unter der Voraussetzung

1<Z<W, w##
zu beweisen. . .
Aus der letzten Bedingung folgt aber fir jedes n ¢ R? mit
|ns—wngl KW, |m—em|<Z

die Beziehung

[(w—2)ni| = [ns—ani—(ni—wni)| < W+Z <2W,
also wegen (40)

I < Wolw—2] uwnd |ne+1—22)om| < Z.

Demnach ist die Summe in. (41) < ((wifw—zl)'lW +1) Z. Damit ist aber (41)
bewiesen.
2. Bssel 0<g<d, W=1,Z >0 und w + 2. Zur Abkiirzung werde

Ry = (1, o0), B, =[0,1]
und

D Im—emi™ (=0,1)
né€R?
]n;—zn'1|>1
In;——um{l €R;n[0,W]
o<|m|<Z

8;

i

gesetzt. Da aus
neRt, |m—am|>1, l<[m—wn|<W, n#0
die Abschitzung
|mg—amf| ™t < W ns—zng| = ns —aon]|
< W (w —2)omy| (1§ —2ni| ™ | nf —wnf|?)
golgt, gilt (vgl. (40))
8y € W (w—z)|"*8(Z/2v, 0, 0)sup (W, w', #')
mit o
8w, w', 2') = Z-l |n—2'|7%.
a4
‘Wegen ¢ < % gilt nach Satz 8
8w, w',2) «x~2 fir alle 2 >1.
Da 8(», 0,0) fir 0 <2 <1 verschwindet, folgt speziell
(9.1) S(x,0,0) < 2r~7 fir alle 2>>0.
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Insgesamt ergibt sich also

9.2) 8o < (W0 (w0 —2)[~ Y Zfo)" " W'~ =y~ |ox —a|"TW 21,

Aus e B [ni—ang| > 1, |ns—wni| <1 folgt andererseits wegen (40)
1w —2)om| < |mz—amg|,

und das liefert wegen (9.1)

8 < lw—2|"%78(Z/2v, 0, 0) < v~ Y w—2"2"",
also wegen W > 1 erst recht
(9.3) 8 € v w—2"'WZ 2.

Da die Summe in (42) gleich 8,4+ 8, ist, haben wir mit (9.2) und (9.3)
die Abschitzung (42) bewiegen.

§ 2. Beweis des Hauptsatzes,

L Im folgenden sind alle 0- und <-Konstanten absolut. Cyy oy oe
bezeichnen passende absolute positive Konstanten.

Es sel nun ein beliebiges ¢ > 3 vorgegeben. Auf Grund der approxi-

mativen Funktionalgleichung der Zetafunktion (vgl. [7], S. 78, (4.17.1)
und 8. 79) gilt dann

L) = D) atiig(dit) Dm0

1<n<iue 1<n<ire
mit
(43) ¥ =2
und
lrG+i)=1.
Man hat also
(44) i <| > o
1<ngt’1/5

Da die Funktion £~2 fiir > 0 streng monoton fill, findet man durch
partielle Summation

(45) 2 nUti g g2 max |S(a,d’) Lfir 1<a<b
a<n<b a<b’'<h
mit
(46) S(a,b) = 2 nit,
a<n<b

Zerlegt man nun die Summe in (44) mit Hilfe der Identitit
(47) 1,o] = U (2, min(2*, 2)] (2> 0)

k=0

¥y

Acta Arithmetica VIII 26
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in O (logt) Teilsummen und verwendet zur Abschiitzung dieser Teilsummen
(45), so ergibt sich

(48) L+ < sup a7 8(a, ) )logt 1.
ym
2. Bs sei
(49) 1<a<b<2a,
(50) b<t
und
(B1) <1<

Ingbesondere ist dann () mit =1, erfullt
Ferner geniigt die reelle Funktion F(z)=t'logz (>

titdten

0) den Iden-
o(F(n)) =n* (n>0)
und

Fin+m)—F(n) =tlog(L+mn) (m,n> 0) .

Nach Satz 2 folgt also (vgl- (46))

—~12 1/z

(62) 8(a, ) < arg™+(ar)® + (afr >1”max 18,1, )]

wo

(53) S,y = 3 elflm,n) (a5 >0)
sy

und

fi@,y) = t'log(L+aly) (z,9>0)
gesetzt ist.
Nun gilt offenbar fir a’,b’ >0, 2 << a/2

P

0<i<p
o' <m<bt,neR
a<n+I<d
max |8ya’, ¥, 8, B, '”’)i
ajt<n<b OSH'<B<E

8w, b)) =[BT D) Sula', b)) =B elfu(m, n-+1))

o<i<p

< g
mit

(B4) Sya, by BB N) = D elfm, N+1) (a0, 8,6, N>0).

Wir schiitzen jetzt die #uBere, tiber (af2,b] erstreckte Summe trivial ab
und zerlegen auflerdem die inneren Summen Sy(a’, b', § ﬂ" N) nait Hilfe
der Identitdt

(8581= (B, 81— (", B] (OB <p"<h).
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Wegen (49) wird dann

(85)  Sy(a', 1) < ap™ sup |8y(a’, V', B, B, )|

0<p'<p

a/2<N<b

fir o/,0'>0,2<p<a2.
3. Bs sei

(56) 2<r e < L2,
(87) 1’ < (aBft)2log—1t
und
(58) a2 < N < 2a
Auflerdem seien reelle Zahlen ' und g mit
(69) 0<p <p
und
(60) r<f<oas (a<3)

' gegeben. Die Konstante ¢, wird spiter noch genauer bestimmt. Unter

diesen Voraussetzungen wollen wir Satz- 4 zur Abschitzung von

(61) 8y = 8y(a’, b, B’y B, N)
verwenden.

‘Dazu betrachten wir zuniichst die in |w| < N/2, |2| < N/2 holomorphe
Funktion

(62) falw, 2) = t'log (L +(N +2) "),

wo unter logs der Hauptzweig der Logarithmusfunktion verstanden wird.
Auf Grund der Beziehungen (58), (60) und

2 (_1)1—11—181

I=1

(63) log(1+s) = (ls] <1)

ist bei geniigend kleinem ¢, die folgende Aussage richtig: Es sei
= {w: lw—4r|<7r}.

Dann ist f,(w,2) in-(K. N/2) holomorph, und man kann Konstanten
€y, 63 mMit .
<1< ¢y

(64)

finden, so daB8 mit den Abkiirzungen
(65) v = 1'|N?
und

(66) L; = c,wr'|N

26
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die Beziehungen

(67) fus(w, 0)| > Ly in K,
(68) [fazelw, 2)| < 6L, in (K'y N[2),
(69) folw,2) R,  fudw,2)>0 n Ra (XK', N[2),
(70) fasw, 2) = —ow(1 +2/N)2+0@wl¥N) in (K, N[2)
und
(71) folw, 0) = oNw+0(or'?) in X
gelten.

Zur Anwendung von Satz 4 setzen wir nun

a=a,7 .5=bl; r=p, "':""N/27 L=1Iy, '03037 g== k.

Diese Zahlen gind nach Voraussetzung positiv. (17) ist wegen (56) und (18)
ist wegen (58) und (60) bei genfigend kleinem ¢, erfilllt. In (20) ist K = K'
zu setzen.

Die Funktion f(w,2) = fo(w, #) ist dann in (X, r) bholomorph und
gentigt wegen (67) und (68) den Bedingungen (21) und (22). (23) ist wegen
(69) erfiillt.

Die Funktion B(z) = §' (@ ¢ R) geniigt wegen (59) den Bedingungen
(24) und (28). Wegen (54) diirfen wir in (26) 8 = §, setzen (vgl. (61)).

Fyw, #) bezeichne die in (K, ¢'Ir) holomorphe Bildfunktion von
folw, 2), und es werde (vgl. Satz 3)

Folw, z,y): = Fylw, 2)—yFo(w, )  fir (w,2) e (K, dIr)

gesetzt. Die Summe in (28) ist dann durch

Syd,y, Y)= e(FZ(myﬂ‘i'y'“fﬂz(m’O);f’/))
Ad<m<y’ neR
Fazlm, B')<n+y<fag(m, ¥)
Aza, |XI<H
zu ersetzen.

Mit diesen Spezialisierungen gilt nach Satz 4 die Abschitzung (29).
Der dort auftretende Term log(Ir'’42) ist wegen (38), (60), (65), (66)
und ¢ 3> 3 in unserem Falle < logt. AuBerdem verschwindet wegen (69)
Sy(4,y, ¥) fir ¥ B, Man erhdlt also
(12) 8 <L sup [8y(4,y, T)|+r (LT +logi) .

]#:Lalﬁ

p<¥<p
Wegen (vgl. (19))
(73)

und

oIr =V: =¢ur, o = Cy/4{cg+1)

o'r = e N, ¢ = 1[4(cs+1)

e ©
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ist Fy(w, #) in (K', V) holomorph und geniigt dort wegen (12) bis (14)
den Beziehungen

(74) |Faol2e, 2)] < 26N,

(75) Fz(wy 0) = —fy(w, 0)

und

(76) foeltw, Facfte, 2)) = foslw, 0) +2 .

Wegen (16) und (69) gilt

(77) Fyw,z)e R in RE~(K,V).

Da wegen (64)

(78) <6<

ist, hat man

(79) lefow| < 2Vjer' < L fiwr alle (w,2)e (K, V).

Mit (70), (74) und (76) findet man jetzt fir alle (w,s) e (K’,V)
— 0w (1 + Faop(w, .9)/1\7)_2 + O (»|wP/N) = —vw+O(v|wP/N)+s,
nach Division durch »w hat man also ‘
(80) {1+ Faog(w, 8)/N)™* =1 —s/vw+ O (') .
Bei hinreichend kleinem ¢, ist wegen (60) der absolute Betrag des letzten
0-Terms < %. Daher JABt sich (80) in der folgenden Weise nach Fyu(w, $)/N

auflosen: Bezeichnet man fiir jedes y¥ den Hauptzweig der Funktion
2v mit hy(z), so gilt fiir alle (w, s) e (K', V)

Fosw, 8)[N = h_yp(l—sfow)—1 4 O('[/N).

Durch Integration in bezug auf s folgt nun wegen (71), (75) und (79)
die Darstellung

(81) Fofw, 2) = —oNw—N (20w (hap(1 —5/vw) —1) +2)+0(vr)
in (K',V).
Wir benotigen im folgenden die in K’ holomorphe Funktion
d(w) = fo(w, 0) +vw.
Bei hinreichend klein gewdhlterm ¢, ist wegen (70) in K’
(82) |d(w)| < egvr’- ¥ N< V]2 .
Insbesondere ist fiir jedes y die Funktion

(83) Fy(w, 2;59): =F2(w;z—d(w);y) in (K, V/2)
holomorph. Aus (74) und (82) folgt unmittelbar fiir jedes y
(84) Fy(w, 2;y) = Fo(w, 2) + O (v +1y|N) in (K, V[2).
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Wegen.
huale) = . (f) (e—-1) (-1 <1)
1=0
folgt mit Hilfe der Cauchyschen Integralformel aus (79), (81) und (84)
die absolut konvergente Entwicklung

(88) Fy(w+w,z+e5y) = 2 Frnnlw, 25 y)w'me'™

mn=0
tiir alle (w, 2) € (K", V/4), lw'| <r'[4, & < V4,
wobei
K" = {w: jw— 37| <47}
und
(86) Fmamlw,2;9) = -—"UN(;) (2) wt-m —I~NZ Crmn 0t -l

- O (o113 4TI
mit
(87) Cumm = 2(—1) G) (l;l) C;,)

gesetzt wurde. . .
Gleichzeitig erkennt man, daB die Funktionen Fon{w, 2;y) in

(K", V/4) holomorph sind. ] .
Wir wollen jetzt noch die nichtlinearen Summationsbedingungen in

der Definition von Sy(4,y, ¥) (vgl. S.32) durch lineare ersetzen: Mit

dy(@): =1—1+a/N)2 (2> 0)
folgt aus (56) und (70)
focl i, @) +vm = vmdy(x) 4- O (vr'?/N)  fiir o <m<b, 0 o<p.

Auf Grund des Mittelwertsatzes folgt aber aus (58) und (60) bei gentigend

kleinem ¢,

(88) 0 < dyo) < 2N < /16 fir 0<o<p

und daher wegen (36) und (73)

(89) 0 < omdy(w) < 4dor'fIN < V/8 fiir ad<m<b,0<0<p.

Wegen (83) ist also die Summe

(90) BJ(4,y,Y): = e(Fa(m, n+y +vm; y))

wmda (") <ﬁ:z7—’l‘f2$u<md1( X)

fir A>a, yeR, 0< Y <p sinnvoll definiert, und wegen 7’ >1 folgt
Sa(d,y, ¥) < |84, y, T)|+r'(oryN+1).
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Wegen (43), (57), (58), (65) und (66) ist aber

’Ur’zl_N <1 <logt< (T’Ll)_”z < Ll_ll,_, )

In Verbindung mit (72) erhalten wir somit die gewiinschte Abschitzung

(91) 8 < L' sup |8,(4,y, V)| +r LT,
i,

4. Bs sei
(92) Ad=a, <L, uwnd F<YKB.
Ty, T,, T; seien reelle Zahlen, die den Ungleichungen
(93) 2< <2 rpla (1=1,2,3)
mit
(94) v = t/a?
geniigen. Wegen (43), (58) und (65) ist
(95) - 2% Lo <<
und daher
(96) T, <4w'BN (1=1,2,3).
Wegen fla < % (vgl. (60)) gilt auBerdem
(97) T, <20 (1=1,2,3).

Wir wollen nun die Summe 8,(4,vy, Y) durch eine dreifache Iteration
von Satz 1 weiter abschitzen.

Dazu setzen wir in Satz 1

ap =1, by =2r", ay=-—y, by=4dvr'f{N—y
und fiir ein beliebiges 1€ {1,2, 3}
’7'1=T1/2’D, ’V'BZTI.

Dann ist (1) wegen 7' > 2 und T;> 2 (vgl. (56) und (93)) erfiillt. Wegén
(93) und (96) ist (3), und wegen (56), (89), und (92) ist (2) fiir jede Teil-
menge G von
(98) @': ={weR*: A<z <, v0dy(f) < 2oty + 12 <vm dy(Y)}

erfillt.

Nach Satz 1 gilt nun fiir jedes GC 6" und jede auf G reelle Funktion
f(z) die Abschitzung (4).

Fiir den Summationsbuchstaben m, der anf der rechten Seite von (4)
auftritt, hat man auf Grund unserer Spezialisierung die Bedingung

(99) max (2vmy, my+om;) < T


GUEST


e ©

358 W. Haneke Im

Wir setzen daher im Hinblick auf (34) und (40) fir alle e B*

(100) 2’ = (20, By -+ 02;)
und
(101) & = max (o, (@) .
Danu ist (99) mit der Ungleichung
Im'| < T

dquivalent.

Setzt man nun noch
(102) T4 = max (1520, 1)
und
(103) Wy = o2 B(N T3 )™,

so folgt aus (4)
oy elim) < wit[ 3

neqd meRt neGn(G-m)
|m/|<T1

off(n-+m)—f(m)||”

fiir jede Menge & C &, jede auf G reelle Funktion f(#) und I =1, 2,3.
Der dreifachen Iteration dieser Abschitzung schicken wir die folgenden
Abkiirzungen voraus:

Bs sei k=2 und X ¢ (R** Dann bezeichnen X, ..., X diejenigen
wohlbestimmten Elemente aus R?, filv die X = (X, ..., Xx) ist. Wegen
% > 2 ist hierbei eine Verwechslung mit der analogen, auf Seite 359 ein-
gefithrten Bezeichnung nicht moglich. Nach Seite 359 bezeichnen speziell
X, und X5, die reellen Komponenten von Xj.

Jedem g € [0, 1] ordnen wir das Element

9X: =g Xy + .o Xy e R?
zu. Insbesondere ist dann
(9X);= th X1j+ ..+ e Xy  Fir §=1,2.
AuBerdem wird unter Verwendung von (100) und (101)
X = (Xi,..., X%

und .
1x =[x
I=1
gesetzt.
Durch
(105) fal@): = Fy(wy, @ +y+v2;5y) (@el@)

ist wegen (77), (83), (89) und (98) eine auf G’ reellwertige Funktion de-
fintert. Daher diirfen wir in (104)

G=6G, f(z)="Ff(z) uwd I=1

Verscharfung der Abschateung von &(:+ it)
eintragen. Wegen (90) ergibt sich dann

(106) S,y 1) < W[ ) 18m[”

Dabei wird allgemein fiir ke {1, 2, 3}, X ¢ (R)*

(107) 8o Xy oy i) = 85(X): = ) elfx(n)),
neGy
(108 G T == LA
) x mo’ub(G 9X)
und
(109) Jx@): = D (~1H(atgX) (26
€[0,1}%
mit ’
(110) s(g): =gi+..+gr fir geRE
gesetzt.

Fir ke {l,2}, X e (BY)* darf man somit in (104)

G=0x, f(@)=fx(z) und I=%k+1

eintragen. Dann ergibt sich offenbar

1) SE) < W[ Y 18X, ., X, myl]

meR?
|m’|<Trss

fir  ke{l,2}, X e(BYE.

389

5. Zur weiteren Abschitzung der Summen 85(X) (X ¢ (R%)*) betrachten

wir die Ausdriicke

(112) 8p(X): = > (-0 XE (k1> 0, X e (BY).

geo1R

Wendet man auf (¢X)f und (gX); den Polynomialsatz an, so folgt

k! [4]

ng,I(X) = ——
o ooy my el mg! Myl my!ng!

S(m)=k, s(n)=1 =

3
Buy= D (-7 [[g# fix  we0, oo)f

gelo,1]3 F=1

gesetzt ist. Nun ist aber offensichtlich

8 -
Blu) = n[j(*l)"ﬂgwl = { 1, falls min(e, uy, u) > 0,

i1 = 0  sonst.

3
B(m+n) | | XYXH,
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Das liefert: speziell
(113) S X

Xy =k D HX ™Y fin

ne[0,1]2 j=1
s(n)=1

)——0 fir  k+1<3,

(114) S X k+1=3,

wnd mit Hilfe des Polynomialsatzes erhilt man fir k-+1>3

Sk,l(X) < Z 3’”’1 I] |Xl'n1 < I~X| (3 S—“ ]X |)k+l—3.

(113)
n€[1,00)3 j=1
8(n)=k+1
6. Nun sei ein beliebiges X e (E?)® mit
(116) X< fir 1=1,2,3
gewahlt.

Bei hinreichend kleinem ¢, ist wegen (58), (60), (73) und (96) spesziell

8
DX < 12008/ < V24,
1=1
also wegen (78), (99) und (100) erst recht
8
D Xu| <4
=1

In Verbindung mit (85), (112) und den Abkiirzungen auf Seite 388 erkennt
man nun, dal die Funktion

(<) @ Fyfw+ (9X)s, 5+ (0X a3 9)

gefo,1)?

(117)

(118) flw,2): =

in (K", V/4) holomorph ist und dort die absolut und gleichmﬁﬁig kon
vergente Entwicklung

D) Funlw, 25 9)(20) "Bl X')

mn=0

{119) flw, 2) =

besitzt. Aus (109) und (118) folgt die Identitét
(120) fx(@) = fu@yy 2 +y +v1)
Andererseits existieren wegen (98) und (108) reelle Zahlen

. fiir alle xeGx.

(121) a', b e[, 20, w =0, %' =0,
so dall mit den Abkiirzungen
(122) Byz): =vd(f')e+u (@eR)

By(x): =vd(Y)w—u"’
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die Identitit
(123)
gilt.
. pa im Falle Gx = ¢ die Summe §5(X) = 0 ist (vgl. (107)), kénnen
wir im folgenden '
(124)

Gx = {me R 0" <, <", Bym,) < o, +v0, +y < By(2)}

Gx # 0
voraussetzen. Dann konnen wir uns aber wegen der Linearitit der Funk-

t.xonell} l?.,(m) und B(z) die Zahlen a” und b so gewihlt denken, daf
in (a”, b"] durchweg By(z) < B,(x) ist. Daraus folgt wegen (89) und (92)

(125) 0 < By(z) < By(w) <4or’'B/N  fiir e’ <ao<<b'.
Mit (107), (108), (123) und (125) bekommen wir nun

(126) 8(X) = 8, -8,
WO
(127)  Spes = efflm, ntp(m)) (G =0,1)
a’<m<b”’, neR
Bjim)<n-+plm)<sor’ N
und
(128) p@) =vxt+y (zeR)

gesetzt ist.

er WOHB]J: nun die Funktion f,(w, 2) genauer untersuchen Wegen
(}13) k?nnen wir die Summation in (119) durch die Bedingung m +n > 3
einschrinken. Im Falle m 47 > 3 verschwinden in (86) die Koeffizienten

(:@) (3) wnd  Cymn fir I <max(l,n).
Wegen (60), (66) und (92) ist
w2 +|y| N <or' g,
und, wegen (73) und (78) ist -
20)"" ()T < (V)™

Insgesamt hat man also

(129)  (20) " Funlw, 25 )
= N D27 O a(vwo) " 40 (00" B(V]4) ™)
I=n
fiir m,n >0, m+n >3 und (w,2) e (K", V/4).

Mit den elementaren Ungleichungen
o<(f ) <2, ‘(”ky)] <P (g, k>0
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bekommt man

(130) |Cmal < 472" (L, my 020, m4n=3).

In Verbindung mit (79) folgt also fiir alle (w, 2) e (K", V/4)

Ormn000) 77" = Cymn(efor0) ™" (vw) "
< 41zm(16)n—12m+n(v,’,,)1-m—n .

Setzt man dies in (129) ein, so kommt wegen B < N, (73) und (78)
(20) "™ Fomn(0, 23 y) < (V4NN fiix m,n >0, m+n>3, (w,2)e(KX”, V/4).
Wegen (115) und (117) ist fir m,n >0, m+n >3

Sm,n(X') < lX,l (36@7”3/N)m+“—8 < IXII(V/s)m+'rA——8 .
Insgesamt hat man somit fiir alle (w, ) e (K", V/4)

3 (20) ™ Fmal0, 2 9) Smnl X') < VNIX'|or" BIN < (09) B X|.
mmz=0
mEn>3

Andererseits folgt aus (114), (115) und (129)

D (20) " P, 2 ¥) Sl X7)
mn=0
m+n=8

=N 2 2-—m Ol,m,nsm,n(xr) (,u,w)l-l—mzl——n a4 0 ((,‘W’)»-Zﬁlx,l)
man0
m+n=3

fiir alle (w, 2) e (K", V/4).
Ergetzt man in der letzten Summe den Summationsbuchstaben I
durch 1+n, 50 erhilt man in Verbindung mit (119) die Darstellung

(131) fy{w, ) = NZ UL X) (ow) > 7'+ O (') *1X") in (K", V/4),
1=0

wo

(132) Ul(-X) = 2 2—m02+n,m,nSmm(X')

m,n=0
MAN=8

(1>0)

gesetzt ist.
‘Wegen (115) und (130) gilt offenbar

(133) T(X) < 44X’ (120).
-Die Reihe in (131) konvergiert also in (K", V/4) gleichmiBig. Daher
stellt der O-Term auf der rechten Seite von (131) eine in (K”, V/4) holo-

morphe Funktion dar.

icm

(137)  Feunlw, 2) = (6UH(X) +Ro(w, 2)) No?w*  in
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Somit erhdlt man mit Hilfe der Cauchyschen Integralformel die
Abschétzungen

fauel0, 2) = 2N Uo(X) (vw) ™ + O (V| X'| (vr')“[z]) + 0(B1X"|(vr) ™)
in (K"”,v/8),
fusw, 2) = —3N UY(X)o~"w ™+ O(N|X'|v™*r *Je]) +
+O(BIX| (o)) i ([, 2, V[8)
und

Frow(w, ) = 6N U(X)v 2w ™+ O (N| X |0~ o)) -

——

+O(BIX | (or) ™) in ([, 201, V[8) -

Es gibt also Funktionen 'Rj(w, 2) (j = 0,1, 2), die in (K", V/[8) de-
finiert sind und den Beziehungen

(134) |Bi(w, #)| < &|X'[(B/N +]elfor’) in (K", V[8),

(185)  fassltt, 2) = (2Us(X) +Rolww, 2)) N (wow)™*  in (K", V[8),
(136)  fuus(w, #) = (=3 T(X) +Ry(w, 2))Nv-3w—* in ([, 2], V[8)
und

([, 2, V/8)

geniigen.

Mittels dieser Darstellungen werden wir in jedem der folgenden
drei Unterabschnitte fiir den Parameter X Bedingungen aufstellen, unter
denen sich Sy(X) nichttrivial mit Satz 4 bzw. Satz b abschitzen 148t.

6.1. Es sei

(138) [T X)| > 6| X'/ faxr 1=1,2
und
, je{0,1}.
Wir wollen Satz 4 mit
a=4a', B->0",

1"’ = 4vr' N,
7 = e vr'| U X)|[| X'},
L = |T(X)| N o)™,
c=4-3, e=1%,
I = |T(X)| No %2y ™, ¢
fw, 2) = (sgn Us(X))fu(w, 2)
B(x) = By(z)

I
[S-]
%

anwenden.
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Dazu miissen die Konstanten ¢z und ¢, genauer bestimmt werden:
Aus (133) folgt

(139) [TR(X)] < 0] X7
Daber ist

T < Gyl
und

L < 0| X'\ NV ($or") 4.

Andererseits ist wegen (138)
7 > cg6yur’ BIN

und
L' > | X' po8(29')2 .
Das liefert wegen (73) und (139) !
0gly? ' [4 < 1 << y6rgV [0y
und

Lr'fr' < dey0 'L
Daher wihlen wir zunéchst

6, << min(6,/86y, ¢
und dann unter Verwendung von (19)

0y > maX (0(0’ e5/4) ™, 16ccyfz, o) .
Dann erhidlt man

(140) eped’ " <r<V[8 mit ¢y>1
und
(141) deln'[er' < L' .

Wir priifen nun die Voraussetzungen von Satz 4 nach: Die Bedingung {17)
ist wegen (56), (121) und (124) und (18) ist wegen (140) erfiillt.

In (20) ist

K . KII

zu setzen. Die Bedingungen (21) und (22) sind dann wegen (134), (135),
(138), ¢; < ¢z und ¢y < o7 * erfiillt.

In Verbindung mit (120) folgt daraus auBerdem (23). Wegen (125)
ist (24) und wegen (88) und (122) ist (25) erfilllt.

In (26) dirfen wir wegen (23) und (127)

. { Bor Ux) >0,
Sors Uy X) <0

(142) im Falle

im Falle
setzen.

icm
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F(w,2) sei die in (K, ¢'Lr) holomorphe Bildfunktion von f(w, 2).
Mit den Abkiirzungen (27) und (128) ist dann die Summe in (28) durch

(143) 84,9, X'):

- X o(F(m, n+y ~fi(m, 0); y') —np(m))
A'<m<b”,neR
Fo{m, Blm)) <n+y'<fo(m, ¥’)

fix 4’ >a",y eR, |Y'| <r"” zu ersetzen. Ferner ist (30) wegen (134),

(136), (138) und (141) erfiillt. Nach Satz 4 gilt also (31).
Wir wollen. daraus die Abschitzung

(144) Sors < L7 sup 1854’9y )|+ (7 +1) L7+ (7 +L'7)log?

lyl<Ir’’
<

herleiten.

Wegen (43), (49), (50), (58) und t >3 ist N <{, und wegen (60)
und (65) ist " €« N, v € t/N* und 7’ <€ vr’. Infolgedessen haben wir
(" +1) K 2471 < t+N <1t Ferner ist wegen (96), (116) und (139)
Ir"" € N(vr' )3+t € t. Im Falle

(145)
ist somit

L < p(" 1)

log(L1+42) < logt log(Lr" +2) < logt .

Wegen (142) folgt also dann aus (31) die Abschitzung (144). Ist aber
(145) nicht erfiillt, so gilt wegen (121), (125), (127) die triviale Abschitzung

und

Sers €7 (1" +1) € L ,

also erst recht (144). Damit ist (144) bewiesen.
Nun sei
(146) A'za’, <D uwd |Y|<r".

Wegen (30) ist nach Satz 4 die Funktion fo(#, B(x)) in {(a", b’"] monoton.
Da Y’ an Stelle von B(z) ebenfalls den Bedingungen (24) und (25) ge-
niigt, ist auch die Funktion f(z, ¥') in (¢, b’'] monoton. Daher ist die
Menge
(147)

fiir jedes u e R ein Intervall.

Auf Grund der nun giltigen Ungleichungen (9), (30) und (146)
folgt mit Hilfe des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung fiir alle
Ty Bye Io(w) (u e R)

L oy —ay] < |fel0, 0) —fol@y, 0)]
< |fe @0, 0) — | +|fa(ey, 0) —u} <<pf”-

Ij(u): = {@ e (4, ") fofe, B(@)) < w < falz, ¥')}


GUEST


396 W. Haneke

Daher existieren reelle, in R definierte Funktionen ag(u), by(u) mit

(148)  [a(w), by(w)] C {w €[4, "'): folwr; B(@)) <u <fulw, X)},
(149) {m: meIy(u)} = {m: as(uw) <m < by(u)}
und
(150) by(u) —ag(u) < Ir"'[L' .
Sind andererseits u, und u; reelle Zahlen mit

Ius) =6  (j=0,1),
g0 existieren mnach (147) zwei Zahlen @, und @, in [a’’, b"’] mit

fe(@iy B(@y) < us < felowsy ¥')  (7=10,1),
wegen (9) ist also
Uy = fo@;, 0)+0(Ir") " (j=0,1)

und daher wegen (30)
Uy — sy L L' +Ir'" K L'7" .
Die Menge aller % ¢ B mit I,(u) 5= {f ist also in einem Intervall enthalten,

dessen Linge < L'r" ist.
Somit folgt aus (143), (147) und (149)

(151) Ss(Ayy', Yy < (L'r' +1)[  sup ]Sg('w)l +11,
b-_.(u)u;;q(qu
WO
So(u) = o(fs(m; w))
ay(u) <m<ba(u)
und

fo(@; w) = F o, u—fal@, 0); ') — (u—y')p ()
filr ay(u) <o < bg(u) gesetzt ist.
Bs sei
(152) uek
Nach Satz 3 ist dann fy(w; w) in [as(#), by(w)] reell und zweimal stetig

ditferenzierbar.
Wegen (146) und (148) gilt

und  bg(u) = ag(u)+1.

5'(@; w) = (Fw"2fwz(my O)Fws‘}‘ﬁuz(ﬁy 0).Foz ~ fue( O)Fz)(w’ %y

mit 2 = u—fz(z, 0) fir ay(u) < @ << by(u), und dabei ist wegen (9) 3| < oIr"'.
Ferner ist wegen (146) |y'| < Ir", und wegen (14) gilt

(153) Fyw,0) =0 fir alle weK.

e ©
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Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung liefert nun wegen (27), (30),
(119), (131) und der Bedeutung von L’ und f(w, ) (vgl. S. 393)
(184)  f3'(#; u) = (Funy + fusFe) (2, 0) +0 (L' v~ M) -+

+ 0( N\ Mopn+L' M, 5 +L'2Mo,s))
fir ay(u) <o < bg(u), wo
J+k
My = max |———0: F(w, 2)

r<w<ar | 0w dgk
|el<eLr

(f, k=0

gesetzt ist.
Wegen (13) bis (15) gilt

155)  (Fuw+fusF=) (@, 0) = ~f2z, 0 H(z) (' <o<2r)
mit
(156) H(®): = (fuwfee—Tfus) (, 0) .

Die GroBen M;,; lassen sich folgendermaBen abschitzen: Wegen (12)
und (153) liefert das Schwarzsche Lemma

[Fa(w, 2)] < 2¢'7)2lf/eTr in (K, eLr).
Speziell gilt also wegen (140) 2
Fiw,z) €1 in (K,elr').
Ferner hat man wegen (10) und (15)
Fo(w,2) <L in (K, ¢Ir).

Mit Hilfe der Cauchyschen Integralformel folgt also

Moy <7712, Mys < (In')?

und wegen (140)

(157) Moy <17, Moy < LY (In)™2.

Tosbesondere ist wegen Lr” < L'+ (vgl. (30))

(158) Moy +I' My <L [In' .
Mit (133), (134) und (137) erhdlt man

(159) fuw(®, 0) € | X'| No-21'~% = : I,

wegen (8), (30) und (156) ist also

(169) LI < |fz' (@, 0) H (@) + Ly -

FaBt man nun (154), (155), (157), (158) und (160) zusammen, zo ergibt
sich mit einer passenden Funktion R,(z)

(161)  fi'(w; w) = —fz' (@, 0) H(@) (L +Ry(®)) 4 O(L'r"[r' +Lgr"[r)

Acta Arithmetica VIIT 27

fir »<e<g2r,
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fiir ag(n) <o < by(u), und dabei ist
Ry(mw) < v"'[r .
Wegen (138) ist somit bei geniigend grofem ¢,
(162) |Ry@)| <.
Setzt man die Abschiitzungen (134) bis (137) in (156) ein, so erhilt man
unter Beriicksichtigung von (133)
(163) H(z) = U(X) N384 0(V;) fir o <<o<<2r
mit

(164) U(X): = (12U, U, —9U1)(X)
und
(165) Vi = |X'PN2 S BIN .

Mit den auf Seite 393 und in (159) eingefiihrten Abkiirzungen findeb
man noch

(166) LT +Lor"[r) € V.
Piir ein geniigend groBes ¢, werde nun
(167) |U(X)] > e X' 2BV
vorausgesetzt.
Wegen (161) bis (166) gelten dann mit
(168) Lyt = 3| U(X)| L1 N208p'=8

die Ungleichungen
Ly <Ifs'(m5 w)| <ol fir ag(u) <o << by(u) .

Damit ist aber eine Bedingung von der Form (32) erfiills. Wegen
(152) konnen wir also Satz 5 auf Sy(u) anwenden. Dabei ergibt si ch unter
Beriicksichtigung von (150)

Sp(w) < L' L' LY + L™
Setzt man dies in (151) ein, so kommt

So(d'yy', T') € (L'r' 1) (Tr I L+ Iy 1)

Dies gilt jetzt fiir alle (4’,4', ¥'), die den Bedingungen (146) geniigen.

Daher folgt in Verbindung mit (126) und (144)
Sy(X) < (L7 +1) ("L (LLy)"® 4+ (LLg) ™+ L) 4 (" +L' ™) logt
71 (LLg)"® 4+ (" (LLy)" 4 logt) L' +
4 (L7 41) (DL + L) 4 ' logt .

e ©
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Setzt man darin wieder die Bedeutung der auf Seite 393 und in (168)
definierten GrdBen r”, L, L' und I, ein und beriicksichtigh dann noch (58)
und (95), so erhdlt man mit
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T: = TITZTS,
Hy: = Ta(v'r')2pla+7'logt,
(169) Hy: = To'v' fla+a~w'3"logt,

Hy: = T P(v'r')y = +a~2(0'r')e,
Hy: = Tr' 4 a~ 04"
die Abschitzung
(170)  85(X) € Ho+HyUy(X)| 7 +H,| Uy X)| 7P + H, | U (X))
fiir alle X e (R?)%, die den Bedingungen (116), (138) und (167) geniigen.
6.2. Es sei
(171) |Uy(X)]| > 5es| X7\ BN .

Wir wihlen ein beliebiges m ¢ (a”, b“]. Wegen (125), (134) und 4w’ p/N
< V8 (vgl. (117)) gilt dann fir By(m) <z << By(m)

[Bo(m, )| < Ber| X'| BN .
Daher folgt aus (135) und (171) mit
= |Uo(X)| W (20r7)~*
die Beziehung (vgl. (32))
Ly < |fam(m, @)] <3-24Ly  (By(m) < 2 < By(m)) .

Nach Satz 5 folgt also unter Beachtung von (125)
ol -+ (m)
By(m)y<n-+p(m)<Bim)

< or' BIN L7, falls By(m) > By(m) -1,
1 sonst.

Summiert man nun iber alle m € (a”, b"’] und beachtet noch die Bezie-
hungen (107), (120), (121) und (123), so findet man mit (vgl. (169))

(172) H,: = (Ta)v'—fla+1"
und

(173) Hy: = a2y’

die Abschitzung

(174) 85(X) < Hy+H| Uy(X)[>

fiir alle X e (R?)%, die den Bedingungen (116) und (171) geniigen.
27*
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6.3. Nun soll 85(X) in shnlicher Weise wie S3(4’, y’, ¥') abgeschiitzt
werden (vgl. (143)). Dazu filhren wir zunfichst die Mengen
(175) I(u): = {mwe(a”,b"]: Byx) <vo+u =< Byx)) (ueR)
ein.
Da auvs (78), (88) und (122) die Ungleichungen
0< Bj(w) < 20BN <v/2 (j=0,1;0¢R)

folgen, stellt Iy(u) ein links offenes und rechts abgeschlossenes Intervall
dar, dessen Linge wegen (125) < »'B/N ist. Mit passenden Tunktionen
ay(n), by(u) gilt daher

{176) Iyu) == (@), by(w)f
und
(177) 0 < byfu) —ag(u) <7 BIN .

AufBerdem erkennt man, daB die Menge aller 4 ¢ R mit I(u) + p in einem
Intervall enthalten ist, dessen Liinge < vr’ ist.
Ferner folgt aus (93) und (97) m’ =1, und wegen (123) gilt

Gx = {weR: u eli(zy-+y)}.

Unter Beriicksichtigung von (107) und (120) ergibt sich also

(178) Si(X) <’ sup [Sao(1e)] 1],
by a1
‘WO
Sio(u) = 0(fu(’m))
a(u) <m<hylu)
und

fol@) = fulw, ve+m)  fir  ayu) < & < by(w)
gesetizt ist.
Es sei

(179) weR und  by(u) = ay(u)+1 .

Wegen (117), (125), (175) und (176) gilt dann fir au) < 2 =5 by(u)
0 < vrtu<dor'fIN < V/8.
Andererseits ist f,(w, #) in (K", V/8) holomorph (vgl. (118)) und fiir veelle

Paare (w, #) reell. Somit stellt fy(») eine in (o), bi(u)] zweimal stetig

differenzierbare reelle Funktion dar, und filr jhre zweite Ableitung er-
hilt man .

t’i’(m) = (faapw + 20f e + V¥fazs) (m’ v 4-u),
also wegen (134) bis (137)

5/(@) = (U'(X) +Ry(w)) No—2a~4

e ©
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mit
(180) U(X): = (6U,—6U,+2U,)(X)
und

[ Bs(i0)] << 206, X" | BV .
Setzt man nun die Ungleichung
(181) |U(X)] > 406, X'| BN
voraus, so folgh

L <Ifi'a)] <8-2L,  fir  ay(u) <o <b(u)

mit.
Ly =278 U'(X)| No—2p'~*

und daher wegen (177) und (179) nach Satz 5
Suln) € L B|N + L7 .

In Verbindung mit (178) ergibt sich daraus

S(X) < o' (L% BN + L5 41) .
Fithrt man also noch die Abkiirzung (vgl. (169))
(182) Hg: = (Ta)Ppla-+v'r'
ein, so bekommt man mit (173) die Abschitzung
(183) Sy(X) < Hy-+-Hy U'(X)|2
fiir alle X e (R?)3, die den Bedingungen (116) und (181) geniigen.

7. Setzt man die Abschitzungen (170), (174) und (183) in die Ab-
kiirzungen (111) ein, so st68t man auf das Problem, gewisse ,Polynom-
summen” mdglichst glinstig nach oben abzuschitzen. Dazu bendtigen
wir eine algebraische Vorbereitung. Zunichst fithren wir einige Abkiir-

zungen ein.
I bezeichne den Integrititsbereich der ganzen Zahlen Sind n und ¢

natiirliche Zahlen, so bezeichnen wir die Menge aller Polynome
P = P(ty, ..., tn) 208 I8, ..., 4], die eine Darstellung der Form
n
(184) P= Y Ay [[W mit Ay, #0
(Y, s

gestatten, mit I,,.

(185) Bs sei 1 < m < nund P = P(Uy, ..., %) ein Polynom aus Iuy, ..., ual;
Iy ey Ly seien nichtnegative ganze Zahlen; i, ..., jm seien natiirliche
Zahlen aus [1, »]. Dann wird

SPY ST O
) 1 1[ &t m
lla"{.'.'.'f’ILP = T e e Play, ooy tm)
ll : lm H _8%;/1 oo U, N uzk:om)
gesetzt.
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In Verbindung mit (184) folgt offenbar:
(186) Ist P in Iy (n>2, ¢ >1), 80 ist dfP in Ii,.
(187) Ist wg+ a2+ ...+ 2w (n > 2) das allgemeine Polynom #-ten Gra-
des iiber I, so bezeichne D(wy, ..., ®,) die Diskriminante dieses

Polynoms.

Nach [2], S.138-141 und [4], S. 288 gilt speziell
(188) Dy, £y, ) = @} — 42,
und
(189) 27D (@yy ooy By) = DYy, -y 3) —DE(y, ovy 0,)
mib
(190) Dy ey B): = 5 -} 12000, — 04364
und

(191)  Dyf@y, oony #a): = 2Taim, + 2Ta0,5 - 28 — (72005, - Dibyty) 0 .

Wir fiihren nun die elementarsymmetrischen. Funktionen
8
(192) 87 = 3 [Tum (n=o0,..,3)
mel0,1]3 I=1
. s(m)=n
und die Zahlen
(193) Oz =2""n!(3—n)! Oppmpomn  (1==0,1,2; n=0,1,2,3)
ein (vgl. (110) und (87)).
Damit erkliren wir spezielle Polynome Py, ..., Py durch

3
(194) P =D 018" (1=0,1,2),
n=0
(195) Py =12P,—6P, +P;,
(196) P, =4P,P,—3P},
(197) . Py =GP0y P—d; Pydy Py,
(198) Py =D(&Py, ..., &P,
(199) Py =D(BRP;,..., 3Py,
(200) Py =D(&i Py, ..., &5 P,).

Unser Ziel ist es, die nachstehenden Rigenschaften dieser Polynome
zu. beweisen:

(201) -PO: ey Pa EIg,l; .P4 €Is,2; .P,, €Iz,g; -PG 512,4; .P7 €11,4; .Pg GI],,zq.,
(202) d3 Py = d3s Py iy Py — il Py d% Py

(203) iy Py = dis Podis Py — iy Py dii Py o 0

(204) @GPy =D(d3 Py, ..., daP,).

(205) Die Nullstellen von d5P,, & P;s, @t P, und P, sind einfach.
(206) Die Nullstellen von P, besitzen héchstens die Vielfachheit 9.

e ©
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Der Beweis wird in drei Schritten gefithrt.

7.1. Mit
9 -1
(207) Ap = ﬁ17(27'-1) 1=0)
j=1

gilt offenbar
(1) (%) =24t 1=1,2,..,

nach (87) hat man also fir 1=0,1,2; 2n=0,1,2,3

~1—n (1 1—1~
Ol+n,3~«n,n = -Ai-i-nz ! n( +n)( n)

n 3—n
und somit nach (193)
, 1 1—1—

Oy = n! (3—mn)! H_n( :n) ( 3_,”/"') .
Andererseits folgt aus (207)

Aj=A§=1, Ai=4}, Ai=1%.
Damit findet man

=0 fir 1,220, I+n<1,

Cos = 2-1-1-@)(_1) -2,
Cos = 6.1~1»(§) (‘ﬁ) =6,
Cia=1. 21@)(“;) —4,
Cha =2.1-1.@) (‘ﬁ) — 12,
Ors = 6-1--3-(‘;)(‘2) —30,
Ooo =1-6.1-{¢)(73) = -6,
Cas =1-2-1‘(§‘)(‘§) =18,
Cos = 21{(2) (“f) — 45,
oy = 611(2) ("g) =105.

Man erkennt also, daB die Koeffizienten von Py, .., Py ganze Zahlen
sind. Fiir ungere Zwecke geniigt es, diese Koeffizienten modulo 13 ken-

nenzulernen. ]
Sind P und Q Polynome aus I{u,], so schreiben wir im folgenden

P=9,
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wenn fir alle 1 >0
@ P = dQ (mod 13)
ist (vgl. (185)).

In den folgenden Rechnungen werden wir die Polynome aus I[u,]

meistens in Vektorform schreiben.
Nun gilt nach (195)

3
(208) Py= D O™
=0
mit

Com: =120 —6C 04 Cope (n=0,1,2,3).
Es folgt also
Oap=—1-0—6.0+(— )-57
Cyp=—1-0—6- 4+5 =
Gy = —1.(—2)— ( )53,

Og,sE —16—64+1 = —3
(192) und (194)

|

Ferner erhiilt man nach (185),

d§P5=d§§P2d2§PB——dzsP2d2§P3 .
—6,5)(7,8)—(5, —6)(7, 7) =(1, -2, B),
Ao Py = dy Podly Py + i Po by Py — sy Py dig Py — s Podiy Py
= das Poyy Py — i Py s Py

= (—6,5)(3, —3)—(—6,1)(7,7) = (—2,3,4)
und

(209) @ P; = das Pydi Py —dis Padsi Py

= (b, —6)(3, —3)—(—6,1)(7,
Insbesondere ist wegen (188)
(210) D(@%P;, ...
und nach (199)
(211) P, =(—2,3,4p

3) == (5,4,2).

d;;Ps) =4 -—4:~5~2 =

—4(1, ~2,5)(5, 4, 2)

=(4,1,6,-2,8)— (7,2, -2, —1,1) - (—3, ~1,8, ~1, 2).

Wegen (190) und (191) folgt daraus

Dy P,, ..., diP;) = §*. ;10< 3)-2-3(—1)":
und

Dy Py, ..., i Py) = (—1)*. 2 4 (—3)(—1) 2. &'
—{72(=8)- 24 9(~1)%). 8 = 0,
also wegen (189) ‘

(212) D(@P,, .., diP) =6,

icm°
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7.2. Aus (194) und (196) folgt
P, = 2 bk g0 g®

. 0<<7,k<8
mit

(213) bip: =40Ch;0or—301,;Cuy.
Nach (192) gilt andererseits fiir 0 <j, &k < 3

3 3
()
S(ﬁs( ) ' 'u;?h-i-m, - 2 Bi,k,l ' ’u;',,

M,NE€[0,1]8 Ra=1 le[o0,2]® h=1

8(m)=7

s(n)=k

mit
By = D 1 (le[0,2]).

m,m€[0,1]3
m+n=1
8(m)=j
a(n)=k

Setzt man also
\]
B, = 2, bk Bjxs

07, k<8

(Lel0, 2,
so ergibt sich

3
(214) Po= ) B[k

1€[0,2]% A==l

Zur Berechnung der Koeffizienten B; fiihren wir die Zahlen

(215) Alg,): = D1 (g=0,1,2; Le[0, 2]
1<n<s
ln=g
ein:
Ist 0<<j, k<3 und 7e[0,2P, so folgt wegen (110)
s() =7 +k
7 A(lL,1
Bua= 3 1= 1= (, J;(z)l)
m€{0,1]3 e [0,1]4(L1) ’
1~me[0,1]3 s(m)=7—.4(2,1)
8(in)=7
und im Falle () #j+%
Bjgi=0.
Unter Beriicksichtigung von
s() = A(L,)+24(2,7) (Le[0,2F)

erhélt man daher
(216) B = Vo, 400
mit

(Le[0, 27)

Mt

bt = 2 (j'_nn) bimaon— (my,n=0; m+n<3).

Fen

im Falle
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Nach Seite 403 und (213) ist speziell

bop=Dop =4-0—3.0=0,
Biy=byy =4-0—3.42=4,
by = bap = 4(—2)(—43)—3(—12)2 =6,
bos =Dgg =4-6-103—3-307=2,
Do = boy-+bi0 =0,
By =Dbis-+boy = 4(0+(—2)-18)—6 4(—12) =1,
bis = bog -+ba2 = 4(—2-105 + 6 (—45)) —6(—12)- 30 =6,
bao = bog +2b1,1+bao
=4(0+0+(—2)(—6)) —3(0+2. 42 0) = 4.,
bss = big -+2b22+baa
= 40 +2(—2)(—48)+6-18) — 6 (4- 30+ (—12)?) = -3,
b0 = bos +3b1,2+ 3bo1 + bs,0

=4(0+0-+3(—2)-18+6- (—6)) —6(0+3-4(—12)) =2.

In Verbindung mit (214), (215) und (216) folgt darans
(217) B=0 ftir s()<1,
ds Py =(0,0,4),
WPy = APy =(0,4,1),
SP, = dg P, = (4,1, 6),
ng«l =(4,2,-3),
Py = 5Py = (1, —3,6)
und
(218) £§P4E(67672) .
Insbesondere gilt nach (188)
(219) D(d% Py, .., dissPy) =68 —4-6.2 =1,
Da nach (188) und (198)
Py = (& P,)* —4d3 P, &3 P,
ist, ergibt sich weiter

(220)  d2Py = (dzs )’ —4d5 Pyd3s Py

=(0,0,3,8,1)—4(0,0, 3,4, —2) == (0,0,4, 5, 9),

(221) &Py = 245 P dly Py — 4 (A3 P @y Py + dbs P, a2 Py)

=2(0,3,~1,3, —3)—4((0,0,4,1, —2)+(0, 3,8, —1, 6))

=(0,7,2,6,4),

icm

Verscharfung der Abschétzung von (% -+ it) 407

APy = (d Po)} + 2055 Py d5s Py —
—4(d5 Py 35 Py + doi Py s Py + 43 P, A% P,)
= (o P,)" — 4(d% Py d5 Py + (453 P,)") — 208 P, a2 P,
=(3,8,6,1,9)—4((0,0, -2, —2,8)+(3,8, -3, 1, —3)) —
—2(0,4,2,8,6)=(4,2,9,—3,3),
AP, = 2¢Z§§P4dzsP4~4(d,3P4d;5P4+d221’ dn Py
(4,3,2,8,8)—4((0,—2,4,1,2)+(4,2,1,1, —3))

=(5,6,-3,8,17)
und

(222) s Py = (day Py’ —ddog Pydas P,
=(1,7,8,3, ~3)—4(—2,4, -2, —1, —1) = (9, 4, 3, 7,1).

Aus (214), (217), (220) und (221) folgt noch
(223) 3EP, =0 fir §,%620,i+k<1.
Setzt man (222) in (190) und (191) ein, so ergibt sich

Dd%Py, ..., disP,) =3+12-9.1—3.4.T=17
und

Dy(d Py, ..., dis Py) =
also wegen (189)
(224) D(dE Py, ..., AP = 4-T°—8* =8,
Nach (200) koénnen wir nun das Polynom P; modulo 13 berechnen:
Setzt man @ = d P, (I >0), so folgt

0,7,2,6,4)*=(0,0,-3,2, 3,2, 0,9, 3),
= (4,2,9, 3,3 =(3,3, -2, -1,2, -3, —2,8,9),
= (5,6,—3,8,7)°=(-1,8,6,5,6,—3,9,8, —3),
@, = (0,0,4,5,9)(9,4,3,7,1) =(0,0,—3,9,9,1,1,3,9),
@ywy = (0,7,2,6,4)(5,6,—83,8,7) =(0,9,0,8,2,6,—2,9,2),
und damit wird
:(0,0,—3,2,-3,2,0,9,8)(9,4,3,7,1)
= (0,0, 1,6, ~2,4, —3, 3,9,”7,4,3),
#4p = (0,0,4,5,9)(—-1 8,6,5,6,-3,9,8,—3)
=
== (

4%149.7742.3°—(72.9.1+9.4.7)-3 =8,

Hl

H’

1
2
X2
2
ey

!'1

9
XX, =

0,0,9,1,3,5, -1, -2, —-3 ,—2,5,5, —1),

4:2791 373)(3;3:‘27“172;_3$—278?9)
:‘—'("1,57"17'—3’1’_2;1757—3’91_‘17—3:1)7

(720, -+ 9y @), = (0,3, 5,5,3,9,2,—2,3)(4,2,9, =3, 3)

=(0,-1,0,5,6,3,1,5,8,9,0,-2,9).
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Nach (190) und (191) ist also

(225) D': = Dy(dPq, ..., B Pg) =(3,2,1,5,0,4,3,4,7)

und

(226)  D": = Dyd8 P, ..., das Py)

=(—2,-2,6,9,~3,2,-3,6,5,9,—3,5,8).

Darauns folgt zunichst
D?*=(9,—1,-3,8,8,8,7,5,0,1,5,3,2,2,6,4, —3)

und dann mit passenden ganzen Zahlen Dj, D’ (1= 0)
D% =(Dg, .., D4, 2,5,4,8,7,8, DD, ..., Din, 3, 5),
D*=(D¢,..,D{,2,-8,~1,~1,8,~1, D, ..., Dis, 2, ~1),

also nach (185), (189) und (200)
(227) Psz(dﬁpa,...,dﬁpa,p,~3,4,7,7,7,d}5PH,...,d%21)8,~3,8).

Man erhilt nun die Beziehungen (201) bis (205) sofort mit den bisher
bewiesenen Ergebnissen:
Nach Seite 403 bzw. 404 hat man

, Cs#0 fiir 1=0,1,2,3.
Durch Vergleich der Darstellungen (194) und (208) mit (184) folgt daraus
Prely,, fir 1=0,1,2,3.

Die tbrigen Inklusionen aus (201) sind offenbar Spezialfille von (209),
(211), (218), (222) und (227).

Da die Polynome P, und P, in den Variablen w,, u,, u; symmetrisch
sind, folgen nach (185) die Behauptungen (202) und (203) aus (209).
Wegen (188) ist (204) mit (222) bewiesen.

Ist P = P(u,) eins der Polynome d3P,, diP;, di Py, P;, so besitzt P
wegen (209), (211), (218) und (222) einen Gradg > 1, und fiir dieselbe
Zahl g ist wegen (210), (212), (219) und (224) D(d}P, ey B1P) £ 0.
Nach (187) ist somit die Diskriminante von P von Null verschieden.
Die Nullstellen von P sind infolgedessen einfach. Damit ist (205)
bewiesen.

70.3. Wir beweisen nun (206). Zunichst wollen wir von Py den Wak-
tor u; abspalten: Mit (223) erkennt man, dal @P, durch 4 und diP,
durch u, teilbar ist. Nach (190) und (191) kann man daher die Poly-
nome D' und D” aus (225) und (226) folgendermaBen modulo «® dar-
stellen: Setzt man a; = da P, (1> 0), so erhiilt man

D' = af—3z,m, (mod u?)
und
D" = 2459w, 2y, (mod u?)

icm
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und somit
4D —D" =
Wegen (189), (200) und (227) folgt nun

4 (5 — 905wy 25) — (43 — 4 - 9dar, 4, 2) = O (mod u) ,

(228) Q: = Pa/u? elip,
und fiir @ hat man modulo 13 die Darstellung
(229) Q=(dQ,...,41Q,6,-3,4,7,7,7,&'Q, ..., 'Q, —3, 8)

Tnsbesondere igt Py nicht durch «° teilbar.

Somit haben wir zu zeigen, daf die Nullstellen von @ héchstens
die Vielfachheit 9 besitzen.

Dazu bezeichnen wir allgemein mit Q™ (n>0) die n-te Ableitung
von Q. Bine mindestens 10-fache Nullstelle von @ ist dann eine mehr-
fache Nullstelle von Q®. Wenn also Q® lauter einfache Nullstellen be-
gitzt, so gilt erst recht (206).

Nach (185) gilt

22
Q¥ = D odiQ)ai~®
J=8
mit .
v =j(f—1)..(j—=7)-
Durch sukzessive Multiplikation erhilt man

ve=T, WVp=90=—2, U=Y0,=3,
vy = Yoy =—2, tp=YFou=T,
v;=0 fir §=13,..,20,
V=V =T, Vp=Vyg=—2.

In Verbindung mit (229) folgt also
(230) Q® =(5,5,8, 1, —3)+(5, —8)u’
und damit
Q® =(5,3, —3,1)—3u" .
Setzt man nun

6 =9 pr=(7,1),
=Q©, py=(2,83,-1,7,8,2,-2,3,8,4),
¢ =19,5,0,8,9), »s=(9,7),
g =(0,5,4,5), Py =(2,-3),
46:(97“1)7)7 ])s_—-_(——l,g),
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so erkennt man, dafl die Kongruenzen
On = QuiiPr+ Qura  FOT

n = l, ey 1)
erfiillt sind.
Daraus folgt: Sind P, P’ und P"” Polynome aus I[«,] mit

Q® =pPP wd QP =ppP",
so gilt (vgl. (185))

EP=0 fir 1=1,2,..

Andererseits ist dann der Anfangskoeffizient von Q(s) wegen (228) und
{230) durch den Anfangskoeffizienten von P, aber nicht durch 13 teilbar,
P igt also notwendigerweise konstant.

Mit anderen Worten: Die Polynome §® und @ sind im Tntegri-
tétsbereich I[u,] teilerfremd. Nach dem Gaulischen Satz (vgl. [8], 8. 81)
konnen sie also keine Nullstellen gemeinsam haben.

Dies bedeutet aber gerade, dad Q¥ nur einfache Nullstellen begitzt.
Damit ist auch (206) bewiesen.

8. Die nachfolgenden drei Unterabschnitte dienen der Definition
der in Nr. 7 erwihnten Polynomsummen.
8.1. Es sei w eine Unbestimmte in bezug auf R. Ist n > 2, g1,
P in Iy, und besitzt P etwa die Darstellung (184), so ordnen wir je-
dem X aus (R*)" das Polynom
n=1

(231) P(X;u): =§j’( D [ [ X4 o

=0 o<my=yg
(1j<n)
zu.

Ferner setzen wir dann unter Verwendung der Bezeichnung (33)
und der Abkiirzungen auf Seite 388 fiir alle X aus (R*)™

P(X) = P((Xy, v, Xnoa); Xn) -

Speziell sei P eins der Polynome P,,..,P;, diPy, &P, dsPy, diP,.
Wegen (201) liegt dann P fiir pasgende Aah]en =2 und g=1in L,,.
Wegen (186) konnen wir also fiir alle X aus (RZ)’HL den Aunsdruck

dAP) (2
bilden, (@ B) (X)

Tir jedes X aus (R*"™ mit (4} P)(X) # 0 ist P(X;u) ein Polynom
aus B[u] vom Grad ¢. Infolgedessen existieren komplexe Zahlen #;(X; P)
fir j=1,..,9, X aus (B, derart, daB die Darstellung

(232) P(X;u) = (d.P)(X) ]_[ (w—2(X; P))

f=1

fir alle X aus (B mit (d5P)(X) 0 gilt.

icm°
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Um eine durchlaufende Numerierung der Zahlen #z;(X;P) zu ge-
winnen, setzen wir fiir alle X' aus (RB?)%

(233) wi(X) = (X; ) (1=1,2,3),
(234) Wy (X) =2;(X; P,)  (1=1,2),

und fir alle ¢ ans R?

(238) ww) = o(w; &Py (1=1,2,3),
(236) wory(@) = #i(w; BP)  (j=1,2),

(237) ws1(@) = 2;(w; Ps) (i =1,2),

(238) Wrj (@) = 2;(w; Pg) (f=1,..,4).

Wegen (185) und (201) gilt mit passenden Zahlen

(239) das Py

Ferner erkennt man, daB die Polynome d.P,, dsP;, dsPg, P,, Py ins-
gesamt 36 Nullstellen besitzen, die wir im folgenden mit 1wy, ..., ws be-
zeichnen wollen.

Nun ist offenbar stets

= dEPl(’lh“‘wl) (1=1,2,3).

max (jw—w'|, |[w—w"|) = Lw —w"|.
Demnach gibt es zu beliebigedl I, X, m,», n mit
1€1<b, X aus (R*?
zrugehorige Zahlen
(240) K(l,X), K(m,z), Kmn)
derart, daBl die Ungleichungen
lol( X7) —wra,x ( X')\ Hooo(X') —wo(X")]
[10m(#") — Wiy (2)| = Fwe(a') —ws(a')]
|20 — Wrmy| = Flwg —w;]

1<m<1l, xaus R?, 1<n<39

in {2, 3},

erfiillt sind.
Da nach (183) dyP, = Pyu,, us, 0) (I =1,2,3) ist, folgt anderer-
seits mit (231) aus (197), (201), (232) und (233)
(241)  Py(X) = Py(X; 0)(d3 P3) (X) — Py X; 0)(d5.Po) (X)
= (@3 Py dy Py) (X) (w0 —wy) (X)
fir alle X aus (BY)® mit (d5PadzPs) (X) 0.
In analoger Weige folgt aus (202) und (235)
(242) @3 Py(w) = (das Podss Py) (2) (0, —wy) (@)
fiir alle  aus B* mit (
SchlieBlich folgt aus (203) und (239)
(243) Wy 7= Wy .

s Pa i Ps) (@) #0 .
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8.2. Nun sei P eins der Polynome P,,dP,, Ps, Py. Wegen (198)
bis (201), (204) und (186) ist dann mit passenden Zahlen n aus {2, 3},

g aus {2,4}
g aws {2, P in I,

“und
(244) DLP,...,&P) in
Bs sei ein beliebiges X aus (RY"™ gewshlt, und es werde stets
X (Xy, Xp) im Falle
‘Tl x im Falle

I'Ilr—l,ﬂl/(ﬂ—l) .

n=3,

(245) =2

gegetzt (vgl. Seite 388). Ferner sei

(246) (@ PD(&p P, ..., &4 P))(Xo) # 0
und (vgl (231))
(247) P(X)=#0.

P(X,; w) 1486 sich etwa in der Gestalt (231) schreiben, wenn man dort X
durch X, ersetzt. Daraus folgt eine Darstellung der Form

P(Xo; u) = ay+ ayth ... -~ agu?
mit
(248) am €| X" (m=0,..,9)
und
(249) ay = (A3 P)(Xy) 5 0 .

Nach (187) ist also D: = D(ay, ..., @) die Diskriminante von P (X, u).
Andererseits gilt wegen (188), (189) und (244) die Identitit

Dy, ..., ay) = (do . 4o P) (Xo)
Insbesondere ist wegen (246) D = 0.

Daher erfilllt P(u) = P(Xy; %) die Voraussetzungen von Satz 6.
Die Zahlen 2 = #(Xy; P) (j=1,..,9) sind in unserem Fall die Null-
stellen von P(u) (vgl. (232)). Wegen (247) gilt also nach Satz 6 die Ab-
schitzung (36) fir (vgl (198) und (234)) )
P(u) = P(Xo;u), g=2, w=2X,, D=PyX,), 2 ==wss(Xy) (j =1,2)
und (vgl. (204) und (236))

= (d§P4)(X15 ), §=2,
8y = ways(Xy)

® = X,,
(j=1,2).
Ferner gilt die Abschitzung (35) fir (vgl. (199) und (237))
P(u) = Py(Xy; u), 9=2, 1=0, a2=2X,, Xy#0, D=DPy(X),
g =wsyy(X)  (j=1,2),

D = (da Py)(Xy)

e ©
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und (vgl. (200) und (238))
P(u) = Po(Xy;u), ¢ =4, l=2,

5 = wy45(X,)

p=2X,, Xy #0,
(G=1,..,4).

D = Pe(Xl) ’

Setzt man noch .
X,5) = IJ nz = Wy(Xo) Xy

(250) (
fir X aus (R) (n,§) = (2,1),...,(2,11), (3,1), ..., (3,5), so elha,lt man
unter Beruckswhhgung yon (248) und ("49) d1e nachstehenden vier
Abgchitzungen: :
Ist :
" (251) X aus (B*)° und (BP,Pg)(X,) Py X) #0,
s0 gilt
5
Il P < [((da 2" Po) ()| 1 3 (X, )7
Ist =
(252) X aus (B und (353 P,dsP,) (X,) (P,)(X) %0,
so gilt

5
| Xl (@ P ()™ < (@B PP (X)X, Y (X, )
j=4
Ist:

(253) X aus (B%? und Xy Py(X,) P5(X) #0,
so gilt
7
IP(X)| ™ < | P X)) | X D) (X, 5)7
7=6
- Ist
(254) X aus (B2)2 und X, Py(X,) Pe(X) # 0,
so gilt

XL 1P(X) 7 < 1P X)), P 1 X D)X )7
=8

SchlieBlich hemerken wir noch, daB auf Grund der Bezeichnung
(231) mit passendem ¢y; die Ungleichungen

(255) (&BP)(X)| <oulX|  (1=1,2,3; X (&)
und
(256) (@B P (D) <oul X|* (X & (B
gelten.

8.3. Wir setzen fiir jedes X aus (R?)? im Falle 1=1,2,3

ol X'| |(GP)(X)| ™", falls  (GP)(X) 0,

1 sonst

Acte Arvithmetioa VIIL 28

(257)  JyX) = {
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und im Falle 1 =4,5
7 12
ol X' ( dﬂP4 e) (x|~ ’
258 Jy(X z{
(258) ) 1 sonst.

Wegen (255) und (256

(259) J(X) =1

y ist dann fir 7 =1,

falls (3P Pg)(X') 540

Unter Verwendung von (240), (245), (250) und

(260) (m,m): = |ty — Wntty] (M =1, ...
bilden wir nun die Mengen
= {weR: (2,m)>1 fir m =1, .., 39},

En={oecR: (a,m)<1, (@, K(m)) >1) (m=1,..,

By={&eR%: (,m <1 fir m =2, 3},

Fop = {X e (R?)%: X, e By, (X',m)>1 fiir m =1, ..

,39; we R

39),

2 11},

’

.., 0 und alle X aus (R?)?

By = {X e (B Xye By, (X', m) <1, (X', K (m, X)) > 1} (m=1,..,11),
Bopz = {X e (R} X, e By, (X', m) <1 fir m =2, 3},

B = | X ¢ (RO X, € By, (X7, K(m)) > 1} (m =1, ..., 39),

EBpy =X ¢ (B?)%: X, B, (X, K(m )21} (m==1,..,39),
Foop = {X e (R2)%: Xye By, (X', m) > Tn(X,) fiir m — 1 ., b}
Boom =1 ¢ (BY: Xy e Bog, (X', m) <Tu(Xy), (X, K) > JK<X0>

K: = HK(m, Xo), Xy #0} (m=1,...,5),
Bogs ={X€( 2)3‘ Xy e By, (X', m) <Tm(X,) fiir m =2, 3},
Bopy = {X e (B2 Xye By, Xy =0, | Xpo| < Ifif’ffs"l(xo)}:
Bomo = {X e (RY: Xy eBom, (X', m) > Trm,x)(Xo)} (m =1, ..,11),
Boma = {X e (B)*: Xo€Bom, (X'ym) < Trem,x0(Xo)} (m =1,..,11),
B0 = {X e (B Xy € Bmo, (X'y m) > JTremy(Xo)} (m .9 89),
Doz = {X € (R*: Xy € By (X', m) < Jumy(Xy)} (m = 1, ., 39)
und aus formalen Griinden die Mengen
Hpp = {X ¢ (R X eBy}y und  Hypy={X e (R Xyellj}

far (7,5, 1) =

(40, 0,0), (0,12, 0), (m,1,0) (m =1, ...

» 89).

Ferner soll fiir alle (f,%,), fir die bisher Hj,; nicht definiert

wurde, Hjg bzw. . Hjy bzw. B den leeren Tell von (R?)S

bzw. R? bezeichnen,

baw. (R

icm
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Dann gilt offenbar stets

(261) \J By = B; < B2,
UB; = R,
i
Fir g =0,...,3 und alle X aus (R?)? setzen wir (vgl. (240))
2071 falls 1<g<3,j=k=10=0,
K1, X), falls j=%k=0, 1<I1<5,
(262)  hgjniX) ={ K(k, X)), falls j=1=0, 1<k<11,
E(j), falls k=1=0,1<j<39,
1 sonst
und
1, falls g=1,j=k=1=0,
Gz =] B falls g=2,3;0<j <39, 0<k<11, 0<I<5
ok und jEk=jl=%l=0,
0 sonst.

Unsere Polynomsummen werden nun mit Hilfe der Polynome Py,

LIJ Byixy = Bip xR,

415

ey P,

und der in (93) und (102) eingefithrten Zahlen T;, T} wie folgt definiert:
Fir 0 <g<3, alle X aus (R?? und alle # aus E? sei

(263) Bl X) = (BT 3 ([Pl Inmhgyeac
neR2 4=§lﬂ.l}k,1, ,
(X, kg,ﬂ)si]}i k1 Z=(X1,Xam)
0 Soanale) = (L) ) [Sosmal(@, m)]”
2
;,ﬁfé}’
(&m)eEsy
und
(265) Soi00 = (T1Ty)2 2 |Su,i,lc,l(’ﬂ)11/2 -

n'|<i'

9. Zur Abschitzung dieser Summen ziehen wir die Sitze 7 bis 9
heran. Dazu bezeichnen wir zuniichst die Summe

im Falle

1=3, w=wy(X'), 2 = wy

mit
(266)

(o 1
neR:

Ins—wni|<w

Ina—emi|<Z

X)y W =dy(X), Z=Jy(X) (X (B

8(X),

28%
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im Falle mit

1=2, w=uwy2), &= wy(2'), W=Z=1 (veR? (273)' 822 o)
mit und im Falle
(267) 8'(x) l=1 w=wn, &=Wgm, W=1, 0 <g<i (1<m<39)
und im Falle mit

b=1, w=wy, s=w, W=Z=1 (274) S
mit o )
(268) g, Mit Hilfe der Abschiitzung (42) erhalten wir aus (240) bis (243) und (257)
Fiir alle bis (259) fir alle
X aus (B wiit (PodiPadiPy) (X') 0 X aus (B mit (Pl PodkPy) (X) #0
folgt wegen (241) und (259) mit Hilfe der Abschitzung (41) aus Satz 9 (278)  S(X) < Ty (B P ds P P (X)) BT m(X) (A<M <5),
fiir alle

8(X) < | T5To0 (ws —we) (X)| 7 T X)Jo(X) + (T3 Ts) ™ (Jo(X) + T3 X)) ,

@ aus R mit (& Pyds Py Py) (@) # 0
also wegen (102) und (257)

(276)  Spg(e) <€ T3 (@ Podi Po(@ P ) (@) (1<m <11, 0<g<})

(269) 8'(X) < T3 X' 1P X))+ 05 (T X) +To( X))« wnd
Ganz analog folgt wegen (242) fiir alle (277) Bmg <TTT (1<m<39, 0<g<y.
@ aus B* mit (d5P;dss PydssPy)(a') # 0 ' Ferner bilden wir die Ausdriicke
die Abschétzung (278) Siaet = (T5Ty)  sup 2 |~ |ng—2mi| =7
(270) 8'(2) < T3 (@5 Po @i Po(di Ps) ™) (&) +0T5" nem <
Inile=0
und schlieBlich wegen (247) und 1 < (vgl. (57), (68) und (65)) fiir 1=1,2,3 und ¢,¢ >0 und
1 ~2
(271) 8 < oIt » 279) B =(TT)™ D |a™? fir 1=1,2 und ¢>0.
Wir bezeichnen nun die Summe el s
(T3 Z |nh —am| " Aus der Summationsbedingung
i1 St
i i folgt wegen (100) bis (102)
im Falle [matom| < Thy, (| < T%.
1=3 = (X’ 2 = X’ W o= dJd (X =
W =un(X'), Wm0 )’: T 1’;( . )’1 <3’n<*5) Wegen T;>1 und Tj>1 konnen wir somit zur Abschitzung dieser
" (X e (B, L<m< Ausdriicke Satz 8 verwenden (vgl. (38)).
o Da wegen (60) und (93) T; <t ist, erhélt man
(272) Sn(X),
im Falle (280)  Buge < (TiT) 0™ If T MMy, fir  0<q, ¢'<1

d
1=2, w=wnd), 2=wgma@) W=1 0<g<} o .
’ e e (me’R", 1;m<11) (281) Sy € (T 1% fir 0<qg<}
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mit
. (1—g)"  fir <g<1,
“ 7 | logt fir g=1.

Beriicksichtigh man nun die Ungleichung 17> (20)™* 14 in (280) und die

Ungleichung 7721 in (281), so findet man

(282) Sgw € MM T7YY fir 0<y¢q, ¢ <1
und
(283) S < T70 fir 0<g<y-

SchlieBlich fithren wir noch die Summen (vgl. (250) und (260))
11

slX): = D (Xym)™"  fiir  ¢>0 und X eHop
Mm=1
und
80
sqlw): = Z(m’, m)™® fir ¢>0 und wek,
=1
ein. "
Ist q,q >0, so gelten fiir alle X aus Fop bzw. H, die trivialen
Abschitzungen
(284) 8o(X) 8(X) < 8g40(X)
und :
(285) SY(X) < 8g0(X) .

Aus der Darstellung (232) folgt in Verbindung mit den Abkiirzungen
(235) bis (237) und den unter (239) definierten Zahlen wy:

(286) Ist (P, n) eins der Paare (d5P;,1) (1<1<3),. (d5Py,2), (Ps,2),
so gilt fir alle X aus Fyp

IP(X)|™ < su(Xy) 8n(X) -
)) aus (201), (205) und (206):
(287) Ist (m, P, q) eing der Tripel (1, dmPy,1), (1, diPy,1), (3, dsPq, 1),
(8, Pgy1), (18, Py, 9), so gilt fir alle # ausy B,
|&'™ |P(a')| ™" < 8ql@) -
9.1. Bs sei X aus Hop.
Verbindet man (263) mit (278),

Ferner erhilt man mit Satz 7 (vgl. (37

), (288) und (286), so kommt

(288) Sr000(X) < 81(Xy)81(X) 850,
(289) 85.0,00(X) < 812(X7) 8172(X) S,0,1/2
und

(290) " Byl X) € 81(X;)8)(X) 801 -
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Ist 1 <1 <0 3, so lefert zundchst die triviale Abschitzung wegen (259)
S0 X

und nach (272) wird

(291) ) < T3 (X)),

Beo0UX) < |ds Prax (X)) 7 87(X),
also wegen (240) und (275)

(292) Seo0uX) < T5 T,
mit
(293) = | X'|"*| Py X)X,

Ferner erhdlt man mit (266)

(294) Soo0,6(X) < 8'(X).

Die triviale Abschitzung gibt wegen (102) und (259)
(295) So,0,07(X) € vT5 ® max J,n(X) .

m=1,
Wegen (257) und (286) gilt
(296) JiX) < | X'|s(Xy)

s(X) fiw 1=1,2,3.

Zur Abschitzung der Ausdriicke Ji(X) (I =4,5) und J; (I=1,2,3)
bemerken wir, daB X' an Stelle von X der Bedingung (252) und im Falle
Xy 5 0 auch den Bedingungen (253) und (254) geniigh. In Verbmdung
mit (287) folgt also

| X1 | X3 |(@3 Py)

und im Falle X, #0

(X7 < X[ s3ya( Xy) 84( X)

| [P < | Ko san(K)(X)
und
| X | X3P | Py (X)) 7 < 1 XA | Xl ™ 80 X) 81(X) -
Im Falle Xy # 0 erhdlt man daher aus (258), (284) p.nd (285)
T X) = J(X) < | T T X | 4l X) el X) -

Im Falle X, = 0 igt offensichtlich |X’| = |Xj| | Xyp| # 0, also wegen
(232) und (287) ,

| X | Po(X)| ™ < | X} | Xaa(da Po) (X)| " <€ | K| 7" 84(Xr)
und wegen (201)
J(X) < | X

(5P, a3 Py) <X;>|“"2 < | X[ P s (X) .
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Insgesamt folgt also

XU XL | Xl e X soe(X),  falls Xy 0
(297) Jl(—X) <{] 1[3/2 ! ﬂ | 1[ 15/4( 1) 8/2( ): 21 )
| X1 syye( X)), falls Xy =0
tiir 1 =4, 5 und (vgl. (284) bis (286), (203) und (296))
| X' [3128y( X,) 89( X}, falls 11«3,

| X4 X5 | X oy Xy) 8o X),  falls
| X372 | Ko 285 X), talls

AuBerdem hat man

Ue==4,8; Xy 0,
Lemd, By Xy =0,

(298) J} <

299y X { | X1 | X | Xy " oe( Xa)8y(X),  falls Xy 50,
29) @ <\ |xilsi(X), falls Xy =0
9.2, Ist 1 <739, 1<k<1l, jk=0, X aus By, und setzt man
K, X,) im Falle j=0,
LEG im Falle %=0,

5o gelten wegen (259), (263) und (278) die Abschétzungen

Boea(X) < T5 ' Jx( X)
und
Bo.1,60(X) < 1(d5Px) (X)) 7" Ss,00e -

Ferner gilt fiir alle j, %,1 und alle X aus (R*? die triviale Abschitzung
Sozea(X) < 1.

9.3. Wir setzen nun die in 9.1. und 9.2. gewonnenen Abschitzungen
der Summen 8 x(X) in (264) ein. Unter Beachtung von (278), (279)
und (285) folgt dann aus (288) bis (293) und (296) bis (298) fir alle w
aus ¥,

S1,000(2) < 812(®) S2,0,102 5?5{%,1 ,
8z,000(2) <€ 8yal) B0, Soloe 5
B5,00,0() < 81a(®) 80128501 ,

Sooorl®) € T ATw) fiix  I=1,..,0

mit
Jo(@): =lwllm 1I’asma(ov) S0,e -+ |0 e
S002() € Ty ¥*|a' [P T 5, () 8,00 Fil
Saoni(®) < 75 (|’ l’“TF’“ 82(@) Saap + |2 | 1

s S15/8(0) Sa, 4,80+ |07 Im 894(@) 82,0
1=1,2,3,

) Be,1p1)
:Eiir 1=4,5,
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und aus (269), (294), (295), (297) und (299) folgt fiir 1 = 6,7, v e H,

Boo0u(®) <€ T5™ (&' [** Tysyu(@) Qoo + 12 "2 s1y5(w) Sz0) +
+ 0 BT T (@) .
Fir k =1,..,11, 2 ¢ By, K = K(k, z) ist nach (257) und (273)
Bo,0x0(2) < Tt s
Booa(@) < T5™" (o' [ T5" 8ap( ) (a5 Pre) (2",
Sa.oo(®) < Siyala) Sioue] (5 Pr) (),
und nach (267) ist
So,0,120(2) < 8'().
Fir j=1,..,39, v eH;, K =K(j) folgt
Sog00(x) €1,
Bojaol@) < T3,
Boj0a(@) < T30 P T5° Sy, (das Prc) (2) 7,
So.7,00(@) <€ Ba01084l6112/( 055 Prc) (@) 7 .
Schlieflich findet man fiir alle = e R?
Bo,0,00() € 1.
Setzt man diese Abschitzungen in (265) ein, so folgt unter Beach-
tung von (278), (279) und (285)
S0 <€ Su01a88512855 1,
820,00 € Sl,o.l/aséfg,lnstl’»fg,llz )
"Ss.000 < S04 85012 83le1
Sooor € T, fir 1=1,..,5
mit
Jpr = TV T3 80000 S¥loan -+ 1 T3 Suo,1510 S5 sia +T5° 810,858 e
Be000 € 78 e TZ’BSI,O,W Séf(zu fir 1=1,2,3,
Sop00 < T30 (T0E TGP Su01 85501 -+ To 10,100 85314)
tir 1=4,5,
Soo00 < T e (T Ve Ty 810,18 S:’:{?IZ.IIZ + T3 81,0,/ S;{?i) -+
) oMy, fir 1=6,7.
11 folgt wegen (240), (276) und (287)
Sooro € T3 1/2’
Soora < T TV T T3 80,0 5
S0 € T3 5’851.0.11583%,1/2 s

Fir k=1, ..,


GUEST


422 W. Haneke
und wégen (270) und (287) gilt

Sooaze <€ 15 T By + 0I5,
Fiir j =1, ..., 39 erhilt man mit (274)

Qg0 < 177,

Sos0 < 17 I s

So5,00 € I Lk it T;M' Sé{ﬁ,m Sil,

Sa.00 < St S510,17287 s -
SchlieBlich erhélt man nach (268)

Sou000 € 8.

Im folgenden bendtigen wir die wegen (43), (49), (50) und (94) giiltige
Ungleichung

(300) v>1.

Verbindet man nun die obigen Abschitzungen der Summen 8,4,
mit (95), (169), (282), (283), (277), (271) und (300), so ergibt mich

S;[,o,o,o < T—ll4 1Og1/4t )

82000 € T _1/8,

SS,O,D,D < T~1/4 10g1l‘t s
Jy <1,

Sooor € I3 fiir 1= sy B,

Soo0r € TPIT M 10g™s  fiir  1=1,2,8,
Seo00 € T M10g"™  fiir 14,5,
Sooor < VHITY fir 16,7,

So0,k0 < 5 y

Boown < Ty PO L fir kb =1,..,11

Sao100 <€ TVOTFE,
Sooaz0 € 0T,

Soj.00 € T7 1,

Boge € TP T2
Sogon € TTHTFH
Seg00 < IoTTT,

So0,00 < v T72,

fir  j=1,..,39

icm

Verschirrung der Abschitaung von ¢ (}+-4t) 423

10. Wir kénnen nun die Frage nach der Anwendbarkeit der Ab-
sc?litzungen (170), (174) und (183) beantworten. Zunichst finden wir
mit (114), (132), (164), (180), (192) bis (196), (201) und (231) die Identititen

UX)=2"""P(X") fir
U'(X) =27 Py(X"),
U(X) =3-278P(X").

Daraus folgt wegen (232), (250), (257), (258) und wegen der im Zu-
sammenhang mit (251) giiltigen Abschiitzung mit passendem ey Ist

1=0,1,2,

(801) X aus Fooo und | X,| < T, fir m=1,2,3,
so gilt (vgl. Seite 388 und (245))
|T(X)| > 0| X'| 5 tar 1=1,9
und
[T(X)] > el X' 57 .
Ist
(302) (4, k,0)#£0, X aus Ejpy und |[X,|<Tp fir m=1,2,3

so gilt im Falle (vgl. (262) und (240))

(303) oy X) =2
die Ungleichung
[U(X)] > 16l X'| T5"
und im Falle
(304)
die Ungleichung \
|T"(X)] > 6| X'| T3 .
Daher setzen wir jetzt im Anschluf an die Bedingungen (58) und (60)
die Ungleichung

hojpi(X) =3

(305) B < enali?
mit

iyt = e1p(2maX (05, 01g, 400,)) 7"
VOraus.

Aus (301) folgt dann (116), (138) und (167), aus (302) und (303)
folgt (116) und (171), und aus (302) und (304) folgt (116) und (181).
Man erkennt also: '

Fiir alle X, die der Bedingung (301) geniigen, gilt (170), und fir
alle X, die den Bedingungen (302) und (303) bzw. (302) und (304) genii-
gen, gilt (174) bzw. (183).

Ferner bemerken wir, daf wegen (172), (182) und (300)

H, < H,
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ist. Fiir alle X aus (B*? hat man wegen (107), (108) und der im Zusam-
menhang mit (98) durchgefithrten Betrachtung die triviale Abschétzung

Sy(X) < v'r'2fla.

Verbindet man diese Ergebnisse mit (103), (106),
(265) so bekommt man

(111) und (261) bis

(306) 84,9, ¥) < (v'r"Bla)"H",
wo
3
H;: = 5/4 + ZH;MS/],O,O,O -+
g=1
+Hm(zsojo,o+ ZSOO,IM)‘}'Z Soooz)
erl

+ Htl's/d( 2 Ses00+ Z 820 -+ Z Sz,o,o,z) -
=1 = =

- (0’ B/ “)]M(So,w,o,o -+ 8o,0,12,06 + 80,006 + So,00,7 -+

» 1
+ 2 (Soga,0 + Bogon) -+ 2 So,o,lc.l)

J=1 Ier=1
gesetzt ist.
Mit Hilfe der Abschitzungen auf Seite 422 erhdlt man

(307)  Hy < Hi*+ (H, T logt)* + (H,T™ )" -
FEM I T ) 4
-l-(H T—1/2 1/4(T—1 [_T—1/2+I,—1/410g3/2 )_+

" lzﬂ/a)m ,v .T_2+’U’IIZT_1+41'1 T—m +

F(H, T logty -

HIT I IT I T T
Daher sei jetzt speziell
'U'Tf3 T—-l /llfl T—1/2
Das bedeutet:
(808) Ty=o" 0% Ty
und demnach
(309) T =101y =v""1%,

Ferner ist dann wegen (300)

—1 < T2—-1/2 < Ts—m
und somit

1 ppy= - — — — 5
Tl Tz 1/2 < Tl 111” 1/4 < 112 1/2 Ta 1/4 S ,Ulll‘lr Tg-lll .
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Setzt man nun in (307) wieder die Bedeutung der unter (169) bzw. in

(173) und (182) eingefithrten Bezeichnungen H,, ..., H, ein, so erhilt
man wegen H,T ‘logt < H,-+H,T ‘logt

9
H, < D K

(310)
m=0
mit
Ky = Ta('v') *fla,
K;: =r'logt,
K,: =o'y fa—tlogt,
Ky = (Ta) "0"r*log’t,

E;: = (Ta)"(0'r)?,

K =(Ta)™ " (w'r'},

Ky = (Tay* 15" o,

K, =o'r'[Ts,

Ky = (Ta) P o*r* T 0g’t,

Ky = (0'r')Y T3 pla.
Wir wollen Ty, Ty, T's so wihlen, daf
(311) K, =K,
wird. Wegen (308) und (309) bedeutet dies: |

Ko — ,vr—-'&aﬂ.r—?l{{ﬁ/a — ,‘;/57‘/2111—8(3/0, — K,,

also
(312) T, = (07
Daraus folgt wegen (309)

14 —1)1115

(’D’s —2 8 llmﬁ/a/
Nach dieser Spezialisierung fordern wir:
(313) K,>K; far §=1,..,8.

Aus (306) und (310) folgt dann fiir jedes Tripel (4,y, ¥), das der Be-
dingung (92) geniigt, die Abschitzung

SiA, 3, T) < (ormsaspela.
In Verbindung mit (58), (61), (66), (91) und (95) folgt also
Sa(a’, by By B, N) < (v/ 88918 q®8 )18 Bl - (ar o' )12 .

Das Paar (f, N) mufl dabei lediglich den Bedingungen (58) und (59)
geniigen. Wegen (49) ist aber (38) sicher im Falle /2 < N <} erfillt.
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Wegen (56) ist a', b’ >0, und wegen (60) ist 2 < 8 < a/2. Andewrrseits
hingt die rechte Smte der letzten Abschitzung nicht mehr von (g, N) ab.
Daher folgt in Verbindung mit (55):

TUnter den Voraussetzungen (49) bis (51), (5
(308), (309), (312) und (313) gilt

(314) Sula’, b') < (012G 4 (ar' o'V 0]

11. In diesem Abschnitt setzen wir auBer (49), (50), (b6
(309) und (312) nur die Beziehungen

6), (87), (60) (93), (305),

); (308),

(815) 1205223,

(316) 0 <7y < (aPft)Rlog— 11,
(317) ¥ <y,

(318) 7 2 00 "B gl

(319) B = eunals?,

(320) Kyt = «;'“a‘“’ 2 < 00y

(321) Ky =0"07% < ow,

(322) K =007 < omlog™1,
(323) K = ’1)’216»—04 06 <02010g 1ao

voraus; dabei werden cig, €9 und oy im folgenden noch genauer bestimmt.
Wir wollen zeigen, daf dann die Ungleichungen (51), (57), (60), (93),

(308), (313) ebenfalls exfiillt sind, Zunichst folgt ans (49), (50) und (316)

(vgl. (94)) sofort (51), und mit (316) und (317) gilt erst recht (57).
Aus (308) und (312) ergibt sich

(324) Ty = (/21 g-8p82)1im0

Daher gilt wegen (318) bei geniigend groflem ¢
T, > max (24, oufe),

inshesondere also wegen (300) und (308)

(326) Ih'>2 fir 1=1,2,3
und wegen (319)
(326) <o,

Andererseits ist wegen (308), (312) und (317)

Ty T’y = o B8 < KU,

T Tf'r! = o~ "% < B,

TyTafo'r' =o'~ 718 < KH°,
wegen (319) bis (322) hat man also bei hinreichend kleinem. ey,
{327) Ty <27 o5 =27 *0'r' Bla  fir 1=1,2,8,

icm°
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Wegen (316), (317), (326) und ¢, < 1 folgt daraus

Ty’ < v'r'2 < alog—2t

und daher nach (315) und (319) bei geniigend groBem ¢

(328) r<B.
Mit (326) und (328) ist (60), und mit (325) und (327) ist (93) erfiillt.
(305) ist mit (319) erfillt.
Aus (317), (319) und (324) folgt fiir die auf Seite 425 definierten
GroBen K, ..., K, zunichst
KoK, = v*r'T5% fla- logt > o K™ log ™"t
und

KK, =v'r' Ty log™"t = K ®log™
Wegen. (322) und (323) ist also bei hinreichend kleinem c,,

K, > K,log°t > K, K, > K,.
Andererseits bekommt man mit (311)

und

1 =Ko/Ky = Ta(v'r') ™15 = (Ko/ )" = (To/Ey)*
und damit
K0=K0=K97 -K5=T3
und
Ky = Kiv' " log’t = Tho " "log*t.
Ingbesondere gilt
. Ko/Ka = (Kn/Kl)Ks/Kz )
Ko = Ky’ Tt logt =" log®t = K log*t
und wegen (327)

Ko Ky = P57 la = (Ko Kz)o'r' T5™ (logt) Bla > Ko/ K,
und
KK, = KoK, = T5 ' r Bla =1.
Damit ist auch (313) bewiesen.
Aus (319) und (324) folgt noch

(ar'[v' P alf < (v
o gilt

12 g7 4180
und wegen 1’ <1, <
a77~’47 < a1'1/r’57 .

Auf der rechten Seite von (314) ist also das zweite Glied von kleinerer
GroBenordnung als das erste.

Wegen (94) gilt daher unter den Voraussetzungen (49), (50), (56),
(315) bis (318) und (320) bis (323) die Abschitzung

(329) Sy(a', b’y <€ (B2a-Tp"87yUs0
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12. In diesem Abschnitt setzen wir nur (49), (50), (315), (316) und
(320) Dis (323) voraus. Ferner sei

(330) 1<hs<r, und H == min (60 ¥ a, b) .

Aus (47), (49) und (53) folgt dann
(331)  Sy(1, ) <€ ) |Ss(max (H, 2%), min (2541, B))| 181, H)| 6.
k1

Setzt man nun bei vorgegebenem & =1

7' =a' =max(H,2k), b ==min(2kt1 5),
g0 sind im Falle o/ < b’ offenbar die Bedingungen (56), (317) und (318)
erfiillt. Auf Grund der obigen Voraussetzungen gili dann die Abschii-
tzung (329). Im Falle o’ > b’ ist aber §y(a’,d’) == 0, und dann ist (329)
trivial. In Verbindung mit (331) folgt also
(332) 81, B) € (67T 4 181, H)| 4 o
Nach (53) gilt :

S E € | ) el m))-

1sm<H a<n<b

Die innere Summe soll mit Satz 5 abgeschitzt werden: Bei hinreichend
grofem o5 folgt aus (43), (49), (315) und (316), daff die Bedingung (32)
fir 1 <m < H mit

j(@) =fulm, 2) = tlog(L+mjn) (a<w<b),
L = cutma=3, " ¢ =0y
erfiillt ist. Nach Satz 5 gilt also wegén b—-a<a

S1(1’ H) < Z (a(tma"‘)"z—i— (tma,—s)_llz) < (t/a)xlzﬂs/z + (as/t)l/ﬂﬂl/z_
lsm<H

Wegen (50) und (330) ist aber
(Hla)H < thgie < gom  H <py  und  (a¥)H < ar,.
Infolgedessen gilt

(333) 8;(1, H) < 1518y, - (ar,)H/=,
Ferner gilt wegen (316)
(334) (ar)*® < min (afrd, a) .

Verbindet man nun (52) mit (331), (333) und (334), so kommt
a—l/ns(a, b) < (_(1:/7’0)1/2 -+ (tlza_7fl'3)1/an + ts/”.

Die beiden ersten Terme werden gleich, wenn man

(335) 1o = at™

a © .
lm Verschirfung der Abschitzung von &} + it)

setzt, und dann gilt
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(a/ru)l/‘-' = {8/87 ~ y5/82

Damit haben wir bewiesen, daf unter den Voraussetzungen (49)
(50), (315), (318), (320) bis (323) und (335)

(336) a 28 (a, b) < 4/%7

>

ist. Im Falle (335) lassen sich die Bedingungen (815), (316) und (320)
bis (323) durch zwei einfache Bedingungen ersetzen: Aus (335) folgt
némlich

(4‘0(6{”/15)”1/2)87 = {18612 a37(1—-1,5) — (tlga—s'/)m ,

87 15:37—120  —87-80 14,5 —3
K =1 L )

87 __ ,0(87-12) 87(3— -
Y 20712 81 18)=(t15a 37)15’

Kf; — t12(87~1‘7) a87(9—21-) — (t16a~37)15

und
87 21-87—66-12 777 —792 -15
Kl { 7 P 0 15 .

Die Voraussetzungen (315), (316), (320) bis (823) und (335) sind also
erfiillt, wenn fiir ein geniigend groBes ¢y,

(337) 1> 0
und

(338) @ 2= 0 193 Jog ¢
ist.

Demnach gilt die Abschitzung (336) unter den Voraussetzungen (49),
(50), (337) und (338).

13. Wir setzen nun (49) und (50) voraus und nehmen an, daf (338)
nicht erfiillt ist. Unser Ziel ist wieder (336). Zunéichst hat man wegen ¢ > 3

(339) a < T,

Ferner konnen wir wegen (49) und (50) den Beweis von Theorem 5.18.
aus [7] (8. 99, 100) mit

k=4 und K =2¢1=8
verwenden: Fir jede natiirliche Zahl ¢ <b—a ergibt sich
1 n- 3 aq—-l/?. -+ (m)1/4—(1c—1)/(¢x—-4)a(zk«l)/(&K—-A)ﬂm +
a<n<b o+ (tq)1/4»1/K+(k—1)/(4K—4) Q2+ A—(2k—1)](4K —4) +
+ (tq)"l/4a5/4+ (tg)’lﬁaa/m .

Wegen (49) gilt diese Abschétzung offenbar auch dann, wenn ¢ cine
beliebige positive Zahl <b-—a ist.
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Nach (46) bekommt man also fir 0 < g <b—a
(340)  a="28(a, b) < (afq)*® -+ (1) + (tg) P58 a =4 - (aPftg)M - (tg/a)s .
Hierzu bemerken wir, daB wegen (49) und (50) die Ungleichung
(341) (a3fig)¥* < (afg)®  fir O<g<b—a

gilt.

Nun sei speziell

q = aA
Dann stimmen die beiden ersten Terme auf der rechten Seite von (340)
iiberein, Wenn also auBerdem ¢ < b —a ist, so folgt in Verbindung mit (341)
(342) a~128 (a4, b) < (at)P -+ (at)18m a4 (a-20pO)s
Dies gilt aber auch im Falle ¢ > b —a, da dann aus (49) und (50) mit
der trivialen Abschétzung
e 8(a, b) € q+L =a™ 41 < (a)”

folgt.

Damit ist (342) unter den Voraussetzungen (49) und (50) bewiesen.

Nun folgt aber aus (339) .
(mg)l/n & 1087,
Im Falle a > "7 jgt
(at_)lﬂ/ﬂ “——1/4 . t13I72 a-5/72 < 26187 y

und wegen o =>1 ist jedenfalls
(a—2/0t7/0)1/5 << 'l7/45 < tﬂ/ﬂ’l .

Die Abschitzung (336) folgt also im Falle a> 437 aus (342). Im Falle
a <07 jgt (336) trivial.
Wegen (48) ist damit unser Hauptsatz bewiesen.
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On the genera of quadratic and hermitian
forms over an algebraic number field

by
V. C. NANDA (Bombay)

§ 1. Introduction. Pursuing the study of the theory of genera of
quadratic forms initiated by Gauss, Minkowski [6] defined a genus of
rational inbtegral quadratic forms, in any number of variables, to con-
sist of all forms which are equivalent in the real number field and mod-
ulo all positive integers. He then showed that all forms in a genus have
the same signature, determinant s and class mod 8s3, and that these
finitely many invariants determine a genus completely. C. L. Siegel [7]
gave an alternative proof of this result, and also obtained a finite set
of genus invariants for forms with coefficients in an algebraic number
field [8].

The converse problem of proving the existence of a genus of rational
integral quadratic forms with prescribed invariants was also solved by
Minkowski. H. Braun [1] later gave another set of invariants and a solu-
tion of the corresponding converse problem. She [2] also extended the
results of Minkowski to hermitian forms over an imaginary quadratic
extension of the rational number field.

In this paper we consider quadratic and hermitian forms over an
arbitrary algebraic number field. We prove that a genus of hermitian
forms can be defined by means of a finite set of invariants. We also
prove the existence of genera of ¢uadratic and hermitian forms with

- prescribed invariants. We use the methods of H. Braun in the proof

of our results.

The main difficulty in this discussion is caused by the fact that,
unlike in the case of the ratiopal number field, the ring of integers in
an algebraic number field is not, in general, a principal ideal domain,
50 that it is also necessary to take into account singular matrices. For
this purpose, the reciprocity formula for Gauss sums (an important tool
in the proof), is generalized to cover the case of singular matrices
(Lemma B5). This formula appears to be of interest, independently of the
application that we make of it
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