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SUR IINJECTION NATURELLE DE L'ESPACE (1)
DANS L'ESPACE (i)
PAR
A. PELCZYNSKI er W. SZLENK (VARSOVIE)

8. Mazur a posé le probléme suivant:
Soit (ay) (4,7 =1,2,3,...) une matrice, oit a; sont des nombres
réels, sabisfaisant & la condition

(M) leaﬁfj,<oo
i=7 J=1
pour toute suite (&) bornée. Est-ce que D'|a;|<<oo?
i=1
La réponse & cette question est affirmative. On peut montrer

by

davantage, & savoir que la condition (M) entraine la convergence de
la série
2(2]% p)lm pour p =2;

i=1 j=1
autrement dif, 'injection naturelle de ’espace (1) dans Pespace (I,) (voir
la définition 1) est pour » > 2 une opération de Grothendieck (voir
la définition 2). Nous en déduirons aussi quelques conséquences ot géné-
ralisations. Nous I’appliguerons, entre autres, 4 un probléme de Sudakov
(voir [7], p. 188):

1. Définition 1. L'application I de l’espace (1) dans Pespace (I,),
ol p = 1, par Pidentité sera appelée injection naturelle.

Définition 2. Soient X et ¥ des espaces normables. L’opération
lindaire U: X — Y est dite opération de Grothendieck (1) si, pour tout
systéme 2, @, ..., @, de vecteurs appartenant & X, on a
n

NUsll < C- sup || ) s,
1

i=1 i<l {2

[\4:

i

oll C est une constante dépendant de T.

(!) Les opérations de Grothendieck sont des opérations conjuguées avec les opé-
rations semi-intégrales au sens de Grothendieck ([4], p. 160, définition 8).
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Remarquons que si X et ¥ sont des espaces de Banach, alors pour
que U: X — ¥ soit une opération de Grothendieck, il faut et il suffit
que pour toute série commutativement convergente >'w; (z;¢X) la

o] i=1
série Y Uw; soib absolument convergente (c’est-d-dire que Llon aif

1=1
S| < o).
=1

LevmE 1. Une matrice numérigue (ay)(i,j =1,2,3, ..
les propositions swivantes sont équivalentes:

1° La matrice (a;) satisfait & la condition (M).

9° Les suites: ©; = (ay), j =1,2,3,..., appartiennent a Vespace (1)

.} étant donn e,

00
el la série D m; est commutativement convergente.
i=1
3° La matrice transposée de (ay) satisfait & la condition (M).
4° i m = (&) et y = () sont des swites bornées gquelcongues, la
fonetionnelle définie dans Vespace (m)X (m)

Aw,y) = Dm0

est bilinéaire. ' 7

Démonstration. 1° —2°, Soient z; = (ay) (4, =1,2,...). Il
résulte de la condition (M) que .5‘ lay;} < +oo pour tout ¢ =1,2,,..,
done que x;¢(l). Posons (57) fe(m) Alors la condition (M) peut étre
exprimée sous la forme ; 2 |f(2;)] << oo pour toute fonctionnelle linéaire
f définie dans (I), ce qui veut dire que la série 2“1 est faiblement com-
mutativement convergente. En vertu de l’equ;allence de la convergence
faible & la convergence suivant la norme dans Vespace (1) (voir [1],

p. 137), la série > »; est commutativement convergente.
i=1

2° — 3°. Soit 2 #; ol m; = (ay) une série commutativement con-
vergente. Alors, pour toute suite bornée z = (#;), la série Zwﬂh est con-
vergente (voir [2], chapitre IV, (E)) vers un élément de 1’espace (1), d’otr

SiialJnL1 < oo,

j=1 1i=1

(z,9) = 2 & Z“U N = 2 ﬂiz ;&
i Py s

3% — 4°, Soit

— iom

©
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ol z = ('Sj)s(m) et y = (n;)e(m). Les A, (x,y) sont donc des fonection-
nelles bilinéaires définies dans le produit ca,rtesmn de ’espace (m) par lui-
méme (m)X (m). On a par hypothése

|

et par conséquent la suite 4,(», y) converge pour tout z<(m) et tout y < (m).
Done, la fonctionnelle

g 1| <

>

I
-

s

]
-

7 i

kid o0 ) o % )
. .
1 A,y = hglz ffzaii'fh = 257‘2“’[}'771' = 27712%57
j=l =1 i i=m i=1  j31

définie dans (m) X (m) est bilindaire.

4° —1° La fonctionnelle A4 (z,y) définie par (1) étant bilinéaire, il
existe un nombre positif K tel que

[A(@, y)] <K-lo]l-[ly]] pour tout @, ye(m).

En posant

@ = (n;ln; = sign Zaﬁ £),
=

y = (&) et

on a par conséquent

Hsup &l sup —IZm aﬂfj\<Ksup|£7| = 3| Sags);

i=1 f=1

la matrice (ay;) satisfait done & la condition (M).

Remarque 1. Dans la condition 4°, il suffit d’admettre que A (z, )
est une forme bilinéaire définie dans (¢y) X (¢q)-

THEORRME 1. Pour que Dinjection naturelle 1: (1)
ration de Grothendieck, il faut et il suffit que p > 2.

Le théoréme a 6té partiellement démontré par S. Mazur, qui a établi
la suffisance de la condition p = 2. En profitant de son autorisation, nous
réproduisons ici son raisonnement qui n'a pas ét6 publié.

— (1,) soit une opé-

oo
Lorsque @; = (a;) <(l) et lorsque la série Y x; converge commutative-
i=1
mertt, la matrice (a;;) satisfait & la condition (M) en vertu du lemme 1.
Désignons par 7;(t) les fonctions du systéme de Rademacher, définies
dans lintervalle <0, 1):

7;(t) = signsin27-'xt,
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On o alors en vertu du lemme 1

K >2|Zaijrf(t)l

En intégrant cette inégalité dans 'intervalle (0, 1) et en appliquant
1’inégalité de Khintchine (voir [5], p. 132), il vient
)1/2

pour toutb te <0, 1.

1 © o 1 o -]

K> fﬁ’)fam(t)\m = ayry ()| @t > 2%(5}

0 di=1  F=1 i=1 0 =1 i=1 f=1

1 oo
=3 > Izl
i=1

ce qui montre que l'injection naturelle de V'espace (I) dans (I,) est une
opération de Grothendieck.
Pour p > 2, nous avons ’inégalité

(S = (S
i=1 i=1

ce qui achéve la démonstration que la condition est suffisante.

Pour en établir la nécessité, nous allons montrer que 1 <p <2
entraine V'existence d’une matrice (ay) (4,7 =1,2,...) satisfaisant & la
condition (M) et telle que

i=1 j=1

Sto

pour tout

(bs)e(la),

C’est évident pour p =1, car il existe dans Pespace (I) des séries
commutativement convergentes qui ne sont pas absolument convergen-
tes. Soit done 1 < p < 2. En vertu du théoréme de Dvoretzky et Rogers
(voir [3]), il existe dans (,) une suite #; = (ay;) (4, =1, 2, ...) telle que
la série @; est commutativement convergente et

2) D) P = oo
=1

Soient (&)e(ly) (ot 1/g4+1/p =1) et f, =
guite bornée quelconque. On a donec

2|fn<w )| = 21277,%

i=1 j=1

ce qui montre que la matrice (& a;) satisfait & la condition (M). En vertu
du lemme 1, 1a matrice transposée (c;) = (£;a;;) satisfait aussi & la con-
dition (M).

(n:&), ol (ny) est ume

< oo,
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Supposons maintenant que notre thése soit fausse, c'est-a-dire que
Ton ait pour toute matrice (b;) satisfaisant & la condition (M)

2 (Zlbiilp)lm < oo
i=1 f=1
En posant b; = ¢, on a
D& 31aal) " < oo pour tous (&) e(l);
=1 =1

en vertu du théoréme de Landau

|asy|? Z S o =

17'—

718

Mz

oo >
7

Dl
1=1

I
-
I

1
ce qui est incompatible avec la condition (2).
COROLLARE 1. §i lo mairice (ay) (i,5 =1,2,...) satisfait & la
0
condition (M), la série D'|ay| est comvergente.
=1

En effet, I'inégalité

S

i=1
entraine d’aprés le théoréme 1

= SL}P i)

o0
D, suplay] < co.
iz 7

bOROLLAEE 2. Soient X un espcwe de Banach, {x;} wune swite @’élé-
ments de cet espace telle que la série 2 x; est faiblement commutativement
comrergente, enfin {ft} une suite de fonetwnnelles linéaires définies dans X
et telles que la série 2 fi est aussi faiblement commutativement convergente.
Alors -
3) 2 i@l < oo ().

En effet, la matrice (ay) (4,5 =1,2,...), ot ay = f;(x;), satisfait
évidemment 4 la condition (M), ce qui entraine la convergence de la série
(3) en vertu du corollaire 1.

(3) Comme nous I’a communiqué A. Alexiewicz, le méme résultat a été obtenu
par 8. Kakutani. Dans sa démonstration, il a utilisé les propriétés du systérme de
Walgh.

Colloquium Mathematicum X.2 ]
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Remarque 2. La suffisance de la condition » > 2 dans le théo-
réme 1 peut &tre aussi déduite d'um théoréme @&'Orlicz (voir [6],
Satz 2) et du lemme 1. En effet, d’aprés le théoréme d’Orlicz, loxsque

#;(t)eL, (0,15, p >1et lorsque la série Y () est commutativement
i=1

convergente, on &

1

f(jm%(t))””dt < oo.

0 i=1
En posant p = 1, il suffit de considérer Pespace (1) comme un sous-
1
-espace de Ly, <0, 1> engendré par une suite de fonetions [ I (1) oW x,(t)
sont les fonctions earactéristiques des sous-intervalles disjoints 4, de
lintervalle <0,1) (]4,| désigne la mesure de l’intervalle A4,).

Soit donnée une matrice (a;;) satisfaisant % la condition (M). Alors
la matrice (b;) ol by; = a;; satisfait également & cette condition. Consi-
dérons la suite (x;(t)) olt

t) = Z bh 1

Il est évident que la série > x;(f) est commutativement econver-
f=1

genfe. On a en vertu du théoréme d’Orlicz

0

=2 [[ZEiignof =3 (3 Sk ]
S Bl =S 15

En remplacant I’indice % par i et le terme b;; par ay;, on obtient

(Bt <

F=1

=) [

= 3 (3"

k=1 f=1

wNS

= Ak

Ms

(4)

I
~

3

el
Posons @; = (a;;). En vertu du lemme 1, la série 2 @; est commu-
'L=1
tativement convergente. D’aprés (4), nous constatons que 2 ][am,]l, < oo,

c'est-a-dire que I’injection naturelle I est une opération de Grothend.leck
pour p = 2. Hlle Iest done également pour p > 2, c. q. £ 4.
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2. Nous allons & présent appliquer le théoréme 1 & un probléme posé
par Sudakov (voir [7]).

Définition 3. Soit H un espace de Hilbert., Soit {f;} un systéme
orthogonal queleonque. L'ensemble F de tous les éléments de I’espace H
qui g’éerivent comine suit:

= Zw’tifl ol

i=1

i<l

M

&,
]
-

est appelé un ellipsoide.
L’ensemble E est dit un ellipsoide de Sehmidt lorsque

D I < oo
i=1
Lemme 2. 8i U: H, — H,, ot H, et H, sont des espaces de Hilbert,
est une opération de Grothendieck ef {e;} est un systéme orthonormal dans

H,, ona
¥

DiTe < oo.
i=1
Soit en effet (;)e La série Zt ¢; est done commutativement

convergente. D’aprés la définition de l’opéra.tlon de Grothendieck, on a
D, 6| Tei] < oo
izt
et (%) étant un élément de (I,) quelconque, on a
D Ue2 < co.
i1
THEOREME 2. Sodt
8={o=(@)e): ) lal <1}.
a
Alors tout ellipsoide E inscrit dans S est un ellipsoide de Schmidt.
Démonstration. Désignons par f; = (a;) les vecteurs qui engen-

drent Dellipsoide E et considérons P'application @:(1,) — (1) définie par
la formule

B() = 3ufi = ( i tiaiy)-

i=1
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Comme F < §, on a

@ < oo
g'gtbaﬂ <
Soit U = I-® ou I est 'injection naturelle de (1) dans (I,). En vertu
du théoréme 1, I est une opération de Grothendieck. & est évidemment
une opération linéaire; donc U est également une opération de Grothen-
dieck. On a en vertu du lemme 2

D Te < o0

{=l

ol

Mais U(e) = f;, done leﬁnz< oo, ¢.q.f.d.

Remarque 3. Le théoréme 2 peut é&tre déduit sans appliquer le thé-
oréme 1. En effet; B, étant un ellipsoide ayant les axes fy,fs, .. R .
il est évident que B, H < §.

Soit f; = 3 (f, ex)er ol ¢, = (0,0,...,0,1,0,...). Btant donné un
k=1

systeme queleonque (t;) (¢ =1,2,...,m) tel que Y'# <1, élément
m i=1

@ = }',f; appartient & 8. Par conséquent,
i=1

0 m

1> Y| Dt )] > meDWmM
m N
>| 3t 3 nt)- (o )|

=1
pour tout £e<0, 1) ol 7,(f) sont des fonctions de Rademacher. I1 résulte
du théoréme de Landau que

m N

1> Z (2 Tk(t)'(fi; ek))z’

i=1 k=1

c'est-a-~dire

Mz

15

i1 K

(1 0 (fes ) (fiy €1).
1

T

En intégrant cette inégalité dans Vintervalle <0,1), on obtient

m N
>22(fi:ek)2

i=1 k=1
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et ensuite

m

=

1=

Le nombre naturel m étant arbitraire, il vient

Dfdr <1, coq.fd
i=1

3. Nous allons démontrer maintenant un théoréme plus général
que la réponse au probléme de Mazur donnée par le corollaire 1.

Définition 4. Nous disons que {e,} est une base commulative dans
Pespace de Banach X lorsque tout z¢X peut &tre écrit d’une maniére
unique sous la forme

= 2 @0
k=1

et que la série > ae; est commutativement convergente (a; étant des
k=1

nombres réels).
TeéorEME 3. Soient X un espace de Banach possédant une base com-
mautative {ey} et {fp} la suite de fonctionnelles linéaires, biorthogonale par

rapport au systeme {e,}. Alors pour toute série 2901 (@;eX) commutati-

i=l1

vement convergente, les séries

(8) D) (@) e,

i=1
sont aussi commutativement convergentes, (k;) étant une suite dindices
quelcongue.

- Démonstration. Si la base {¢} est commutative, il existe une
constante K telle que

o | S < 5] 5 o]

0
pour toute suife {y;} olt |y;| <1 et pour toute série convergente Dagey.
E=1

La série Y'»; étant commutativement convergente, il existe pour
im1
tout ¢ > 0 un indice n tel que

by
(7): }2’71’

mi{ <& pour tout p >n et |5 <1
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Soient 7,(t) les fonctions du systéme de Rademacher. Considérons
les fonctions ayant pour valeurs des points de l’espace X et définies par
la formule

x(t) = > r(®)fu(w)er, 1e{0,15.

e

k
On a en vertu de (6) et (7)

]
hA

- Hémt)fk (i’ i)
<5 S{ Sl = ] S Sl -5 S

pour |7;] < 1. Soit (k;) une suite quelconque d’indices. En posant dans (8)

(8) ||_§:"'715‘L(t)“ = ”ﬁmgm(t)‘fk(mi)

< Ke

5

n=r(H)é& ou &=1 ou O,
on en déduit

| Srwea] <&, teco, 1.

i=n

L’intégration de cette inégalité dans Vintervalle (0, 1>

1 Vi

Ke > f” Zrki(t) fiﬂﬁi(i)“ dt > 'lﬁ&ifly“(t)aii(t)dtu
= ll Zﬁ: si.f"'ki(t) Z”’fk(mi)%(t)ekdtu
i=n 0 =1

| 36 Y e J re@n it = | 3 tdutaren,
t=n k=1 0 =N

montre que, pour chaque suite (£;) de valeurs 0 et 1, les séries (5) satisfont
& la condition de Cauchy. Elles sont done commutativement convergen-
tes (voir [6], Satz 1), c. q.1. d.
On peut démontrer par la méme méthode le théoréme suivant:
TekoriME 4. Soient X un espace de Banach possédant la base com-
mutative {e} et {fi} la suite biorthogonale par rapport au systéme {ex}. En

[}
admettant que la série Y z; (ot ;e X) est Sfaiblement commutativement con-
=1

vergente, les séries

2 fki(mi) Cr;

sont faiblement commutativement convergentes pour chagque suite dindices (k;).

— iom®
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