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COROLLARY. In the case of the unitary convolution, the set P is void;
hence s = 0, and so there is only one mawimal ideal, consisting of all func-
tions vanishing for n = 1.

Oonsequently we infer that every function f(n) non-vanighing

for m — 1 has an inverse in the unitary ring By, or, in other words, if
o

f has an inverse g in Ry, and the geries Y'|f(n)] is convergent, then the
=1

=<}
series D |g(n)| is also convergent.

Frgxln the theorem 5.8 in [5] we infer that in the Dirichlet case
the algebra B, is semisimple. From the remark, that every other a.lgebr.a.
B, hasg nilpotent elements it follows that the semisimplicity of B, is
a characteristic property of the Dirichlet qonvolution.
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SUR UN PROBLEME DE K. URBANIEK
CONCERNANT LA DIMENSION DE HAUSDORFF

PAR

J.-L. LIBOUBAN ®r N. RIEU (MONTPELLIER)

Urbanik a posé le probléme suivant (1):

Le semi-groupe additif engendré par un. ensemble parfait situé sur
la demi-droite (0, oo) et ayant une dimension de Hausdorff positive dans
tout voisinage de 0 contient-il nécessairement toute la demi-droite?

La réponse est négative. J.-P. Kahane nous a indiqué le principe
de la construction d’un exemple contraire et proposé de réaliger cette
idée. L'ensemble E que nous allons exhiber a pour dimension de Haus-
dorff le nombre 1 dans tout voisinage de Vorigine et le semi-groupe additif
qu'il engendre ne contient dans [0, 1] quw'un ensemble de points de mesure
de Lebesgue nulle.

1. Construction de E et propriétés immédiates. F sera un ensemble
linéaire formé par la réunion d’ensembles digjoints dont les segments

supports ont pour extrémités gauches les points 27 et des longueurs
trés rapidement décroissantes

B = {0} (U By,

—-

B = {2""—% Zsﬁ,(;j,,_k, ot g =20 o0ul, ou...,oun 2’“}
k=0
ol les accolades désignent l'ensemble des points de la forme écrite, et
ol {a,} est une suite rapidement décroissante de nombres réels positifs
qu'on déterminera.
Les segments supports de 1 et H;_, (j =2,3,...) sont disjoints
8i et seulement si

1) D oFayy, < 270,
=0

(*} K. Urbanik, P 322, Colloquium Mathematicum 8 (1961), p. 139,
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On a en effet dans le premier membre la longneur du support de K,
ot dans le second la distance entre extrémités gauches de E; et B_,.
On supposera désormais 'inégalité (1) satisfaite, quel que soit j.

On construira &, par étapes comme intersection dénombrable d'en-
sembles fermés emboités déeroissants EF (p = 0,1, 2, ...) constitués cha-
eun par une réunion finie d’intervalles fermés qu’on appellera les inter-
valles blanes.

o0
Sur le segment support de F;: [277, 2“7—|—]227‘a,-,|_k], on construira
o=

& la 0-iéme étape:

00 (<]
i _: i — ary
B =27, 27+ 3 aa] o2 v e, 27 bt N2 a1,
k=1 ’ LB

et &4 la p-idéme etape:

Z‘o‘ Zkaj |']le .

» D
B =) [2_7+ Zﬁk%‘m 2774 nga]’+k+
{ex} Je=0 Je=0 Jesp -1
Les crochets représentent les intervalles blancs. On passera de B~}
A B} en remplacant chaque intervalle blane B de B! par 2241 inter-
valles blanes contenus dans .B.
En supposant les intervalles blanes de la (p — 1)-iéme étape disjoints,
les intervalles de la p-idme étape le sont encore si et seulement si

(2) 2 2kaz'+k < Gjyp-
Fk=p+1

En effet, cette inégalité exprime que, pour deunx intervalles blancs
de la p-itme étape contenus dans un méme B, Pextrémité droite du pre-
mier est strictement & gauche de l’extrémité gaunche du second. On sup-
posera désormais D'inégalité (2) satisfaite pour tout p et tout j.

ProPOSITION 1. By est un ensemble parfait de translation (2).

En effet, E; est fermé comme intersection d’ensembles fermdés; Ji;
est sans point isolé car «; . tend vers 0 quand % tend vers Pinfini (condi-
tion (1)), B; est done un ensemble parfait; H; est décomposable d'une
infinité de maniéres en portions égales disjointes (condition (2)).

PROPOSITION 2. H est un ensemble parfail.

En effet, 0 n’est pas un point isolé ear dans tout voisinage do 0 il
¥ a des points de | F; et aucun point de cette réunion n’est isolé, K ext

j=1

done sans point isolé.

() Pour la définition des ensembles de translation voir [2], Chapitre T.
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B est fermé car, d’aprés la condition (1), tout point adhérent G By,
4=1
autre que 0, appartient & cette réunion.

2. Etude du semi-groupe additif engendré par %. Un point du semi-
-groupe additif [E] engendré par ¥ peut s’écrire sous une forme simple
que nous allons établir.

ProposITION 8. La somme directe de By par lui-méme est contenue
dans By;_,: -

B+BCE_ ,, j=23,..

En effet, soit

oo
o<l o =274 28;07'4-717

p=0
o
o' eB;, "' =274 25;’ @pp-
p=0
Alors

oo
@'+ =270 3Nt o) ay,

=0

ot g+¢, =0, oul,ou...,on 27+,
. ) .
Posons &, = 0 et 5, = ¢,+ ¢, avee ¢ = p-+1. On a bien ¢ = 0, ou 1,
ou..., ou 27; alors

) 00
@'+ =204 qua(,-_'l)ﬂ et o'+ eB;_;.
q=0

ProrosiTioN 4 (corollaire). Toute combinaison linéaire & coefficients
entiers positifs de points de E; est égale ou bien & une combinaison linéaire
& coefficients entiers positifs de points de E;_,, ow bien & la somme d'un
point de B et dune telle combinaison linéaire.

PROPOSITION 5. Tout point de [ B, ¢’est-a-dire toute combinaison linéaire
& coefficients entiers positifs de points de E, a pour ewpression une somme
du type

N
Zmim§+ ﬂnma+~ [ +77nmn
el

avee n; = 0 ou 1, w; < By, m, entiers positifs, ot ;.

Collogquium Mathematicum X. T
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i
- \ 5 3 3 3 3 - i e 111‘.
En effet, en notant 72 une combinaison linéaire de points di Llj Tis

Ia proposition 4 entraine:

; = nnwaz,‘i;l’ s g‘: = fy_1®n_1F Z et 2 = 772”2“‘"2 .

n—2 2

Alors 3 = 3 gt + 0, € q. 14
1

n

Remarque. Pour les points de VPensemble [E] ~ [0,1), que nous
noterons [EF7]*, la gomme 3 ne peut contenir qu'un terme car la somme de
deux points de I, est s11£3érieure % 1. Ainsi lon a x<[H]* si et seulement
il existe un %, un @l et un 7, =0 ou 1(j=1,2,...,n) tels que
2 = 9,8+ Ne®ote o il

5. Condition pour que la mesure de Lebesgue de [E7* soit nuile.
On étudiera d’abord lensemble [El; = {7:®:+ na®et... N tny. Pour
7, =0 on a lensemble des points de [E];_, done

[BY_, C[E] et lim|[BL| = |[B]',
N—00

ol | | désigne la mesure de Lebesgue. .

On va maintenant majorer |[E];| par le terme général d’une suito
tendant vers 0. On désignera par (g") un nombre entier compris entre 0
6t 2™ (compriy); éerit & différentes places co symbole ne reprégentera pas
nécessairement le méme nombre.

Considérons un ze[B1, 80it & = 018+ N2@a-+ . . Nailn, OF dressons
le tablean

® = 2—1—{—((1)) ay —|(g) Oyt ... —1—(2”*1) %:.-\*((2)") Opp1 ey

o (o

Posons @ = S+ fii-+ fa avee:
Bo = 27 a2 A 27T,

He

po= X [m (3]s (3] -

p~=1

3 )]

©0
0 0
D [ (5o} e (So2) oo (303
p=1
Pour majorer la mesure de [E]; on le recouvrera par la réunion des
segments de longeur maxf, dont les extrémités gauches sont de la formo
Bo-+ Bi. Le nombre de ces segments est le nombre des valeurs prises par

It

Be

icm

DIMENSION DE HAUSDORFF 99

Bo+B1. Quand les 7; varient, le nombre des valeurs prises par g, est 2%

Dans 'expression de g, le nombre de valeurs prises par le coefficient

de a, est 27 (nombre d’entiers compris entre 0 et 1-4-24...4 27~ inclus).
n

Le nombre des valeurs prises par f, est done [] 27 = 2rtw+ii2,
p=<1
Il y a done 2™+ geoments dans le recouvrement. La longueur
de ces segments est:

oo
maxp, = M'(2P427H 4. 422" N, ,
P=1
= NP2+ 2 .+ 2" Yy, = (2" 1) D2y,
p=1 p=1

D’aprés la eondition (2), .cette somme est inférieure & a, et maxp,
< 2%a,. On a done

n(n+1)

[BR <275 e,
Par conséquent:
PROPOSITION 6. Pour que |[E1*| = 0, il suffil que

2
~1250[2
271/ 50 p.

(8) Lim (249" ) = 0.
N—>00

4. Condition pour que la dimension de Hausdorff de E; soit
supérieure a un nombre ¢ positif. On se servira de la caractérisation
suivante, substanciellement due & Frostman [1] (voir aussi [2], ehapitre IT,
théoréme II).

La dimension dimyg de Hausdorff d'un ensemble fermé est la borne
supérieure des valeurs de t telles qu’il existe une fonetion f eontinue,
croissante, constante sur les intervalles contigus & ’ensemble (compo-
santes connexes de son complémentaire), de variation totale 1 (f(—o0) = 0,
f(+00) = 1) et Lipschitzienne d’ordre ¢. ‘ <

On va chercher une condition portant sur la suite {a,} pour que
la fonction de Lebesgue f construite sur E; soit Lipschitzienne d’ordre i.
On évalue le module de continuité w,(d) de f.

Pour tout 4, soit p tel que b, , < & < b,, ol b, désigne la longueur
des intervalles blancs de la p-éime étape de la construction de #;. On a

y(8) = |xﬂ1&a|f (@) —F (")}
Comme f est croissante on a
wy(8) = sup |f(x)—F(z).

|z—x'| =8
Or |z—u&'| = 6 entraine que x et #’ sont au plus dans deux intervalles
blanes eonséeutifs ([v—a'| <b,); on peut done majorer la variation de f
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entre # et 2’ par la variation sur deux intervalles blanes conséeutifs,
¢egt-a-dire par le double de la variation de f sur un intervalle blane, soit:

1
@+ 1@ +1)...(2°+1)

oit 'on a, au dénominateur, le nombre d’intervalles blancs de la p-iéme

»

4tape, c'est-a-dire le nombre de valeurs priges par kz;a,ca,.,uk quand les g,
varient. En majorant cette variation par 277+ il vient

wy(a) < 2‘2—17(11-%-1)/2 — 21*21(10-}-1)l1‘

D’autre part,
00
lg—a'| =8 >bpp = Z 20y > 27ty pa-
k=p+2
- On peut done éerire (quel que soit ¢ >0)
at
1-p(p-+1)/2

wy(8) < 2Pty mz(n+2)‘a;+p~+2 ’
ee qui est une condition de Lipschitz d’ordre si le coefticient de & est
majoré par une constante finie, par exemple par 2, quand p est assez

grand.
PROPOSITION 7. Pour avoir dimygB; > 1, il swffit que

21—11(7!Pr1)l2—(10+-2)¢aj—_f”2 <9

quand p est assez grand, ou en posant j-+p+2 = n, il suffit que
(4) 2-(n——f—-z)(n—f—-l)/z—(n—f)ta;t <1

quand n est assex .gra'nd.
.5. Définition de la suite {a,}. Choigissons
o = 9 ~n2lz—3n

et vérifions les conditions (1)-(4).
La condition (1) s'éerit

o
szz-(nkﬂ/z-s(mk) < 9~
k=0

et on peut majorer la série du premier membre par le double du premier
terme

[++]
ota, < 9.2~y < o~
K=
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La condition (2) s’éerit

0
Qb+’ 2=3(1+8)  o—(+)*2~3(+D)
k=p+1

et on peut majorer la série par le double du premier terme
[-=]
2 2¥ay < 2 LgP—lg— 1 =30 +p ) 2B, <y pe
k=p+1
La condition (3) s’éerit
o on? _n¥ja—
]sz'n. /2+sn/22 n4f2—3n — O;

N300

en effet, le premier membre est
Hm2~"* = 9.
N—00
La eondition (4) s’éerit

i i—1)/2 i 2
g-(r—=-H—j-h--Nigin’2+im) 1 pour u assez grand,

ou bien
—j—2)(m—j—1 [
(= )2(% j—1) —(n——j)t‘H(% +3n) < 0 pour n assez grand,
ou encore
1 (n—j—2)(n—j—1
s (n J )(n—j ) pour 7 assez grand,

2 n2 24 2n—j

.

our le second membre tend vers 1 quand » tend vers infini. La condition
(4) est done vérifiée pour tout ¢ strictement inférieur a4 1. Done, pour
tout j, on a

dimHEj = 17

ce qui achéve la démonstration.
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