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Eine Einbettung m-dimensionaler Mengen
in einen (m+1)-dimensionalen absoluten Retrakt

yon

H. G. Bothe (Berlin)

1. Einleitung. Zweck dieser Ausfithrungen ist es, den folgenden
Satz zu beweisen:

Ist m >0 eine ganze Zahl, so gibi es einen (m--1)-dimensionalen
absoluten Retrakt (1) X™, in den sich jeder m-dimensionale separable
metrische Raum topologisch (d.h. homdomorph) einbetien laBt (2).

Der Beweis soll auf folgendem mir von Herrn Professor Borsuk
vorgeschlagenen Wege gefiihrt werden: Wir werden fiir jede ganze Zahl
m >0 zu einer m-dimensionalen Universalmenge (*)) U™ eine (m—+1)-
dimensionale Obermenge X™' konstruieren, die ein absoluter Retrakt
ist. Ist das gelungen, so haben wir den Satz bereits bewiesen, denn jeder
m-dimensionale separable metrische Raum 148t sich topologisch in U™
und damit erst recht in X™* einbetten.

Tm Falle m = 0 ist die Menge aller irrationalen Zahlen des Inter-
valls [0, 1] eine m-dimensionale Universalmenge (siehe z.B. [3], Seite 174).
Diese Menge ist in den eindimensionalen absoluten Retrakt [0,1] ein-
gebettet, so daB unser Satz im Falle m = 0 bereits bewiesen ist und wir
uns in Zukunft auf den Fall m > 0 beschrinken konnen.

Wenn wir in dieser Arbeit von Ridumen sprechen, so ist stets voraus-
gesetzt, daf diese Réume metrisierbar und separabel sind.

2. Komplexe. Es sei # > 0 eine ganze Zahl und W, der n-dimen-
sionale Einheitswiirfel im #-dimensionalen euklidischen Raum E". Die

(1) Unter einem absoluten Retrakt verstehen wir einen kompakten metrischen
Raum A mit folgender Eigenschaft: Ist B ein beliebiger metrischer Raum und A’ eine
20 A homdomorphe Teilmenge von E, so 1a8t sich B auf A’ retrahieren, d.h., es gibt
eine Abbildung f von R auf A’, deren Einschrinkung auf 4’ die identische Abbildung
von A’ auf sich ist.

(*) Die Frage nach der Existenz eines derartigen absoluten Retraktes wurde zuerst
von K. Borsuk in [1] aufgeworfen.

() Eine m-dimensionale Universalmenge ist ein m-dimensionaler metrischer
Raum, in den sich jeder m-dimensionale separable metrische Ranm topologisch ein-
betten 148t.
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Menge W, bestebt also aus allen Punktenp = (&, ..., &), die der Be-

dingung

0<E<T (1=1,2,..,n)

geniigen. Der aus allen Seiten von W, bestehende Komplex sei mit 93,
Dbezeichnet. Hierbei sowie auch spiter in dhnlichen Féillen sehen wir W,
selbst als (uneigentliche) Seite von W, an. 2, ist also eine Menge von
Wiirfeln der Dimensionen 0,1, ..., 2.

Es sei » > 1 eine ganze Zahl, Wir wollen die »-fache Unierteilung 988
von I8, definieren. Dazu zerspalten wir jede eindimensionale Kante
von W, in » Strecken der Linge »~* und zerlegen dementsprechend ganz W,
in »» kongruente achsenparallele Wiirfel der Kantenlidnge y~*. Diese Wiirfel
und ihre Seiten bilden den Komplex B’ Man sieht sofort: Ist u = x-»
(x>1, ganz), so ist MW’ eine Unterteilung von WY in dem Sinne, daB
jeder Wiirfel aus 3{° in einem Wiirfel aus WY legt und jeder Wiirfel
aus WY Vereinigung der in ihm enthaltenen Wiirfel aus 2 ist.

Unter einem »-Komplex verstehen wir eine Teilmenge von WY,
die mit einem Wiirfel W auch alle Seiten von W enthilt. Die »- Komplexe
sind also sets abgeschlossen. Wenn wir in Zukunft von Komplexen spre-
chen, so ist stets vorausgesetzt, daf diese Komplexe fiir gewisse Zahlen »
y-Komplexe sind. Ist & ein Komplex, so bezeichnen wir das Polyeder
von. & — die Vereinigung aller in & enthaltenen Wiirfel also—mit [R].
Ist & ein »-Komplex und » > 1 eine ganze Zahl, so versteben wir unter
der x-fachen Unterteilung 8 von & den »v-Komplex, der aus allen in []]
enthaltenen Wiirfeln laus 9By besteht. Insbesondere gilt dann [&*]
=[K]

Das r-dimensionale Geriist S'(R) eines Komplexes K ist der Teil-
komplex von &, der aus allen héchstens r-dimensionalen Wiirfeln aus &
besteht. Ist € ein Teilkomplex von R (eine Teilmenge von K also, die
it einem Wiirfel W auch alle Seiten von W enthilt), so verstehen wir
unter der in & gebildeten Umgebung RNa(L) von 8 den Teilkomplex von R,
der aus allen Wiirfeln W, die einen zu £ gehérenden Eckpunkt besitzen
und den Seiten dieser Wiirfel W besteht.

Neben dem gewShnlichen mit o bezeichneten Abstand zweier Punkte
im E* filhren wir noch einen weiteren unseren Zwecken angepaBten
Abstand ¢* ein. Sind p = (&, ..., &) wmd p’ = (&, ..., &) zwel Punkte
aus B, so sei

¢*p,p’) =max|5—&l.
Fiir zwei Teilmengen 4, B von E" setzen wir wie iiblich
o4, B) =infe*(p, p");

Unter der e- Umgebung Np(A, ¢) einer Menge A in einer Menge B (4 C B)
verstehen wir die Menge der Punkte p aus B, fiir die o*(p, 4) < & gilt.

ped,p eB.
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Fiir zwei y-Komplexe & C & gilt dann

Nag([2], »71) D [N(2)] .

Uns interessiert besonders der folgende Spezialfall, in dem man — wie

. leicht zu sehen ist — diese Inklusion durch die entsprechende Gleichung

ersetzen kann:

(1) Sind 8C & zwei »-Komplexe und € C ]" die x- Unterteilungen

von & bzw. & (% >2), so gilt
Nis([€], (29) ™) = [Rawa( €)] .

8. Universalmengen. Es sollen jetzt gewisse m-dimensionale
Universalmengen definiert werden, die sich durch eine naheliegende
Verallgemeinerung aus der urspriinglichen Mengerschen TUniversalmenge
ergeben.

Es sel #, #,, ... eine Folge von ganzen Zahlen, die alle grofier als 2
sind. Wir definieren zu jeder derartigen Folge eine m-dimensionale Uni-
versalmenge U™, indem wir sukzessive gewisse Polyeder [%;] und [%B:]
(#=0,1,2,..) konstruieren, deren Limes die gesuchte Universalmenge
U™ ist.

Es sel n =2m-+1 und W, wie im letzten Abschnitt der Komplex
aus allen Seiten des n-dimensionalen Rinheitswiirfels W, in E*. Wir
setzen:

Wy = Wo; B, = 64"(%0);
L =Rea(BE;  Bi=C"W)  (=1,2,..).

Bezeichnen wir #;..z; mit », so sind %; und B; »-Komplexe. Zur
Abkiirzung schreiben wir

[Wl=T; [B]=7;.
Es g‘ﬂt dann U; D U{.)_l, Vi_C_Vi.;.l, Ui_D_V,;, und die Menge

[+ 00

Um=N0U;=U¥WV;
i=0 i=0

ist — wie im n#chsten Abschnitt bewiesen wird — eine m-dimensionale

Universalmenge. Setzen wir insbesondere x; = x, = ... = 3, so erhalten

wir die gewchnliche Mengersche Universalmenge.

Bemerkung. Aus (1) folgt
(2) U; = NU{—I(Vi"ll “’i_l) -

Bin Punkt p = (&, ..., &) liegt genau dann in V;, wenn er in U;
enthalten ist und wenigstens m-1 seiner Koordinaten die Gestalt
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&= k7! mit ganzzahligem k; haben. Die Gleichung (2) besagt dann,
daB ein Punkt ¢ = (&, .-y Ln) aus Uz, genau dann in U; legt, wenn
wenigstens m+1 seiner Koordinaten eine Ungleichung der Form
|—Fpical < o' mib ganzzahligem %; erfillen.

4. Beweis der Universalitiit von U™. Da man auf die iibliche
Weise leicht sieht, daB sich die Menge U™ fiir jedes positive ¢ durch eine
s-Abbildung in ein m-dimensionales Polyeder {iberfilhren 146t und damit
hochstens m-dimensional ist (¢), brauchen wir hier nur zu zeigen, daf
gich jeder m-dimensionale Raum topologisch in U™ einbetten 148t. Um
das zu beweisen, gehen wir von der m-dimensionalen Nébelingschen
Universalmenge [}, aus, die aus allen in W, =[,] gelegenen Punkten
besteht, die hochstens m rationale Koordinaten besitzen (). Wie von
Hurewicz bewiesen wurde kann man zu jedem m-dimensionalen Raum R
eine homoomorphe Teilmenge R’ von My finden, deren (in W, gebildete)
abgeschlossene Hiille £’ noch immer in M7 liegt. Insbesondere gibt es
also eine zu M™ homdomorphe Teilmenge von My , deren abgeschlossene
Hiille ¥ noch immer in M enthalten ist. N ist dann eine kompakte
Teilmenge von My. Wir werden unsere Behauptung — dai U™ eine
m-dimensionale Universalmenge ist — bewiesen haben, wenn wir zeigen
konnen, daB U™ eine zu N hom&omorphe Teilmenge enthilt. Dieses Ziel
wird erreicht sein, wenn es uns gelingt, einen Homdomorphismus ¢ von W,
auf sich zu konstruieren, der N in eine Teilmenge von U™ iiberfiihrt.

LeMMA. Es sei pg, ¢y, ... eine Folge von monoton wachsenden Homd-
omorphismen des Intervalls I =T0,1] auf sich wnd x,, %, ... eine Folge
von ganzen Zahlen, die alle grifer als 1 sind. Wir setzen vy =1, v; =2 ... 2
(i=1,2,..) und p; = @; ... ¢o. Sodann nehmen wir an, daB die folgenden
Bedingungen erfiillt sind:

1) Jede Abbildung @; setzt sich aus endlich vielen linearen Stiicken
susammen. Genauer: zu jedem ¢ gibt es eine Zerlegung von I in endlich viele
Teilintervalle, auf denen @; linear ist.

2) Der Anstieg eines jeden linearen Stiickes von p; ist mindestens 2 - X .

3) Ist 0 <k << 2w eine ganze Zahl, so gilt oi(%kvi") = Lhi ™.

Under diesen Voraussetzungen konvergiert die Folge vy, vy, ... gleich-
mapig gegen einen Homdbomorphismus von I auf sich.

Beweis. Da alle ¢; monoton wachsend sind, ist auch jede Funktion v
ein monoton wachsender Homoomorphismus von I auf sich. Aus 3) folgh
sofort, da8 fiir jedes j > ¢ die Funktion ¢; die Intervalle [3kv; ", (k+1)»"]
homéomorph auf sich abbildet. Die Abbildungen ¢; * sind ebenfalls mono-

(*) Im Abschnitt 5 werden spezielle derartige e-Abbildungen konstruiert werden.
Siehe auch [2] Seite 72.
(F) Alle hier benutzten Eigenschaften der Menge MY findet man in [2], Seite 64.
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ton wachsend und stiickweise linear, und der Anstieg ilrer linearen Stiicke
ist hochstens $u;.q.

Wir zeigen zuerst, daB die Folge yo, v, ... gleichmiBig konvergiert
und damit eine stetige Limesfunktion y besitzt. Es sei ¢ > 0. Wir wihlen ¢
so groB, daB » ' <& wird. Ist dann £el und hoi' < wf < (B+1)5"
(k ganz), so gilt fiir alle j > ¢ ebenfalls kvi* < ;& < (k-~1)» " und damit
[wE—viE| < 9" < e. (Hierbei haben wir benutzt, daf alle ¢; mit j > 1
das Intervall [k» ", (k-+1)»"] auf sich abbilden.) Damit ist die gleich-
miBige Konvergenz der Folge y,, v, ... bewiesen.

Es gilt jetzt zu zeigen, daB v eineindeutig und damit (I is ja ein
Kompaktum) ein Hombomorphismus ist. Es sel 0<£<¢<1 und
€ = yl. Dann gibt es wegen 3) zu jedem i eine ganze Zahl % mit der Eigen-
schaft

Ty < i <l < (k+1) 0,
und wir erhalten
wl—pE < v -
Wenden wir hieranf die Abbildung ¢;” an, so ergibt sich nach der oben
iber den Ansteig dieser Funktion gemachten Bemerkung

Pl —Pi18 < Frprvin =3 .
Indem wir diesem Schritt (¢—1)-mal wiederholen, erhalten wir
ol — o <2790

Das gilt fiir alle Indizes 4, 80 daB y,& =y, und damit £ = wird. Hiermit
ist das Lemma bewiesen.

Wir konstruieren jetzt eine Folge g, ¢, ... von Homdomorphismen
des Wiirfels W, auf sich, die folgende Eigenschaft besitzt:

1) Gos Gus -
auf sich.

2) g«() C Uspa.

3) gi(My) = M. (Hieraus folgt g:(¥) C My.)

Die Limesfunktion g fithrt dann ¥ offenbar in eine Teilmenge von
U™ =) U; iber, so daB mit der Konstruktion der Folge g, gy, ... der

Beweis fiir die Universalitit von U™ beendet sein wird. Die Abbildun-
gen g; sollen konstruiert werden, indem wir fiir jedes ¢ = 0,1, ... einen
Homdomorphismus v; des Intervalls I =[0,1] auf sich definieren und
fiir Punkte p = (&, ..., &) aus W, g:p = (wify, ..., ¥iés) setzen. Um dann
die Wigenschaft 1) nachzuweisen, geniigh es zu zeigen, dafl die Folge
Yo, Y1, ... gegen einen Homdéomorphismus ¢ von I auf sich konvergiert,
denn in diesem Falle ist die Abbildung g(&, ..., &n) = (9&o; e &a) Limes
der Folge gy, g1, -

konvergiert gegen einen Homdomorphismus von W,
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Wie im Lemma definieren wir die Abbildungen v;, indem wir Homgo-
omorphismen @y, @1, ... von I auf sich angeben und y; = ¢; ... g, setzen.
Es wird bequem sein, zunichst ¢_1& =y & = & zu setzen, so daB g,
die Identitdat von W, auf sich ist. Sicher erfillt g, die Bedingungen 2)
und 3).

Jetzt nehmen wir an, g_y, @y, ..., @i-1 Seien bereits so konstruiert,
daB die Bedingungen 2) und 3) gelten und beginnen ¢; und damit auch y;
festznlegen (i > 0). Nach 2) und 3) ist g (V) ein in M," ~ U; enthaltenes
Kompaktum. Wir bezeichnen mit R die Menge aller der Punkte
p = (&, .y &) aus W, von deren Koordinaten wenigstens m+1 die
Gestalt & = (k;+%)» = mit ganzzahligem %; haben. Sicher ist B kompaks
und da »; rational ist zu M, und damit zu g;—1(¥) punktfremd. Wir kénnen
also eine positive Zahl & mit folgender Eigenschaft finden: Ist

= (&, ., £n) €in Punkt ans g;—1(N), so gilt fir Wenigstens m+1 seiner
Komdmaten eine Ungleichung der Form |&—Ipi’| < 4% —e;, wobei
die I; ganze Zahlen sind. (Man braucht nur & < ¢ (R Gi— 1(1\7)) zu setzen')
Eine solche Zahl ¢; denken wir uns fest gewihlt und zwar so, daB e; ratio-
nal und kleiner als $»; Ty ist. (Letzteres ist wegen »ii1 = x41%; > 3w
sicher moglich.) Es gilt dann

O<bi’l—gm<in' ta<..< T+ ipit—a<
< (k+%)vi_1+si< e < (’Mi—%)ili—l—}-&; <1,

und wir zerlegen I =[0,1] in folgende Teilintervalle
Iy =10, 49" —ei,

Ik=[(k lv;'l—'—el, k+3vit—e] *=1,2,..,%u-1),
Li={(w—%)» +5171]7
Jk-[(kﬁ vl = (b+ 1) el (=0,1,..,m—1).
Sodann setzen wir
£ vima b —e) T (E=Tovi ) it fir  fely,
I Gt —vi) e (E— (+ D)+ (k+ 1) fir  Eedy.

Man sieht sofort, daB ¢ eigentlich monoton wachsend ist und

o{Iy) =10, "”I_-lzl] ’

oilTe) = [l " — ity Foi* i)
ed1,) -—[1~1’f+11, 1] ,

odldx) = [kv, T"H—u (k’*‘l)"’;l'vi_-x}ﬂ

(h=1,2,..,m—1),

(3)
(F=0,1,..,»n—1).

gilt, so daB sich die einzelnen linearen Stiicke von ¢; zu einem Homio-
omorphismus von I auf sich zusammenschliefen.
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Setzen wir wie angekiindigt v; = giy;—1 und

gi(Ely ey 571) = (7:0!'511 ey T/’ifn) 3

so ist fiiv ¢; sicher die Bedingung 3) erfiillt, denn da ¢ und die Zahlen »;
rational sind, ist ¢;& genau dann rational, wenn & rational ist.

Um zu zeigen, daB ¢; auch die Bedingung 2) erfilllt, betrachten wir
einen Punkt ¢;—1p = ({y, ey n) € gi—2(N). Wir haben dann zu zeigen,
daB gip = (@il1y ooy Piln) In Uiy liegt.

Zuniichst wollen wir uns davon iiberzeugen, daB ¢;p in U; liegt. Es
gei W ein n-dimensionaler Wiirfel aus A;, .der ¢;—.p enthilt, und zwar
sei W durch

SES T+t ((=1,2,.,n)
definiert (die k; sind ganze Zahlen). Da man sofort aus der Definition
von ¢; sieht, daf fir alle ganzen Zahlen &
oilfvi ) = kit
ist, und da ¢; einen Homdomorphismus darstellt, haben wir
@iy (k+1)% " = ki, (k+1)%7"]  (k=0,...,%n—1),

g0 daB aus g;—1p € W sogleich ¢;p = (gily, or, @:ln) e W C U, folgt.

Nach der im Abschnitt 3 gemachten Bemerkung geniigt es nunmehr
zu zeigen, daf wenigstens m+1 der Koordinaten ¢;f; von ¢;p eine Un-
gleichung der Form |pil;—k;vi'| < vy erfilllen. Um das zu beweisen,
erinnern wir daran, daf die Zahl ¢; gerade so gewihlt war, daB fiir wenig-
stens m+1 der Koordinaten ¢; von g¢;—1p Ungleichungen der Form
16— kv Y| < v '—&; gelten und diese Koordinaten daher zu den Inter-
vallen I, gehoren. Aus (3) folgt dann sofort |g:l;— kv < vit1 Womit
9ip € Uppr und auch ¢;(N) C Uy bewiesen ist.

Um zu zeigen, daB die Folge gy, ¢1, ... gegen einen Homdomorphis-
mus ¢ konvergiert, um also die Bedingung 1) zu beweisen, geniigt es —
wie bereits bemerkt — die Konvergenz der Folge v,, y,, ... nachzuweisen.
Dazu ziehen wir natiirlich das Lemma heran. DaB unsere Funktionen
die Voraussetzungen des Lemmas erfilllen, ist teils trivial und ergibt
sich teils durch eine einfache Rechnung aus der Definition der Funktio-
nen g;.

5. Die Menge X™*'. Wir denken uns die zur Folge xy, xy, ... mit
% = 31 gehorende m-dimensionale Universalmenge U™ auf die im
Abschnitt 3 angegebene Weise in dem =-dimensionalen euklidischen
Raum E" konstruiert, der als Hyperebene &,., =0 im (n-+1)-dimen-
sionalen euklidischen Raum "' liegt (n = 2m 4-1). Alle bei- der Kon-
struktion von U™ auftretenden Komplexe 9; und B; sowie die Polyeder U;
und V; liegen also in dem 7-dimensionalen Einheitswiirfel W, von E™.
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Ehe wir X™" definieren, fiihren wir fiir jeden Index i = 0,1,..
eine stetige Abbildung f; von W, auf sich ein, und zwar gehen wir dahei
go vor, daB wir zuerst Funktionen ¢, ¢, ... des Intervalls I =[0 , 1]
auf sich definieren und dann fir Punkte p = (&, ..., &, 0) aus W, stets
fip = {(@if1y ey piln, 0) setzen.

Wir zerlegen I in die Teilintervalle

Io = [07 7’1'_+11:| ] .
I =l —widh, i o] (B=1,2, ., u—1),
Iw = [1—"’1‘:-117 1] )
I = oy, (B0 =] (B =10,1,.., n—1)
und definieren .
ki’ falls &l

(pi£ = -1 -1 —1 —1

Vi (v,- —.4'111.1.1) f 7()7/ —121'+1) e 761‘,' 3 falls e Jk .

Auf diese Weise erhalten wir eine stetige monoton wachsende Funktion

mit folgenden Eigenschaften:

(4) Ist 0 <k <w—1, so bildet ¢; das Intelvzﬂl [k, (B +1)»7] auf sich
ab. Hieraus ergibt sich |g;&—&| <

(5) Gibt es zu einer Zahl £ aus I eine ganze Zahl % mit der Eigenschaft
[E—Tvi | <with, so wird @£ = it

(6) lord—gul| S (L+37e—¢| (&, LeD).

Die ersten beiden Eigenschaften folgen unmittelbar aus der Definition
von @;. Um (6) zu beweisen, bemerken wir, daB @; monoton wachsend
ist und sich aus endhch welen linearen Stucken zusamensetzt, die héchstens
den Anstieg » (v " — 205 = (1—2#;34)”" haben. Daher gilt

l@id—pil] < (1—2uh) E—¢]

und wegen ;.. = 37 weiter (1—2x74) " < (1437).

Definieren wir nun die Abbildungen f; von W, auf sich wie ange-
kiindigt durch f(£, ..., £, 0) = (gs&y, ..., pifn, 0), 50 haben diese Abbil-
dungen folgende Elgenschafben:

(7 Ist W ein Wiirfel ans W$? — 909, so gilt W = W.
Das folgt sofort aus (4).
(8) 71.( U'H-l fz 1.+1 V’l

Das ergibt sich einfach aus (5) und (7) und der im Abschnitt 3 gemachten
Bemerkung.

Q) olfip, i) SU+37)elp,q)  (p,qeWy).
Das folgt sofort aus (6).
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Jetzt beachten wir, daB alle bigsher betrachteten Mengen in der
Hyperbene E* von E"™' liegen. Den Einheitsvektor in Richtung der
positiven &,+1-Achse nennen wir n und bezeichnen die aus einer Menge M
durch Parallelverschiebung um oan hervorgehende Menge mit I+ an.
Insbesondere werden uns die \Iengen V¥ =7V;+27"n interessieren. Wir
definieren fiir jedes ¢ = 0,1, ... eine Abbildung g¢; von V¥.; auf ¥V§ durch

¢ip =H(®)+27n (P e Vi),

—i-1

Der Punkt p’ ist hierbei die Projektion p—27"" "1t von p auf E” (siehe (8)).

Es gilt dann:
(10) (g, 9:0) < (1+37e(w,0) (B, qeVin).
Das ist eine unmittelbare Folgerung aus (9).

(11) Ist p e VHy, 80 hat die von p und ¢;p begrenzte Strecke hochstens
die Lidnge 27%(n+1).

Das ergibt sich durch eine grobe Abschitzung aus (4).

(12) Sind p und ¢ zwei verschiedene Punkfe aus Vi, so haben die
Strecken [p, g:p] und [g, g:9] hochstens die Endpunkte ¢;p, g:¢
gemeinsam.

Bs sel p=(&, ., £, 2777, q_(gl, oy &ny 277" und damit gip
= (@ibyy -y Pibny 279, 50 = (@ile, oy @iln, 27°). Die Strecken [p, g:p] bzw.
[¢, 9:¢] Dbestehen dann aus den Punkten p, = (51() oy Enna(tT )) bzw.

¢ = (6(®)5 coes Cnalr)) (0 <7< 1) mit

&(n) = A—7) &+ ik,
Llr) = X==)i+mpls .
Enga(®) =Lpaa(7) = (A —7)27 0277,

Wegen der letzten Gleichung folgt aus p. = ¢, sofort v = ¢. Da @; monoton
wachsend ist, kann £;(v) = {j(r) nur dann gelten, wenn &; = {; ist oder
7 =1. wird. Damit ist (12) bewiesen.

Wir definieren noch ¥%*; als Menge, die nur aus dem Punkt
8§ =1(%,...,%,2) besteht und die Abbildung ¢_; von V¥ auf V*; durch
g-1p = s fiir alle p aus V3. Offenbar besitzt die Abbildung ¢g—, die Eigen-
schaften (10), (11) und (12).

Es sei fiir ¢ =—1,0,1,2, ...

K; = q ]:pygi.pj'

2V

(f=1,2,..,m),

K, ist also die Vereinigung aller oben betrachteten Strecken. Insbesondere
ist K_; der Kegel iiber V¥ mit der Spitze s. Allgemein ist K; ein zwischen
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den Hyperebenen B"+ 27" und E"+2 ' gelegenes Kompaktum, und
es gilt

Ein (B 227 ) =Fhe, Kin(@E+27n) =V (—1<9).

Aus (12) folgt einfach, da K\VF zu dem kartesischen Produks
Vi, % J von V¥, mit einem halboffenen Intervall J homdomorph und
somit (m +1)-dimensional ist. (Vi ist ja ein m-dimensionales Polyeder.)
Als Vereinigung von K;'\V} mit dem hochstens m-dimensionalen Kom-
paktum V¥ ist K; also (m+1)-dimensional (siehe [2] Seite 32).

Die abgeschlossene Hiille K der Vereinigung

00
K= K
i=—1
ist dann die zu konstruierende Menge X"**, .
Da die K; zwischen den Hyperbenen E*+27"'n und B*+27'n gele-
gene Kompakta sind, gilt offenbar

13) XMNE — X A B

Wir wollen jetzt zeigen, daB X™*' ~ B® = U™ d.h. die am Anfang
dieses Abschnittes konstruierte Universalmenge ist. Um die Inklusion
X" B D U™ nachzuweisen, geniigh es zu zeigen, da X™ ~ E" alle
Mengen V; umfaBt (U™ ist ja die abgeschlossene Hiille der Vereinigung
aller dieser Mengen V; (¢ = 0,1, ...)). Das ist jedoch klar, denn fiir genii-
gend grofles j enthalten alle Mengen V7§ (die natiirlich in K Hegen) die
Menge Vi+2_jn.

Jetzt beweisen wir die Inklusion X™" ~ E* C U™ Bs sei dazu p ein
Punkt aus E™ U™ Dann gibt es eine positive Zahl 6, so daB p von allen
Mengen V; (¢ =0,1,...) mindestens den Abstand ¢ hat. Da nach (11)
jede Menge K; in der (n-+-1)27% Umgebung von V¥ = V;-+2 'n enthalten
ist, gibt es einen Index, 4, 50 daB p von den Mengen K; (4 = 4y, 4p+1, ...)
mindestens den Abstand 44 hat. Der Abstand des Punktes p von den
Mengen K; (i=-1,0,..,9,—1) ist mindestens 27, so daB wir
o(p, E) > min($6,27°) > 0 und damit p¢ K = X™" erhalten.

‘Wir haben also die folgende Gleichung bewiesen:

D Gy ;N CJ K;.
i=—1
Da alle Mengen K; (m-1)-dimensionale Kompakta sind und U™ ein
m-dimensionales Kompaktum ist, folgt aus dem dimensionstheoretischen
Summensatz (siehe [2] Seite 30), daB X™'* genau (m--1)-dimensio-
nal ist.
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Um unseren Beweis zu beenden, haben wir noch zu zeigen, dag X™**
ein absoluter Retrakt ist.

6. X™* ist auf einen Punkt zusammenziehbar. Wir wollen
hier zeigen, da8 man X™** in gich anf den Punkt s — die Spitze des Ke-
gels K. also — zusammenziehen kann. Diese Zusammenziehung kon-
struieren wir schrittweise.

Es sei 4 > —1 eine ganze Zahl und K; die im vorigen Abschnitt de-
finierte Menge. Ist p e V11, s0 parametrisieren wir die Strecke [p, ¢:p]
durch eine Parameterfunktion h¥(p,+) (277" <7< 27% 5o, daB A¥(p, 1)
gerade der Punkt auf [p, gip] ist, dessen (n-+1)-te Koordinate mit =
iibereinstimmt. Ist dann g = (&, ..., &u4a) ein Punkt aus K\VF, so gibt
es wegen (12) genau einen Punkt p eV}, fir den die Strecke [p, g: p]
den Punkt ¢ enthilt. Wir definieren:

q, falls 2_‘—1 LT ]
Bp,t), falls &a<r<2.

Setzen wir noch fiir Punkte r aus V¥

hi{g,7) =

h(r,7) =r (277 <w<27Y),

80 ist h; eine Zusammenziehung von K; auf V¥. Insbesondere ist s, eine
Zusammenziehung des Kegels K_, auf die Spitze s. Genauer: h; ist eine
Abbildung von K;x[277, 27" auf K; mit folgenden Eigenschaften:

hi(p, 2_‘_1)=p (p e Ki),
hip,T) =p (P EV:’ 2—i—1<1<2—i)7
W(p,27) eV (peKy).

Man sieht sofort, daB sich diese Zusammenziehungen h; zu einer
Zusammenziehung % von ganz K auf s zusammensetzen lassen. Im ein-
zelnen kann man diese Zusammenziehung k, die eine Abbildung von
K x[0,2] auf K sein wird, folgendermaBen schrittweise definieren: Ist
peK_, , 50 gei

h(p,t):{p’ falls 0<r<1,

hoap,r), falle 1<7<2.

Ist h(p,7) fir alle Punkte aus K_; v ... K;., bereits definier: und p
ein Punkt aus K;, so setzen wir

hi(p, 1), falls 277'grg27t,
B(p, 7) = {hh(p,27%),7), falls 27 <Lv<2.
D, falls 0 <<z <27,
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Sicher ist dann h eine stetige Abbildung mit den Rigenschaften

hp,0)=p (pekK),
Lip,2) =s (p € K),
hip,7)e K (peXK, 0<Tv<2).

Man kann sich % auch auf die folgende Weise definiert denken: Ist
g = &1y oy Ena) aus KN\{s}, so gibt es genau einen Index ¢, fiir den ¢
in K \V§ liegt. Es gibt dann weiter genan einen Punkt p aus Vi, fir
den die Strecke [p,g:p] den Punkt ¢ enthdlt. Wir betrachten den
Streckenzug

8 =[p, g:pl v [g:P, Gir 0PI oo [Gor - §iP 5 Y100 GeP] -

Tst 7 3> Epaa, 50 ist h{g,7) der Punkt auf 8, dessen (n+1)-te Koordinate
mit = iibereinstimmt, wihrend fiir 7 < &,+1 stets 2(g,7) = ¢ gilt.

Aug dieser Bemerkung ergibt sich sofort die folgende Rigenschaft
von h:
(14)

(15)

h(K,7) liegt oberhalb von E"+wn.

Bp,7) =h{h(p,0),7) fir 0<Lo<T<2

Wir beweisen noch zwei weitere Eigenschaften der Abbildung h.

(16) oles Blg, ) < (n41)2777 i

Bs sei g = (&, .y &nta). Ist g =35 oder &1 >7, so wird h(g,7) =¢
und (16) ist trivial. Wir kénnen also annehmen, dafl ¢ in einer Menge
E)\V? mit ¢ >4 enthalten ist. Bs sei wieder p ¢ Vi und ¢e[p, g:p]-

Dann legen ¢ und h(g,7) auf dem Streckenzug

[ps Pl oo (G541 8D 93541 91] -
Nach (11) folgt dann
e(g, Blg, 7)) < (n+1) 22“’“ < (n-1)277*,
fe=g

(17) Es gibt eine Zahl a, so daB fir je zwel Indizes 4, > —1 und fiir

je zwei Punkte p, ¢ ¢V gilt
o(h(p, 27), h(g,27")) <a-elp, ).

Ist §3>4, so wird h(p,2™") =p wnd h{g,27)=¢q Ist j<i, so
haben wir .

hp, 27) =gpginp,  h(p,27) =gjugicag.

221
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Aus (10) folgt
i—1

olhip, 277, hlg, 27)) < ﬂ (1+3-">~e(p,q)<kH 1+37%)-0(p, )-

Da das letzte Produkt konvergiert, brauchen wir nur

«= k[] (L+37%)

zu setzen.

Jetzt kénnen wir zeigen, daB sich die Abbildung b stetig auf X" x
% [0,2] ausdehnen 14Bt. Diese Ausdehnung ist dann — da X in X™*
dicht Hegt — eine Zusammenziehung von X7 auf s.

Wir haben zu zeigen, daB fiir jede gegen ein Element (p,r) aus
(Xm'“\‘K) %[0, 2] konvergierende Folge (pk,7x) von Elementen aus
K %[0, 2] die Bildfolge %(pz,s) in X" ebenfalls konvergent ist. Der
Limes dieser letzten Folge wird dann nur von (p, ) abhidngen, und wir
kénnen h(p,r) = limh(pk, vx) setzen, um die gesuchte Ausdehnung zu
erhalten.

Es sei also (pr, ) eine gegen (p,7)e (X™ K) % [0, 2] konvergierende
Folge von Elementen aus K x[0, 2].

1. Fall: 7 =0. Ist ¢ eine beliebige positive Zahl, so konnen wir
k, 8o groB wihlen, da8 folgende Bedingungen erfiillt sind:

(a') Q(Pk,Pk') < ‘-:lfs fiir k; k' = ku-

(b) Bs gibt eine ganze Zahl i, so daB (n-+1)27"" < }e gilt und aus
k>R, stets 7, <277 folgt.

Dann gilt wegen (16) fir k, k" > %,

Q(pk, I(pr, Tk)) <ie,
Q(Pk’; h(pw, Tk’)) < 3e,
und damit

@(h(plh ), h(Pw, Tk’)) < %"E‘FQ(Pk;Pk')'F%E <e.

Die Folge h(pr,tx) ist also eine Cauchyfolge und damit im Kompaktum
X" konvergent.

9. Fall: v > 0. Indem wir eventuell endlich viele Glieder aus der
Folge (pr, Tx) streichen, konnen wir annehmen, daB es eine positive ganze
Zahl i mit der Rigenschaft 2 <= (k=1,2,..) gibt. Wegen (15)
gilt dann . .

(18) B(pi, ) =R (h(pe, 277), ) .

15*
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Wir werden zeigen, dal} die Folge h(g)k,i’-_i) kounvergiert. Wegen (14)
i—1

sind alle Glieder dieser Folge in der kompakten Teilmenge ( {J K;) [0, 2]
=21

von K x{0, 2] enthalten, so daB auch ihr Limes in dieser Menge liegt.
Da h auf K x [0, 2] stetig ist, folgt dann aus (18) sofort die Konvergenz
der Folge %(px, tx).

Es sei ¢ eine positive Zahl. Wir wihlen &, so groB, daB folgende
Bedingungen erfiillt gind:

(a) o(px, pr) < kea™? fir k, ¥’ =k, (siehe (17)).

(b) Bs gibt eine ganze Zahl j > 4 (¢ ist die oben ausgewihlte Zahl),
so daB (n+1)277" < e gilt und aus k> k, folgt, daB die (n-+1)-te
Koordinate von p; kleiner als 277 ist. Beachten wir dann die Gleichung

h(pe, 27 =h(h(px, 277), 27,

8o erhalten wir fiir k, %" > %,

o(h(pr, 277, h(pw, 27) < a-o(h(pe, 27), hipw, 279)
<ar (E(h(]’lﬁ 2—i)1 .'pk) +o(pr, pw) + Q(h(pk’7 2—f>7 Pk'))

<a (yeattteatJ feal) =¢.

Hierbei haben wir (16) und (17) angewandt. Die Folge h(px, 27°) ist also
i-1

eine Cauchyfolge und damit im Kompaktum ( |J K;) x[0, 2] konvergent.
=21

7. X™ ist ein absoluter Retrakt. Da jedes endlichdimensio-
nale in sich auf einem Punkt zusammenziehbare, lokal zusammenziehbare
Kompaktum ein absoluter Retrakst ist (siehe z.B. [4] Seite 289), brauchen
wir nur zu zeigen, daB X™*' lokal zusammenziehbar ist.

Bs sel p zuerst ein Punkt aus K, der in keiner der Mengen V¥ liegt
(#=-1,0,1,..). Dann gibt es einen Index 4, und eine in K\V?* ent-
haltene Umgebung U von p (U ist Umgebung von p im Raume X™*.)
Wie wir bereits frither bemerkten, ist KV} zum kartesischen Produkt
ViaxdJ des Polyeders Vi, mit einem halboffenen Intervall J homi-
omorph. Bedenken wir, daf Polyeder stets lokal zusammenziebar sind,
so folgt sofort, daB X™" im Punkte p lokal zusammenziehbar ist.

Es sei jetzt p aus V7 (1 =0,1,..) und ¢ eine positive Zahl. Wir
wollen eine in der s- Umgebung U (e) von p enthaltens Umgebung U von p
konstruieren, die sich in U(e) auf einen Punkt zusammenziehen 1i8%.
Wir betrachten dazu zunichst eine in der $e-Umgebung U(}e) von p
enthaltene Umgebung U* von p in V¥, die sich in U (e) auf einen Punkt
zusammenziehen 148t. (Da Vi ein Polyeder ist, existiert U*.) Nun sei
0 <7n <min(}s,27""). Liegt ¢ in U* so sei ¢ der Punkt der Strecke
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[4, §i-1g], der von g den Abstand 5 hat. Ist » ein Punkt aus Vs, fiir den
g:r in U* liegh, so bezeichnen wir mit 7' den Punkt der Strecke [r, g:7],
der von g;+ den Abstand % hat. (Die Strecken [g, ¢;-14] und [r, g;¥] haben
mindestens die Lénge 27°7.) Es sei damn

U= lg,¢1v U [, g1
qeU* gireU*

Nach (12) haben je zwei der auftretenden Strecken hochstens ihren in U*
gelegenen Endpunkt gemeinsam, so daf man U leicht in sich anf U*
zusammenziehen kann. Da U* in U (e) auf einen Punkt zusammenziehbar
ist, 148t sich auch U in Ul(e) auf einen Punkt zusammenziehen.

Ist p aus V%;, d.h. p =s, so ist p die Spitze des Kegels K_,, und
™ 158t sich in p lokal zusammenziehen.

Es sei jetzt p aus X"T\K, ¢> 0 und U(e) die ¢-Umgebung von p
in X™*'. Wir wollen eine in U (¢) zusammenziehbare Umgebung U von p
konstruieren. Dazu wihlen wir die Zahl ¢ so groB, dal h(p,7) fir 0 <+
< 27" in Ul(e) liegt. Da Ul(s) offen und h gleichmiBig stetig ist, gibt es
eine Umgebung U von p, so daB fir alle Punkte ¢ aus U und fir 0 <«
< 27" die Bilder k(g,7) zu U(e) gehoren. Wihlen wir U geniigend klein,
so kénnen wir sogar erreichen, daB h(U,27%) in V7 liegt (siche (13)) und
in V¥~ U(e) auf einen Punkt zusammengezogen werden kann (V¥ ist
ja ein Polyeder). Dann ist U offenbar in U(e) auf einen Punkt zusammen-
ziehbar, denn h{g,7) (0 <7< 277 ist ja eine in U(s) verlaufende Defor-
mation von U in A(U,27%).

8. Eine andere Konstruktion. Zum Schlufl sei noch auf eine
andere Konstruktionsmoglichkeit eines (m -1)-dimensionalen absoluten
Retrakts X™'" hingewiesen, der im topologischen Sinne alle m-dimen-
sionalen Rédume enthilt. Man betrachtet dazu die zur Folge #x, %, ...
mit #%; =3 gebildete Univergalmenge — die gewdhnliche Mengersche
Universalmenge also — und stellt sie in der Form U™ = ﬁ U; dar (siehe

=0
Abschnitt 3). Die Menge U, = W, ist der n-dimensionale Einheitswiirfel
und damit ein absoluter Retrakt. Indem man in den Mengen U;
(i =1, 2, ...) gewisse Locher durch (m+1)-dimensionale Wiirfel abschlieBt,
kann man zu neuen Mengen UF D U; gelangen, die jeweils Retrakt von
Ur, sind (U§ = U,). Die Retraktionen g;: Uf,—>Uf lassen sich so
bestimmen, da8 ihre Produkte p;...o;, die ja Retraktionen von U, auf
~ %
U* sind, gegen eine Retraktion von U, auf X™** = M U} konvergieren.
im0
Diese Menge X™" geht dann aus U™ durch Hinzufiigen von abzihlbar
vielen paarweise disjunkten (m-+1)-dimensionalen Wiirfeln hervor, die
jeweils mit U™ genau den Rand gemeinsam haben. Hieraus folgt, daf
X™ (m+1)-dimensional ist. Die Menge X" liegh im (2m+1)-dimen-
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sionalen euklidischen Raum, wihrend die hier ausfilhrlich konstruierte
Menge X™ in den (2m-+-2)-dimensionalen euklidischen Raum ein-
gebettet ist. Wir haben die Menge X™*' und nicht die Menge ™+ kon-
struiert, da die Konstruktion von X"* komplizierter als die von X™*' ist.
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Some mappings of ANR-sets
by

A. Lelek (Wroctaw)

Recently, in connection with a method of construction of ANR-
sets (1) having some paradoxical properties, K. Borsuk raised the follow-
ing problem:

Given an ANR-set X. Take a sequence of mutually disjoint AR -sets
X, Xy, ... in X which have diameters converging o zero. Suppose & 1s
a mapping of X; such that &(X;) s an AR-set for i=1,2,.. Then the
decomposition of X into the sets & “y), where 1 =1,2, ... and y € E(X3),
and the points belonging to X—(X;u Xyu ...), is upper semicontinuous;
thus it induces a mapping & of X. Is £(X) an ANR-set?

We shall solve the problem in the affirmative for the case when &(X)
has a finite dimension (see Corollary 7 below). This will be done by showing
that £(X) is LC" i.e. homotopically locally connected in dimensions up
to n (see [3], p. 506), for # = 0,1, ... Therefore the condition that & (X)
is finitely dimensional plays an essential role in our result. It is now an
open question if the above problem has an affirmative solution also for
£(X) with infinite dimension.

TrEOREM. Let n=0,1,..., lef f be a continuous mapping of an ANR-set
X and let Xy, X;, ... be subsets of X such that

(i) X; are (n—1)-connected ANR-sets (%) for ¢ =1,2, ...,

(i1) f(X;) are n-connected ANR-sels for i=1,2,...,

(ii) f s 1-1 on the set X, = X — (X v Xy v ...) and [(X;) are mutually
disjoint sets for i = 0,1, .. with diameters converging to zero as i tends
to infinity.

Then the image f(X) is LC™

Proof. Put

X=X x{0,1,%, %, -}

(*) By ANR-set (or AR-set) we understand a compact metric absolute neigh-
bourhood (or absolute) retract.

(®) A set is said to be n-connected if it is homotopically connected in dimensions
up to m, i.e. if all its I-dimensional homotopy groups vanish for 1= 0,1, ..., % The
(—1) - connectedness means that no condition is required.
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