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In particular, it follows from (d) that any initial ordinal w, is perfect
sinee for y = 0, w, = w is perfeet and for y > 0 w, = w*r = @, ’

From theorems 3.3 and 3.4 we see that in order to find all transfinite
perfect numbers it suffices to solve the following two problems of finite
arithmetic:

(1) Find all finite numbers N such that 7(N) = N.

(2) Find all finite numbers N such that 7(N) = N —1.

Problem (1) is simply the well-known problem of determining all
finite perfect numbers. Problem (2) seems to be new; I call such numbers
lemost perfect. Clearly, N =2" is almost perfect for any non-negative
integer n. The question arises whether there are any almost perfect in-
tegers which are not of the form 2", It iy easy to obtain necessary con-
ditions for such an N, but the general problem seems to be at least as
difficult as (1). In particular, I have been able to prove that if ¥V is almost
gierfect anfi not a power of 2 then N has at least three distinet prime
Ie;fgsj} e;’;hiesr (fgd?l 2X is a perfect square, and N > 107, with stronger

. One may also consider the question of perfect cardinals, the definition
})emg t?Je same as in the finite case. The axiom of choice must be assumed
in makmg this definition sinee the proper divisors of a cardinal will usually
form. an_miim‘te family, so we now assume the axiom of choice. Every
fza,rdma,l is .then finite or an aleph, and it is easy to prove that a cardinal n
is I{erfect if and only if » is finite and perfect or n =¥, where « is an
ordma.i ({f the second kind. It follows from the comtinuum hypothesis
that 2™ is not perfect. It is interesting that this also follows from the
weaker hypothesis 2% < Nays for 2% ig not the sum of a denumerable

family of smaller cardinals ([1]
p- 401) whereas y
the second kind, is such a SHI;I. : A e < o and oot
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Eine Anwendung der unendlichwertigen Logik
auf topologische Réume

yon

B. Scarpellini (Genéve)

1. Einleitung: In [1] wurde gezeigt, daf die Menge der ,wahren®
Formeln des unendlichwertigen Pridikatenkalkiils von ELukasiewicz-Tarski
nicht axiomatisierbar ist. Dabei wurde eine Formel als wahr bezeichnet,
wenn sie bei jeder Bewertung immer den Wert Null annimmt. Zu analogen
Fragestellungen gelangt man, wenn man statt beliebiger Mengen F und
beliebiger 7-stelliger Abbildungen (z, wees @n) von B in [0, 1] nur to-
pologische Riume T und n-stellige stetige Funktionen von T in [0,1]
zulaft.

Dabei kann man etwa folgende Probleme betrachten:

a) Welches ist der Kompliziertheilsgrad (in bexug auf die Kleene-
Hierarchie) der Menge der Formeln, die auf T immer den Wert Null an-
nehmen.

b) Lassen sich zwei Riume Tq, T, durch eine Formel F in dem Sinne
unterscheiden, daf etwa F identisch Null auf T,, hingegen erfiillbar grofier
Null auf T, ist.

¢c) Welches ist der Kompliziertheitsgrad, wenn statt der JMenge der
Formeln, die identisch Null sind, die Menge der Formeln, die erfiillbar
Null sind, betrachtet wird.

d) Sind 2wei Riume Ty, Ty durch eine Formel F in dem Sinne unter-
seheidbar, daB etwa F erfillbar Null auf T, hingegen immer grofer Null
auf T, ist.

Von diesen vier Problemen erweist sich das letzte (d) als das interes-
santeste. In dieser Arbeit soll gezeigt werden, da8 zu einem Raum T
jedenfalls dann eine Formel F' mit den in d) gewiinschten Eigenschaften
konstruiert werden kann, wenn T einigen spezifischen logischen For-
derungen geniigt. Die Fragen a), b), ¢) werden in 6. kurz gestreift.

Als Aussagenkalkiil wurde hier eine etwas leichter zu handhabende
Torm als die von A. Rose und B. Rosser in [2] entwickelte gewihlt. Man
kann aber unschwer zeigen, da$ sich zu jeder Formel des hier entwickelten
Kalkiils eine erfiillungsgleiche aus der eben erwihnten finden 14.8t.
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Es sei bemerkt, dal man es hier eigentlich nicht mit einem Kalkiil
zu tun hat, da weder Axiome noch Herleitungsregeln auftreten, sondern
mit einem semantischen System, in welchem ,,wahr“ erfiillbar Null be-
deutet und falsch ,immer grofier Null“.

2. Syntax. Im folgenden seien in unformaler Weise die Formeln
des Kalkiils § und ihre Interpretation beschrieben. Wegen der grofen
Zahl der auftretenden Variablen werden wir manchmal gendtigt sein,
verschiedene Dinge mit ein und demselben Buchstaben zu bezeichnen.
Dies wird jedoch nur dann geschehen, wenn aus dem Text die Bedeutung
des betreffenden Symbols eindeutig hervorgeht.

Wir beginnen mit einer Liste von Variablen fiir reelle Zahlen X,
Xé, X, ¥ und den stetigen Funktionen X+¥, X—¥, max(X, Y),
min(X, ¥). Die Menge <f der Aussagenfunktionen ist wie folgt definiert:

1. die rationalen Zahlen sind in <f,

2. mit jeder rationalen Zahl o ist aX, a¥, aX; in ¢f ;

3. ist P(U) in «f, wo U eine Variable aus obiger Liste ist, so auch
P(F), wo V eine der Variablen X, ¥, X, ist;

4 mit P, ¢ sind auch P+Q, P—@Q, max(P,Q), min (P, @) in <.

Fiir das Wei’ﬁere werden wir XAY, XvY fir die Funktionen
n}a,x(X s ?%.’), .mm(X y X) schreiben. Fiir die Funktion max (0, X-Y)
f({]men wir die Abkiirzung X~Y ein, fiir die Funktion X ~YAY ~X
die Abkiirzung | XY/

Die in einer Formel auftretenden (rationalen Zahle i i

1) bezeich
als Koeffizienten. ) besetclnen iz

'Z‘u den A.usdriieken des Pridikatenkalkiils gelangen wir, indem wir
Inlel(:‘i’uenvarlablen, Variablen fiir stetige Funktionen und zwei neue
Opergtwa)len Max, Min zum Aufbau neuer Formeln zulassen.

19 Poy ey P3Py ey ¥y, 6,8, @, m seien Variable fiir steti

- . ge
Fun.kmo'n-en.. Die Stellenzahlen der Variablen 9;, ¢ sel eins, diejenige von s
zwei, dJe:]emgen von a, m drei. Wir behalten uns vor, die Stellenzahlen
der 1]';sthchen Variablen nach Bedarf zu fixieren.

eINer i8b 4y, @y, ooy Yy, Yoy ey @, 9, w, © eine Lish ivi

] 8 Individuen-
varigblen. D dikatento b o VOIl.
bt ie Menge 7 der Pridikatenformeln ish dann wie folgt de-

1. Ist ¥ eine Variable fiir n-stelli i i

ot ! i ge stetige Funktione: d
Individuenvariablen, so ist Y (tgy eeey tn) in §F T

2. Ist P(Xy, ..., Xm) in F, und si
i86 P(Ay, ..., dw) 0 F. ’ sind 4y, ..., An Formeln aus 7, so
3. Ist 4 in F, und w eine

sind MaxA, Min 4 in . Individuenvariable ans obiger Liste, so
w w
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Man kann nun in iiblicher Weise zwischen freiem und gebundenem
Auftreten einer Individuenvariablen unterscheiden und sich aunf die
Menge %, derjenigen Formeln beschrinken, in denen eine Individuen-
variable nur frei oder nur gebunden auftritt.

Seinun A eine Formel aus ,, die nur die #,, ..., 74-stelligen Funktions-
variablen ¥, .., % enthilt. u,..,us seien die in 4 vorkommenden
Individuenvariablen. Durch Angabe eines kompakten topologischen
Raumes T, von ¢ ny, ..., ng-stelligen stetigen Funktionen ww, ., vy
und Punkten g, ..., as aus 7T liBt sich der Formel A durch folgende
Testsetzung eine reelle Zahl zunordnen:

1. Ist A gleich Wi(uy, ..., uz) (k = ng), so ist der Wert von A gleich
Py, ey Gg)

2. A sei von der Form P(Ay, ..., Ap), mit P(X;, ..., Xp) aus ol a;
sei der Wert von 4; (i =1, ..,p). Dann ist der Wert von A gleich
P oy, ey @p).

3. A sei von der Form MaxB(®), und b, der Wert von B(a). Dann

= .

ist der Wert von A gleich supb., aeT.

4. A ist von der Form Min B (x). Dann ist der Wert von A gleich infd,,
ael. ® “

Die Angabe eines kompakten Raumes 7T, von Funktionen ¥} und
von Punkten g, ..., as aus 7 nennen wir eine Bewertung der Formel 4.
Nehmen zwei Formeln 4 und B fiir jede Bewertung denselben Wert an,
50 nennen wir 4, B &Aquivalent.

Aus der Definition der Bewertung ergibt sich, da wenn eine Formel
F erfilllbar Null ist auf 7' (d. h. eine Bewertung zulaft, die ihr den Wert
Null erteilt), und 7T stetiges Bild ist von Ty, daB dann F auch erfiillbar
Null ist auf 7,.

Fiir spiteren Gebrauch miissen wir noch drei Teilmengen 2y, P, Py
von Formeln aus F, hervorheben. Eine Formel F ist genau dann in &y,
wenn F von der Form P (@, ..., Do) ist, mit P(X;, ..., Xs) e of. F liegh
genau dann in P, wenn F in P liegt und nur Koeffizienten der Form
m2™™ enthilt. F liegt genau dann in P, wenn F in ? liegt und von der
Form (0AL)V...v(0ALy) ist, wo die I; keine Verbandsoperationen ent-
halten (somit Linearformen der &, sind).

Bemerkung. Beachtet man die Identititen

(a+e)A{b+¢) = (anb)+c,
—(—aA—b) =avb,
a{anb) = (aaAab)
fiir > 0, so zeigt man leicht, daB sich zu jeder Formel P der Form
OAP', P’ aus P, eine zu P Aquivalente Formel P, aus 2, finden la8t.
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Da im Folgenden auch der zweiwertige Pradikatenkalkill erster
Stufe Anwendung finden wird, sollen noch einige Bezeichnungen fest-
gelegt werden. Pradikatenvariable des zweiwertigen Kalkiils werden wir
mit P,Q, R, ... bezeichnen, wihrend spezielle Pridikate durch einen
Index , gekennzeichnet werden: Py, @, Ry. Formeln des zweiwertigen
Kalkiils bezeichnen wir mit 4, B, ... wihrend Formeln aus < mit einer
Tilde gekennzeichnet werden sollen: A, B, ...

3. Banachverbiinde stetiger Funktionen.

2) Alle im Folgenden betrachteten topologischen R#éume sollen
metrisch, kompakt, separabel und zusammenhéngend sein und mindestens
zwei Punkte enthalten (d.h. sie sind auf [0, 1] abbildbar). Mit C(T)
bezeichnen wir den Banachraum der stetigen Funktionen tiber 7', wobei
fl =suplf(p), p e T; ist.

Nehmen wir noch die Booleschen Operationen A, v dazu, so wird
C(T) zu einem Banachverband, den wir mit V(T') bezeichnen. Fiir spiteren
Gebrauch zitieren wir zwei bekannte Sétze:

Sarz 1. Auf einem kompakien Raum T sei eine Gesamiheit <l sietiger
reeller Funktionen f(p) gegeben, die folgenden Bedingungen geniigen:

1. ol is ein Verband.

2. Fiir 2wei verschiedene Punkie p, ¢ aus T und beliebige reelle Zahlen
a, b gibt es eine Funktion [ p(t) aus < mit

farlP) =@, faplq) =0.

Dann st <l dicht in C(T).

Einen Beweis dieses Satzes findet man z. B. in [3].

SAtz 2. Zwei Riume Ty, T, sind genaw dann homdomorph, wenn
C(Ty) und C(T,) isometrisch sind.

Einen Beweis findet man in [4].

B sei eine Familie stetiger Funktionen auf dem Raum 7'. Zwei Punkte
, ¢ aus T S(')ll.en dquivalent heiBlen, wenn f(p) = f(¢) fiir alle f aus 93 ist.
Die 80 fieﬁmerte Aquivalenzrelation erzeugt eine Klasseneinteilung.
N sei die Menge‘ dieser Klassen. Die Familie O3 definiert in O eine
sehwacl?e Tol.aologle, wodurch W zu einem topologischen Raum 7" wird.
Man ?elgt leicht, _daB die Abbildung, die jedem p ¢ T diejenige Klasse
aus T z]mrd_uet, die p enthilt, den Raum T stetig auf 7' abbildet. Daraus
ergibt sich der

§Arz 3. 'Tl ist genaw dann auf T, abbildbar, wenn V(T,) verbandsiso-
meirisch zu einem Teilverband V (1) von V( Ty) ist, der die Konstante 1 enthdlt.

() Besfiglich Definition und Ei

X enschafte b i [ -
tionen verweisen wir auf [4]. # n von Banachverbinden stefiger Funlk
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Beweis. Wird T, durch @ stetig auf T, abgebildet, so ist die Be-
hauptung klar.

Sei umgekehrt V* ein Teilverband von V(I,), der die Konstanten
enthélt, und sei V* isometrisch zu V(T,). Die Funktionenfamilie V*
erzeugt, wie eben beschrieben wurde, einen Raum T, der stetiges Bild
von T, ist. Sind p, ¢ zwei verschiedene Punkte aus 77, so gibt es eine
stetige Funktion f aus V*, fiir welche f(p) = f(¢) ist. Sind a, b zwei vor-
gegebene Zablen, so findet man Zahlen a, 8 so, daB of (p) +f = a, of (q) +
+ B = b ist. Somit 188t sich Satz 1 anwenden und es ergibt sich, das V*
mit V(71'7) tibereinstimmt.

Da V(T;) und V(T,) isometrisch sind, folgt insbesondere, daf auch
C(T%) und C(T,) isometrisch sind, womit aus Satz 2 die Homdomorphie
von T} und T, folgt. Da T4 stetiges Bild von T ist, folgt die Behauptung.

b) BEinem Raum 7' und einer Folge von Funktionen ¢, g, ... aus
C(T) ordnen wir eine Menge von Funktionen (T, ¢) zu durch die Fest-
setzung: feP(T,p) genau dann, wenn es eine Formel P(®,, ey Do)
aus P, so gibt, daB f(») = P(pa(®), ..., zpu,(w)) ist. Ersetzen wir in dieser
Definition die Formelmenge ? durch die Mengen P, bzw. ;, so erhalten
wir neue Mengen von Funktionen, die wir entsprechend mit Py(T, ¢)
bezw. (T, ¢) bezeichnen. Wie leicht zu sehen, sind die abgeschlossenen
Hillen 7(7,¢), P(T,¢) Banachverbinde und insbesondere ist ?(T,¢)
=P(T, p). Mit @ bezeichnen wir die Menge der formalen Ungleichungen
a < [P, 1@l < 8, wo P, @ aus .7 sind und «, § von der Form m27" (m > 0)
sind.

Sei )47 eine Teilmenge von §. Wir sagen, 9/ sei auf dem topologischen
Raum 7 durch die Folge stetiger Funktionen ¢y, ¢y, ... aus C(T) erfilllt,
wenn gilt: sind o < || P(Dayy ooy Pay)ly [1Q (Payy --5 Do)l < f formale Tn-
gleichungen aus 71, so ist

und

= HQ (Pal), ey %‘(w))i;‘

Umgekehrt 166t sich jedem Raum T und jeder Folge von Funktionen

a <|P(pu(), ..s pul®))

@11 Pay ... A0S C(T) eine Teilmenge J/(T,p) aus § zuordnen durch die
Festsetzung:

o <P (Dayy -y Do)l € W [P (@ ooy Gl 2 @y

19 (Payy oy Pandll < B € W 1@ (Pays ovvy Faa)| <

WT, ¢) ist die wie folgt definierte Teilmenge von 97(T,q): die
formalen Ungleichungen o < |[P], {|Q} < # sind genau dann Elemente
von W(T, ¢), wenn sie Elemente von 1/7(T,¢) sind und P, Formeln
aus P, sind.

¢) T,, T, seien zwei Riume und @, =1, ¢, ¢, ..., eine Folge von
Funktionen aus C(T,), fiir welche Py(T,,p) = V(T,) ist. Dann gilt der
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Sa1z 4. T, ist genaw danwn auf Ty abbildbar, wenn W (Ty, @) erfillbar
st auf 1.

Beweis. Es ist trivial zu sehen, daB 97 (T,,¢) erfillbar ist auf T,
wenn T, stetig auf T, abbildbar ist.

Sei umgekehrt W (T, ) erfilllt auf 7, durch die Folge ¥, ¥, ¥,, ...
aus C(Ty). Die Abbildung, die jeder Funktion P(@q,; .., ¢o,) 208 P(T,, ¢)
die Funktion P(¥,,, ..., ¥,) aus P(T,, ¥) zuordnet, ist eine Isometrie
zwischen den Mengen (T, ¥) und ‘P(T,, ¢). Um dies einzusehen, geniigt
es zu zeigen, daB aus ||P (e, -, @)l = & die Gleichung [|P(¥,,, ..., ¥,,)||
= ¢ folgt.

Seien {gn}, {r} zwel Folgen von rationalen Zahlen der Form m2~",
mit Hmp, =&, limw, =&, up > fpt1, n < vpe. Dann gilt fiir alle n:

0 P (@ayy oo s Pas)l| <
Das heiBt W (T, ¢) enthilt alle formalen Ungleichungen

o P (Do y ooy ) 1P (Payy -ry Dell < i -

Da (T, ¢) auf T, durch ¥,, ¥, ... erfiillt wird, sind alle Ungleichungen
¥ KNP (Payy ooy Vo)l < g erfiillt, woraus sofort | P(Wayy ooy o = £
folgt. Die so definierte Isometrie zwischen P(T,, p) und P(Ty, P) 148t
gich zu einer Verbandsisometrie zwischen ihren abgeschlossenen Hiillen
P(Ts, @), P(Ty, ¥) fortsetzen. Nach Voraussetzung ist ‘;_PJ(TZ, @) =TV(T,)
und demnach auch P(T,, ¢) = V(T,). Ferner folgt aus ¢, =1 sofort
¥ =1. Somit ist Satz 3 anwendbar, woraus die Behauptung folgt.
Ist 7 eine Funktion aus ¢(T), so gelten die Beziehungen:

F=0AN—=(0A=f), Ifl =l0AfIAlOA—F.

Daraus und ans Satz 4 erhdlt man leicht die

ForeERUNG 1. 7T, ist genau dann steti ; »
4 g auf T, abbildbar, wenmn W, (T,
auf T, erfiillbar ist. f Ta ’ v Wo( Ty, @)

Da es nur abzihlbar viele formale Unglei i i
e gleichungen mit rationalen
Koeffizienten gibt, lassen sich die Elemente v in ei
von Wy(T -
pelfolge anordnen: o) s eine Dop

o <[Py,
Nell < g,

@ <[Py,
191l < B,

Sind 7, n; zwei Folgen natiirlich
. er Zahl a ie Un-
gleichungen bilden: ahlen, so kann man die Un

ey

6 2™ |2 ™,
Q27" <27,

%27™ <[ P27™
Q227" < 27™,
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Man erhilt auf diese Weise eine Teilmenge aus 9y (T, ¢), die mit
W|(T, ¢, m,n) bezeichnet werden soll. Dann gilt offenbar unabhingig
von der Wahl der Folgen {m;}{n;} die

FoLGERUNG 2. T ist genau dann auf T, abbildbar, wenn Vg( Ty, ¢, m, 1)
auf Ty erfiillbar ist.

4. Entwicklung des logischen Formalismus.

A. In diesem Abschnitt sollen einige Hilfsmittel zusammengestellt
werden, welche dazu dienen, die in der Einleitung erwihnte Formel zu
konstruieren. Der erste Schritt besteht darin, den gew6hnlichen Pridika-
tenkalkiil erster Stufe im Formalismus & zu interpretieren. Genauer:
zu einer Formel F des Pradikatenkalkiils soll eine Forme! F aus S kon-
struiert werden, so daB aus der Erfiillbarkeit von F die Erfillbarkeit
Null von F folgt und umgekehrt. Wie dies geschieht, soll im Folgenden
ausgefithrt werden.

Vorerst sei festgelegt, daB immer wenn in diesem Abschnitt von
stetigen Funktionen die Rede ist, nur solche gemeint sind, deren Werte-
bereich in [0,1] liegt. Um unnotige Komplikationen zu vermeiden, be-
gniigen wir uns hier damit, die oben angekiindigte Konstruktion von F
fiir ein spezielles # durchzufithren. Doch sei gleich bemerkt, daf schon
alle charakteristischen Schwierigkeiten im folgenden Beispiel enthalten
sind und dieselbe Konstruktion sich in vollig analoger Weise fiir eine
beliebige Formel in prinexer Normalform durchfiihren 148%.

F sei von der Form (ay)(@a) (E91)(EYa)(ws) (E¥s) 8 (1, @a; %1, Ya) 255 Ya)y
wo 8 quantorenfrei ist und nur die zweistellige Priadikatenvariable P
und die dreistellige Pridikatenvariable ¢ enthélt.

f sei eine Variable fiir zweistellige stetige Funktionen, ¢ eine solche
fiir dreistellige. u, v, w, sollen unabhingig voneinander die Variablen
#;, y; durchlaufen.

Nun ordnen wir jeder aus den Variablen P,Q, w;,y;, gebildeten,
quantorenfreien Formel T des Priadikatenkalkiils eine Formel T aus G
nach folgender Vorschrift zu:

1) ist T gleich P(u,v) oder Q(u,v,w), so sei T gleich f(u, v) bezw.
g (u PR w);

2) ist T von der Form AAB oder AvB, so ist T gleich A AB bezw.
AvB;

3) ist T von der Form 7 A, so ist T gleich 1/2=A4.

Durch diese Festsetzung ist insbesondere auch der Formel S(xzy, Ty,
...; ¥5) eine Formel S(@, #s, Y1, Yo, %3, ¥s) zugeordnet. Werden in S
die Funktionsvariablen durch stetige Funktionen ersetzt, in S die Pri-
dikatenvariablen durch Pridikate, so sollen die Resultate dieser Er-
getzung kurz mit S, bzw. S, bezeichnet werden.
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Fiir spiteren Gebrauch erwidhnen wir den:

ArssATz 1. Gibt es eimen topologischen Raum T, darauf eine zwei-
stellige stetige Funktion @, eine dreistellige Funktion ¥ und eine offene
Menge 0, so daf folgende Bedingungen erfiillt sind:

a)  fir o, a, By Pos Bse0 gilt p(ag, @) 2 1/2, (B, Bas Bs) 2= 1/2;
b) 2u beliebigen ay, a5 €0 findet man By Bae0, so daf fiir jedes a,

ein By €0 epistiort mit Syla, oy Py Bay sy Fa) > 1/2;
so hat F ein Modell.

Beweis. Sind die Bedingungen des Hilfssatzes erfiillt, so betrachten
wir einen festen Raum 7' und nehmen die Punkte von 0 als Elemente
eines Modells fiir F. Wir definieren zwei Priadikate Az, y), Byx,y, 2)
wie folgt:
i Ag(ay, ) > 9(an, @) > 1/2,

By(Byrs Bas Ba) > ¥ ( By Bas ) > 1/2.

Dann zeigt man leicht:
So(ar, @y Bus Bay s, ﬁa)“"go(al, sy Bus Pay tay Bs) > 1/2,
7 8olars aay Buy Bay oy o) Sulaus ooy Buy By sy o) < 1/2 .

Aus b) ergibt sich, dafll ¥ mit den so definierten Pradikaten den Wert
Wahr erhilt, womit der Satz bewiesen ist.

Sei h eine Variable fiir einstellige stetige Funktionen, die wir als
Hilfssvariable bezeichnen. Dann bilden wir die Formeln:

|1/4=h(z),
M:ngx{h(m)vh(y)v[(h(x)vh(;z/)) ~|f(=,y)=1/2(]},

Max (h(z)VR(y)VI(2)VIR(@)VR(Y)VI(2)~]g (2, ¥, 2) =1/2[]},

.92
ax {h(aa) Vh(zy) vimin {(h(w;)v B(@2) =2 (1) VR (1)) A

/\sz{h(afs)anllin{(h(%) VR () V R (23) *27&(%)) A

/\(1/2;§(m1, By Y1y Yoy La,y (’/s))}}}} .

Diese Formeln bezeichnen wir der Reihe nach mit A(k), B
0(_]%9)’ D(h,f,g) oder kurz 4, B, ¢, D. Thre Konjunktion E/li(B A(Z;\%
sei F(h,f, g). Ersetzen wir in diesen Formeln hy f,g durch stetige Funktio-
nen &, p, ¥, so soll das Resultat dieser Ersetzung mit 4(®), B(D, p)
F(D, ¢, ¥) bezeichnet werden. Eg gilt der ’ 7

yoeny
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SATz 5. F hat genaw dann ein 1odell, wenn es einen Raum T gibt,
auf dem F erfillbar Null ist.

Beweis. Sel T ein topologischer Raum und @ (x), ¢(z,y), ¥(#,y,%)
drei darauf definierte stetige Funktionen, fiir welche F(®,q, ¥) =0 ist.

Dann ist speziell 4(P) = B(D,¢) = C(P,¥)=D(D, ¢, ¥)=0. Aus
A(P) =0 folgt MaxP(x) =1/4, dh. die offene Menge 0 der Punkte p

x

aus T, fiirx die O(p) > 0 ist, ist nicht leer. Aus B(®@,¢) = C(P,¥) =0
folgt fir a;, o, By, fay By aUS O:

l@(ayy 05)~1[2] = D (a) VD (as)
¥ (81 Bay Ba)=1/2]| = P(BIVD(B:) VD(Bs)

play, w) 21/2,  P(B, fa f) 2 1/2,

0, p, ¥, erfiillen somit die Bedingung a) aus Hilfssatz 1. Aus D(D, ¢, ¥) = 0
und aus der Kompaktheit von 7' folgt, daB fir alle a;, a, aus 0 Punkte
By, Bz 80 zu finden sind, daB zu jedem a; aus 0 ein B existiert mit:

2(@(B)VD(Br)) = Pla) VO (),
20(f5) 2 P () VO () VO ()
gu(O‘J.; tay Buy Bas s Bs) = 1/2.

Dann ist aber Py, fs, fae0, somit Syler, asy i, Bay oy fs) > 1/2-
Dh. 0, ¢, ¥ erfiillen auch die Bedingung b), von Hilfssatz 1, woraus die
Erfiillbarkeit von F folgt.

Sei umgekehrt F erfiilllbar. Aqz,¥), Bo(®,y,2) sein zwei zahlen-
theoretische Pridikate, welche der Formel F den Wert Wahr erbei-
len. Dann gibt es zahlentheoretische Funktionen u(my, ms), v(my; ms),
w(my, My, Mg), 50 daB:

dh.

Su(mu Mg,y 'u(ml; mz): v {1y, My), Mg, 'w(mla My, ma))
gilt. Wir setzen u(N) =Max(urvAw)+N und definieren eine Funktion
mi

d(n) wie folgt: d(0) =0, d(n+1)= ,u(cl(n)). d(n) ist offenbar streng
monoton. Auf der Einheitsstrecke [0, 1] wihlen wir zwei Folgen {&}, {n:,
mit 0 < &, 7 und & < 7 < &y, Lmé; = lmay < 1. Die Menge 0 sei
Vereinigungsmenge der offenen Intervalle e; = (&, 7:)- (s sei der Mittel-
punkt von e;. Wir definieren eine auf [0, 1] stetige Funktion @ wie folgt:
auf dem Komplement von 0 sei @(z) =0, fir ¢ < d(0) sei D(L) = 1/4,
fiir d(n—1) < i< d(n) sei O(%;) = 2", dazwischen linear. Schlieflich
whhlen wir zwei stetige Funktionen ¢(x, ), ¥(x, y,#) welche den Bin-
schréinkungen geniigen: ist a, ee;, wyeer, 50 sel p(ay, @) >1/2 wenn
Aqi, k) < 1/2 andernfalls; ist o € €;, ay € ex, a5 € € 80 sel P(ay, oz, a) > 1/2
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wenn Byi, k, 1), < 1/2 andernfalls. Dann zeigt man leicht: F(®,p, %) =0,
womit der Sabz bewiesen ist.

Da wir nur solche topologischen Réume betrachten, die auf [0,1]
abbildbar sind, erhiilt man unmittelbar die

FoLecERUNG 3. Ist 7 auf einem Raum erfiilllbar Null, so auf allen
anderen.

Beweis. Ist F erfiillbar Null auf T,, so hat ¥ nach Satz 5 ein Modell.
Dann ist F auf der Binheitsstrecke erfiillbar, somit auf allen (hier be-
trachteten) Réumen.

Wir erwidhnen noch ohne Beweis eine Tatsache. Fy, ..., F, geien
prinexe Normalformen, Fyh,..), ..., Fu(h,..) die nach obiger Vor-
schrift konstruierten zugeordneten Formeln. Auf die gleiche Art, wie
beim Beweis von Satz 5 zeigt man, daB F\A...AF, genau dann ein Modell
hat, wenn es einen Raum T gibt, auf welchem Fl( DA /\F”( )
erfiillbar Null ist, und dafB in diesem Falle diese Formel auf jedem Ra,um
T erfiillbar Null ist.

B. 3 sei ein Axiomensystem der Zahlentheorie in pranexer Normal-
form. ¥, E, 8, A, M seien die darin vorkommenden Pridikatenvariablen,
die der Reihe nach die Null, Gleichheit, Nachfolger, Addition und Multi-
plikation repriisentieren. 3 sei die dem 3 zugeordnete Formel, welche
aus den Variablen h,n,e, s, a, m aufgebaut ist. » ist die Hilfsvariable,
und #,e,s,a,m sind der Reihe nach den Variablen N, E, S, M
zugeordnet. @, ng, €, 8, @, m, seien stetige Funltionen auf dem
Raum T, fir welche 3(®, ny,...) = 0 ist. Dann liBt sich auf der Menge
0 = {p: (p) >0} wie folgt eine Aquivalenzrelation einfiihren: p,~p,
genau dann, wenn e(p;, p,) > 1/2 ist. Dadurch zerfillt 0 in offene Aqui-
valenzklassen {0}, namlich die Elemente eines Modells fiir 3, welches
wie oben durch die Festsetzungen Ny O)«>n,(p) > 1/2 fir p e 0, B(Cy, Cy)
6Py Po) > 12 flir o, Py €0, ... USW., gewonnen wird.

Die Menge {C} enthilt msbesondele eine Folge 7y, 7y, sy ... VOL
Aquivalenzklassen, welche der Reihe nach den Zahlen 0,1,2,.. ent-
sprechen. Dabei kann @ stets so gewdhlt werden, daB zu Jedem % eine
Zahl 6;> 0 existiert mit der Bigenschaft: ist % = 4, so haben die beiden
Mengen 74, 7 einem Abstand > 6;. Im Folgenden setzen wir stets voraus,
daB @ auf diese Weise gewihlt worden sei.

DerinITION 1. Ein za,hlentheoretlsehes Priadikat Pz, ..
darstellbay durch die Formel G(p), wenn gilt:

8) ist F(p)A S = 0 aut T und Ly € 75y, .
>1/2 wenn P(v,l,

.y @n) heilt

»y ¥n € Mgy 50 st Doy, ooy Tn)

.y in), Im andern Fall < 1/2;

b) ist 3 =0 auf T und das erzeugte Modell die Zahlentheorie, 80
©X. Py Wit F(pg) = 0.
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p nennen wir die dem Priidikat P, zugeordnete Funktionsvariable.
Es gilt der

SATZ 6. Jedes rekursive Prddikat Py ist darstellbar.

Beweis. Wir verwenden die Tatsache, daf sich jedes rekursive
Pridikat aus der Null, der Nachfolgerfunktion ' und den Pridikaten
z+y = 2, zy = 2 mit den Operationen A, v, 7, (E¥)<e, (¥)<x gewinnen 148t.

1) P, sei von der Form UgAV,. Gl(u) sei die U, darstellende Formel,
Gy(v) die V, darstellende Formel. Dann bilden wir den Ausdruck:

)} A
A al(u)/\@z(v) .

Max {B () Voo VR () V [P (@1 ooy ) = (0 (@15 oony Za) RO (2 oo

Lyzeeesln

Dies ist offenbar die gesuchte Formel G(p):

2) ist P, von der Form U,vV,, so verfihrt man analog;

3) ist P, von der Form 7 U, und Gy(u) die zu U, gehsrige Formel,
so konnen wir fiir G(p) folgenden Ausdruck nehmen:

\Iax [h (ay) v wn))“ AGy(u),

28

Vh(mn)vlp (@15 cory Zn) = (L= 02y, wory

1) sei Py(x,y) von der Form (Ez)g, Uyz,7) und Gy(u) die zu T,
gehorige Formel. Wir bilden die Ausdriicke:

Max {h(x)VR(y)va(y)=1/2v|p(z, y)—u(z, ¥)|},

Ty

May; {R(@)v... v (t)vS(t,z);l/Zv]p(:c,z)—(p(w,t)vuo(x,z))i},
Z,Y,2,

die wir der Reihe nach mit I, IT bezeichnen. Die Konjunktion TAITA Gl( )
stellt dann die gesuchte Formel G( ) dar.

5) ist Pylx,y) von der Form (2)<y Ui, 2), so verfihrt man analog.

Man zeigt leicht, daB die so definierten Formeln wirklich den Be-
dingungen a), b) von Def. 1. geniigen.

Insbesondere sind die Pridikate 1 =z, & < y darstellbar. Fiir diese
beiden Pridikate fithren wir die Bezeichnungen Iy(#), Kz, y) ein. 61( )y
Gz(k) seien die Formeln welche sie darstellen.

C. Mit dem bisher entwickelten Formalismus sind wir in der Lage,
gewisse rekursive Funktionen in unserem Formalismus darzustellen.

flz,, z,) sel eine auf den positiven ganzen Zahlen definierte Funktion,
deren Wertebereich die rationalen Zahlen aus [0,1] sind.

DEFINITION 2. Wir sagen, f sei eine normale Funktion, wenn folgende

- Bedingungen erfnllt sind:

a) es ist f(m,n) =a(m, n)2""";

Fundamenta Mathematicae, T. LII 10
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b) zu jedem e gibt es ein N (s), so daB fiir n-+m > N (e) die Ungleichung
f(m, n) < e gilt.

Sind a(m,n), b(m,n) rekursiv, so nennen wir f rekursiv normal,

HILFSSATZ 2. f(m, n) sei eine normale Funkiion. {u:}, {:} seien zwei
Folgen auf [0, 1] mit 0 < @iy 0 < By, o5 < fi < tgpr und limo; = Hm f; < 1.
e; sei das offene Intervall (a;, fi). Danmn gibt es eine stetige Funlktion u(w,, @,)
mit der Eigenschafi: fiir @, € €;, %y € €y 180 u(my, @) = (2, k).

Der Beweis ist offenbar trivial.

DEFINITION 3. Eine normale Funktion f(m, ») heillt darstellbar durch
die Formel H (u), wenn folgende Bedingungen erfillt sind:

a) ist H(u)A3 =0 auf T, und ist @ € 75, %y € 9e, dann gilt w(wy, @,)
=fl, k).

b) Ist 3=0 auf 7 und das erzeugte Modell die Zahlentheorie, so
ex. w mit H(u)=0.

Gibt es eine Formel, welche 7 darstellt, so heilit f kurz darstellbar.
Wir beginnen damit, die Darstellbarkeit einiger spezieller Funktionen
nachzuweisen.

1) Die Funktion 27" ist darstellbar. Wir bilden die Ausdriicke:

Mﬁx{h(w)Vn(w)—'—l/Q\/]ﬁ (2)=1[},
B@ay:z{h(m)vh(y)vS(m, ¥)=1/2v [26(y)— 6 ()]} .

. Die Konjunktion dieser beiden Ausdriicke liefert die gesuchte Formel
H,(6). 6 ist die zur Funktion gehorige Funktionsvariable. Man zeigt leicht,
daB die Bedingungen a, b von Def. 3 erfiillt sind.

2) f(m) sei rekursiv normal und von der Form 27°“". Dann ist f
darstellbar. Das Pridikat b(m) =mn (Pym,n)) ist rekursiv und somit
darstellbar. Gy(p) sei eine dieses Pradikat darstellende Formel, p die
entsprechende Funktionsvariable. Wir bilden den Ausdruck:

Ga(p)AHI(é)MEX (@) vh(y) v (zy) =1/2V|e(2)— 6 (y) |}

und hgzeichnen ibn mit Hy(e). Dnter Benutzung des Hilfssatzes 2 sieht
man leicht, daf Hy(s) den Bedingungen a, b von Def. 3 geniigt und somit f
darstellt.

. 3) g(m) sei rekursiv normal und von der Form a(m)2™"™. 1(m, n)
sel die wie folgt definierte Funktion: fir n < a(m) ist 1(m,n) = 4@24’(’")
fiir n>a(17%) ist 1(m,n) = 0. Wir zeigen, daf die Funktion 1(m n;
da‘rste%lbar .151;: Mit a(m) ist_auch das Pradikat Rim,n)=n < aEm)
rekursiv, mithin darstellbar. Gy(ry) sei eine Formel, die i darstellt und

Hyz) sei wieder die oben konstruiert W —bim
e e Formel °em) - g
Wir bilden die Ausdriicke: , welche 2 darstellt.
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T Max (h(e) V) V()= 12vE(@, 1)
zy

I: Max {h(2)VA(y) Vh() Vi@, y) =1j2V (Y, 2)=1j2V
V|, )= (@, 9)+e(@)]};

III: Max {h(2)VA(y) VER) V12 =12, 2)vS (2, ) =12VE®, ¥)} .
Tl .2
Nun bilden Nwir die Konjunktion IA II‘A IITA 5'4(;3)/\ HMQ(E) und be-
zeichnen sie mit H4(&). Man zeigt leicht, daBl Hy(£) der Definition 3 geniigt,
mithin 1(m, n) darstellt.
Wir bemerken, daB wir nichts anderes gemacht haben, als die Formeln:

(m)(s) [s £ 0vi(m,s) =0],
(m)(n)(s) [8 < a(m)vz = s+1vI(m,2) = I(m, s)+27"™],
(m)(m)(s) [n < a(m)vs # n+1vi(m,s) =0]

in die Sprache des Systems & zu fibersetzen.
Aus dem Vorhergehenden ergibt sich sofort der:

Sarz 7. Ist g{m) = a(m)f_"b(m) rekursiv normal, so ist g darstellbar.
* Beweis. Auf Grund der Definition von 1(m, n) ist g(m) = I{m, a(m)).
Das Pridikat Rg(m, n)=n = a(m) ist rekursiv, wird somit dargesbellt
durch eine Formel G5(r,). Wir bilden den Ansdruck:
Hy(&)AMax {(h(2) VR () V() vrole, 1) =12V in(ae) =& (2, )]}
Z.Y.2

und bezeichnen ihn mit fl‘,,(n)'g(m) wird dargestellt durch fﬁ(oy), WO 7
die der Funktion ¢ zugeordnete Funktionsvariable ist.

D. Bevor wir das in der Einleitung gestellte Problem losen konnen,
muB noch eine letzte Klasse von Formeln betrachtet werden. Diese
Formeln werden wir schrittweise konstruieren, wobei wieder im we-
sentlichen die in ¢) benutzten Methoden zur Anwendung kommen.

[Pt (Dag(@) 5 vy Do)} sei eine Teilmenge der in 2. definierten
Formelmenge P,. Die Indizes i, ..., i, durchlaufen die positiven ganzen
Zahlen, wihrend die Indizes ay, ..., as sowie die Stellenzahl s von den
i abhingig sind.

DEFINITION 4. Eine Teilmenge {Pr, .;,} aus P, heiit darstellbar durch
die Formel F (g, %), wenn fir jede Folge & aus [0,1] mit limeg = 0, die
Bedingungen erfiillt sind:

a) Ist 3aF (g, P,) = 0 aut T so gilt:

1. fiir @ e 7m:, @ €7 156 @o(@, ¥) = @ol@s, y) fir alle y;
10*
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9. ist fiir zen; Max gz, y) <&, 50 gilt LT By € Nays ey @5 € 7,
v
und 2 € 74y . % € 7, die Beziehung

Pﬁ,..z‘”(%(mu Yy oees Pol s ?/)) = Wy(zy, s 2ny y)  fiir alle y.

b) Sei F(pyy..) =0 auf T und 7 7, - die einzigen Aqui-
valenzklassen, in welche die Menge 0 = {w: $y(2) > 0} zerfillt. Dann
gibt es zu jeder stetigen Funktion ooz, y), fir welche Maxgy(z, y) <&

v

ist, wenn e, eine stetige Funktion Wolyy ooy Tay y), fiir welche
Fp,, Po) =0 ist.

Ferner benttigen wir eine weitere

DEFINITION 5. Eine auf T definierte, n +1-stellige stetige Funktion
F{@y, -y Tn, y) geniige der Bedingung:

ISt @, € Yiys ooy Tn € Tiyy B € Niyy -ovy ¥n € Niyy 8O gilt

f(.’l"“ very Tmy 7/) = f(ﬁly veey Bny y)

Durch die Festsetzung i, .i,(®) = [ (@1, vy T, ¥) THT @4 € 01y ooy Tn € 7,
wird eine Familie von Funktionen definiert, {ﬁ-l_,_fn(m)}, die wir als die
durch f induzierte Familie bezeichnen.

In diesem Zusammenhang erwéhnen wir den

HILFSSATZ 3. {fi,.0,(0)} sei eine Familie stetiger Funktionen auf -T,
welche der Bedingung gewiigt: zu jedem & >0 gibt es ein N (), so daf fiir
B+ tin = N(e) die Ungloichung fi.,(®) <e gilt. Dann gibt es eine
n+1-stellige stetige Funkiion f(@y, ..., Tu, ), S0 daff {fi. ()} die durch f
induzierte Familie ist, d. h.

Fiin(®) = fiin®)

Der Beweis ergibt sich leicht mit Hilfe des Satzes von Urysohn, wenn
man unsere friiher gemachte Festsetzung beachtet, nach welcher die
Mgnge 0 = {z: &yx) > 0} stets so gewihlt wird, dah zu jedem ¢ ein d; > 0
existiert, so daB fiir k¥ 44 der Abstand der Mengen #;, 7, grofier oder
gleich §; ist.

Nun peginnen wir damit, die Darstellbarkeit spezieller Formelmengen
nachzuweisen. Wir erinnern noch daran, daf die Funktion 27" durch
die Formel H,(6) dargestellt wird.

1. .Die Menge {Ppy(2)}, mit Ppg(z) =27 "0y(z) ist darstellbar.

Wir bilden die Formeln:

L Niazf{h(ml)\/h(%)ve(m“ @)~ FvMax|p(zy, 4)-- (2, )|},
* v

fiir alle y.

1L lfix{h(m‘l)\/h(%) V(@)= §VMax| Py (g, @y y)— @ (%, 9)[},
¥ v

IIT. %:f{h(wl)vh(wg)vh(z)vs(z, @)= $vMax|2W,(m, @y, ¥)—
v

— Wz, %y Y|}

icm°®

143

Eine Anwendung der unendlichwertigen Logik

Nun bilden wir die Konjunktion H,(8)AIAIIAIIL. Dies ist die
gesuchte Formel. Unter Benutzung von Hilfssatz 3 zeigt man leicht,
dab sie den Bedingungen 2, b von Definition 4 geniigt.

2. b(m), ¢(m) seien zwei rekursive Funktionen und lim2™"™ = ¢,
Dann ist die Menge 27" &,,(x) darstellbar. Die Pridikate b(m) = n,
¢(m) = n, die wir mit Pi(m, n), P3(m, n) bezeichnen, sind rekursiv, mithin
darstellbar. Pg werde durch ﬁl(pl) dargestellt, P; durch G‘;(pz). ‘Wir bilden
den Ausdruck:

I. Max {h(@)Vh(2) Vh(2a)V Py, 2)= 5V Polr, 2) =3V
v Max | Wiy, 9)= Pless 2 )}
und die Konjunktion Y
Go(p) A Gof Do) Filp, ¥,

welche die gesuchte Formel Fylp, ¥,) darstellt.
3. Es sei a{m) eine rekursive Funktion, so daB 1ima(m)2'b(m) = 0 ist.
{Pums} sel wie folgt definiert:
Fiir § < a(m) ist Ppa(a) das Polynom s- 27" (),
fir s > a(m) ist Pus(x) gleich Null.
Die so definierte Menge ist darstellbar. Die Pridikate s < a(m),
s > a(m), die wir mit Qi(m, 5), @3(m, s) bezeichnen, sind rekursiv, somit
darstellbar. @y(q,), G4(gs) seien die entsprechenden Formeln. Wir bilden
die Ausdriicke:
I. Max {h(@) Vh(ws) v () ~ v Max Pylzy, s, ¥)}
T3xz ¥

II. Max {h(@) V... VA(S)V (@, 25) - Lvs(@y, 2a)= 1V
&4s8
v Max [ o, @5, ¥)— (Pal®r, By ) + Pl f‘/)m 3
¥

TIL Max{h(m)V (£ V@2, @) = 3V Max Py(ay, 25y 9)} -

xf v
Dann bilden wir die Konjunktion IAITATITA Ga(gi)A G A Folp, P,
die wir mit Fyp, ¥,) bezeichnen. Fy(p, ¥,) genigt den Bedingungen von
Definition 4.

4. Die Menge der Polynome {a(vm)Q‘l’(”‘)@c(m)(w)} ist darstellbar. Das
Pridikat s = a(m), das wir mit Qb(m, s) bezeichnen, ist rekursiv, mithin
darstellbar. Gy(gs) sei die entsprechende Formel. Wir bilden den Ausdruck:

T. Max {5 (a,) VB (22) V() V ga( 2, 22) ~3vMax|¥y(@, y) — Va2, 4, )
v

Lt

Die Konjunktion IAFyg,¥,) stellt die gesnchte Formel Pyo, ¥, dar.
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5. Die Polynomklasse, {Pn}, mit fm(w) = a(m)2“ﬁ(m) Deimy(), welche
dureh die in 4. hergeleitete Formel F,(p, ¥,) dargestellt werde, erfiille
die Bedingung:

o

Dla(my2™™ <1,

m=0

Ferner sei f(m) eine rekursive Funktion mit f(m,) < f(m,) fir m, < m,
und f(0) > 1. Dann definieren wir die Menge {P,s} wie folgt:
P w0 = P 02

8
fiir s < F(0) ist Py = > Pyt 4,
0

fiir m > 0 ist Py = 0,

. $
fiir m > 0 und s <F(m)—F(m—1) ist Pus = 2 Pram-nts,
1
fir s > f(m)—f(m—1) ist Pps = 0;
oder etwas formaler ansgedriickt:

m=0AS =0 +Pp = P,

m=0A8 < f(0O)At =8+1>Pyy = Ppy+ Py,

Mm>0A8 = 0->Pps =0, :

m>0As <f(m)—f(m—1)At =s+IAn =f(m—1)+1—>Ppy=P,

m>0A8 > f(m)—f(m—1)—>Ppys = 0, ! " et B
m=0As > F{0)=>Pps = 0.

Die jeweils links vom Pfeil stehenden Pridikate bezeichnen wi
5 K wir der
%%ihe nach mit Wi(m, ), Wiim, s, 1), Wom, s), Wilm, s, t,n), Wi(m, s)
Walm, 8). Sie sind alle rekursiv, mithin darstellbar. Go(w,), Go(t0y), Gylw )7
Go(wy), Giolws), Gyw,) seien Formeln welche diese Pradikate dér Rfeﬂaxé
nach darstellen. Nun bilden wir die Ausdriicke:

I M:;x{v;h(m.-)vwl(wl; wz);%M?;XlTa(m, @, Y)—Pal2y, ¥) 1}
1L ng{v.;h(a:,-)sz(ml,wz,ma);%vl\ga;x[%(xl,ma,'y)—
IO, Max {v; k() Vaes(@y, @,) =1 e y)+%(wﬂy))l},
ax{Vs 5@y Ty _Vijl.F’s(wl,mz,y)},
IV Max (vili(e) Ve, m, 2y, 2) = v Mox | #y(ay, @, 9) =
. (i, @, y)+ Wi, v))|}

M:;X (Ve bl vaes(y, ) ~ 3 v MI?JX (@, 2y y)},

M::X{V,; R () V(i ) — 5V fo‘lfa(wl, Py Y) 1}

n
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Nun Dilden wir die Konjunktion TAAVIAGA o A GuA F e, P
und bezeichnen diese mit Fy(p, ¥;). Nun hat man sich zu iiberzeugen,
daB die Formel Fy(p, ¥s5) wirklich den Bedingungen a), b) von Defini-
tion 4 geniigt. Der Nachweis, da8 die Bedingungen a) 1., 2. erfiilllt sind,
158t sich vollig elementar und ohne Schwierigkeiten erbringen, weshalb
wir hier davon absehen, die Details zu erortern. Um zu zeigen, daB die
Bedingung b) erfiillt ist, wihlt man als Modell fiir 3 die Zahlentheorie
und konstruiert die entsprechenden Funktionen $q, 7, €5 Sos dos Mo- Dann
ish 0 = |J s mib 0 = {u: @,() > 0}. B, sei entsprechend der in 4.b) ge-

machteanestsetzung g0 gewdhlt, daB zu jedem 4 ein &; >0 existiert,

o daB 3 == & der Abstand der Mengen n; und 7y grofer gleich §; ist. Nun

wiihlen wir eine gegen Null konvergente Folge {&;} aus [0,1] und eine

stetige Funktion go(z,y), so dad Maxgy(, y) < & fir @ e gilt. Ferner
k4

ersetzen wir in den Formelmengen {2""‘@8(10)}{2—"(’”)@D(,,,)(m)} usw. die
Variablen @; durch die Funktionen Boi(w) (die durch ¢z, ) induzierten
Funktionen nach Definition 5). Die entstehenden Familien von Funktionen
geniigen dann den Bedingungen des Hilfssatzes 3, woraus soforf die
Existenz der Funktionen ¥, P, .-, Pos, die der Bedingung b) von
Detinition 4 geniigen, folgh.

6. {Pme} sei die in 3. definierte Polynomklasse. Dann zeigh man
leicht: es gibt eine Formel Folp, Ps), welche die Klasse {Pmom} darstellt.
Diesem Resultat konunen wir auch eine andere Fassung geben: {Pm} sei
eine Teilmenge von 7, und jedes P sei von der Form g @om(z)+ ...+
+a P, m(x), af > 0. Die Menge sei rekursiv, d.h. zu jedem m seien
die Keoffizienten ai", die Indizes o und die Stellenzahl s effektiv bere-
chenbar. Ferner sei die Ungleichung

(-] Sm
(Y a)<1
m=0 0
giiltig. Dann ist die Menge {Pm} darstellbar.

7. Sind {PL), {P%} zwei Mengen von Linearkombinationen von der
Art wie sie in 6. betrachtet wurden, so zeigt man leicht, daB die Menge
der Differenzen {Ph = P4} darstellbar ist (wie iiberhaupt aus der Dar-
stellbarkeit zweier Mengen {Py}, {Pn} die Darstellbarkeiti der Menge der
Differenzen {Py,-~ P} folgt).

8. Wir gehen aus von der in 7. betrachteten Menge {P},= Pr}, wo
die Mengen {Pr}, {P%} wieder den Bedingungen von 6. geniigen sollen.
Wir setzen Qm = PL = P%-f(m) sei eine rekursive Funktion, f(m;) < f(ms)
fiir my < m,. Wir definieren eine Menge {Pns} wie folgt:

Py, = Qq; s
fir s < f(0) ist Pos = V @i,
=1


GUEST


146 B. Scarpellini

fiir m > 0 ist Py =0,

8

fiir m >0 md s < f(m)—F(m—1) ist P =Z\/1Qﬂm~1>+a;

fiir s > f(0) ist Pos =0,

fiir m > 0 und s > f(m)—f(m—1) ist Pps = 0.

Die so definierte Menge ist darstellbar. Bei der Konstruktion der
entsprechenden Formel verfihrt man im wesentlichen wie in 5. Man
hat lediglich die Operation a+b durch die Operation aVvd zu ersetzen.

Daraus ergibt sich insbesondere

9. {Pns} sei die in 8. definierte Menge. Dann ist die Menge {P,zm}
darstellbar.

Die bisherigen Resultate fassen wir zusammen in einem Satz. Um
ihn formulieren zu konnen, bendtigen wir noch zwei Definitionen.

DeriNITION 6. Jeder Formel P aus 9, ordnen wir eine Norm zu,
N(P), durch die Festsetzung:

a) Ist P von der Form a@,,()+ ... + 6. Do, (%), a; > 0, so ist

N(P) =Zﬂa,~.

b) Ist P von der Form ILj=ISALi~ILiA ..ALy~I%, wo die I? Li-
nearkombinationen mit positiven Koeffizienten sind, so ist

k k
NP =3 vEha (Y vd).

DEFINITION 7. {Pm} sei eine Teilmenge von Poy Pm = (LA0)V
V.. V({IgA0), L; = a}‘,d’ag (®)+ ...+ a}Dosi(z). Wir nennen die Menge {Pm}
berechenbar, wenn fir jedes n die Koeffizienten at, die die Indizes of und
die Stellenzahl s effektiv berechenbar sind. t

Dann gilt der
Sarz 8. Ist {Pn} eine . berechenbare Teilmenge von P, und ist

%’N (Pm) <1, so ist die Menge {Pn} darstellbar.

Der Beweis ist eine unmittelbare Folge der Nummern 1 bis 9. Wir
be.mer?{en noch,' daB wir den Bereich der Funktionen, deren Wertebe-
reich in [0, 1] liegt, nie verlassen mmBten.

5. Anwendungén Nun sind wir in der L ie i inlei
- Ar . age, die in der Einleitung
aﬁgekundlgbe anstruktlon durchzufiihren. T gei ein topologischer Raum
(kompakst, metrisch, separabel, zusammenhéngend und auf [0,1] ab-

bildbar, gemiB der zu Beginn von 3
. a) gemacht g 3
folgender Bedingung geniige: ) gemachten Hemeriaungon) der

icm
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Es gibt eine Folge von Funktionen g =1, ¢1, ¢i,...
den Bigenschaften

a) P, T) =V(T).

b) Fir jede Formel P(D,,...,DP,) aus Py(¢', T) ist effektiv ent-
scheidbar, ob die Ungleichungen a<||P(gg,; ) Pa)lls P (ay s @) 1< B
zutreffen oder nicht.

Dann gilt der

SAtz 9. Es gibt eine Formel F mit der Eigenschaft: ein topologischer
Rawm T, ist genaw dann abbildbar auf T, wenn F auf T, erfillbar ist.

Beweis. Aus a) und b) ergibt sich sofort, daf eine Folge von Fun-
ktionen g, =1, ¢y, @y ... existiert mit 0 < ¢; <1, lim|lgs|] = 0, welche auch
noch den Bedingungen a), b) geniigt. Ferner gibt es eine rekursive Folge
von Zahlen ¢ der Form a(4)27°® mit 0< <1, lime =0, so daB
llgill < & gilt. Die Funktion f(i) = ¢ ist dann nach Satz 7 darstellbar,
etwa durch die Formel H(¢). Aus b) folgt, dad die Menge Wy(T,p) Te-
kursiv ist. Deshalb ist es méglich, die Ungleichungen von 9y(T,¢) in
einer Doppelfolge anzuordnen:

o <P, @<[Pd,
Ml <Bis  N1Q:ll < Be

derart, daf die Mengen {P;}, {@;} rekursiv sind. Nun konnen zwei re-
kursive Folgen natiirlicher Zahlen {m;}, {n;} so wihlen, da DN (@ T™P)
<1, YN@™) <1, «27™<1, lmg2™ =0, £27"<1, und
1imp;2™™ =0 ist. Die Polynommengen {27 ™P;}, {27 ™@;} geniigen den
Bedingungen von Satz 8 und sind somit darstellbar, ebwa durch die For-
meln Fylp, ¥y), Fole, ¥,). Ebenso folgt, daB die Funktionen g(i) = ¢,27™,
k(d) = pi2™™ darstellbar sind. H,(p), Hpy(») seien die entsprechenden
Formeln.
Wir bilden nun die Ausdriicke:

1. Mixx {h(m)v Mslx (tp(m, Y)=— € (m))} ’

aus C(T) mit

IL  Max {k(2)v(u(2)~Max ¥y, y))} ,
z v

I Max () v (Max Pya, y) = »(2))}
x v

und die Konjunktion IATIATIIIA HAHonHen FynFyn 3, die wir mit
Fp, W, ¥,, ¢, u,v) bezeichnen. Wir zeigen, daf F die gesuchte Formel
ist. F ist offenbar erfilllbar auf 7 und mithin auf T4, falls T stetiges
Bild von T, ist. Sei umgekehrt F erfillbar aut 7, und g@f=,y),
Wz, y), Pul@,y), i), e®), vlz) stetige Funktionen, fir welche
F (g0, Pror Pans €05 oy o) = 0 ist. {p ()} sei die durch gz, y) induzierte
Funktionenfamilie (Definition 4) und Wo(T, ¢, m, n) die dem Raum T'
und den Folgen @, ¢, oy ..., {1}, {1} zugeordnete Menge formaler
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daB WY T, ¢, m,n) auf T durch

Ungleichungen (3. ¢)). Wir zeigen,
@ily)} exfillt wird.

Sei  etwa @2 ™ < ||Pd@yyyeey Po)2™™|  eine  Ungleichung  aus
Wy(T, @, m,n). Aus H(su)—o folg’o lgell < &, d.h. die Bedingungen
a) 1., 2. von Definition 4 sind erfillt. Da die Formel F,(p, ¥,) die Menge
{2”"“1’} darstellt, gilt fir e, D€y ) % €7, die Beziehung
Wool, ¥) = Pilpo(@1, ¥) 5 o5 Polss ?/))r) ) d-h- Fiol®y ¥) = Pil@a(y s oo\
q:u,(y))‘7 "”‘ Da ferner die Formel H,(u) die Funktion «;2™™ darstellt,
folgt wegen zew; die Beziehung guq(z) = ;27™. Aus IT = 0 ergibt sich
sehliesslich u(a) < max Pyo(s, ), d.b. €8 ist a:2™™ <[ Pil@u(®), s ulw))],

was die Behauptungy ist. Analog schliesst man fiir Ungleichungen der
Form Q]| < 8. W T, 9, m,n) ist somit erfiillbar auf 1, womit aus Fol-
gerung 2 von Satz 4 folgh, daB I' stetiges Bild von T, ist.

BrisPiEL. Auf Grund eines bekannten Struktursatzes (5) 140t sich
leicht zeigen, daB die nicht lokal zusammenhiéngenden Réume genau
diejenigen sind, die eine stetige Abbildung auf die wie folgt definierte
Teilmenge P der Ebene gestatten:

(#, y) sei genau dann Element von P, wenn & = 7080, ¥ = rsinay,
mit 0 <r <1 umd ap=n/2", n=1,2,.. Auf P gibt es ein Funktionen-
system g, ¢y, ..., welches den zu Beginn von 5. erwéhnten Eigenschaften
geniigt. Somit gibt es nach Satz 9 eine Formel F mit der Bigenschafh:
F ist genau dann auf T erfilllbar, wenn P stetiges Bild von 7 ist. F ist
somit genan auf allen nicht lokal zusammen-héingenden Réumen erfiillbar
aber auf keinem Peano-Raum.

6. Bemerkungen. Zuerst sei erwihnt, daf die an das Funktionen-
system o, 91, ... gestellte Forderung (Bedingung b)), welche verlangt,
daB die Menge Py(¢’, T) rekursiv sei, durch weitaus schwichere ersetzt
werden kann. Es 1406t sich ndmlich zeigen, daf sich der Begriff der Endlich-
keit in der Sprache © ausdriicken 14B8t. Inshesondere kann man eine
modifizierte Formel 3, konstruieren, welche auf einem Raum 7' genau
dann erfilllbar Null ist, wenn das nach 4.a) konstruierte zugehorige
Modell nur die ganzen Zahlen > 0 als Elemente enthilt.

Sei of die Menge der Formeln des Pridikatenkalkiils erster Stufe,
die neben der Null, der Nachfolgerfunktion ’, der Gleichheit = und den
Operationen +, - noch Priidikatenvariablen enthalten.

3 sei ein Axiomensystem der Zahlentheorie. Aus dem eben gesagten
folgt, dasB sich zu jeder Formel P ans of eine Formel F aus o§ konstruieren
1aBt, so daB fir jeden Raum 7' gilt:

F ist genan dann erfillbar Null auf T, wenn FA 3 erfiillbar ist,

und die Elemente des Modells fiir A3 nur aus der Null und seinen
Nachfolgern bestehen.
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Wir sagen, ein Pridikat hy(z, y) werde durch eine Formel F(%) aus
ol charakterisiert, wenn F(%,)A 3 erfilllbar ist auf der Menge {0,0',0",...}
und wenn es kein von h, verschiedenes Pridikat hy gibt, fiir welches dies
der Fall ist. Dann 148t sich die Bedingung b), die zum Beweis von Satz 9
benttigt wurde, durch folgende schwichere Bedingung ersetzen:

b’) Es gibt zwel zweistellige Pradikate hy(, k), (i, k), welche durch
die Formeln aus <{ charakterisiert werden, so daB gilt:

@ S|\ Prll~ho(i; k) (1Pl < aer~goli, )

(wo die rationalen Zahlen und die Formeln P in geeigneter Weise numeriert
worden sind).

Von diesem Resultat ausgehend gelangt man zur Formulierung eines
‘Umkehrproblems. Zuerst beachte man, dafB es zu jeder Formel F aus
& eine solche aus < gibt, F(h, .-cyfy .oy §5 &, ..), S0 daBl F genau dann
erfiilllbar Null auf [0,1] ist, wenn (Eh...)(f...)(Eg..}(z..) F(h, ..., ], ..
gy s &y )N erfilllbar ist auf {0,0’,07,...}, wobel h,..,f,. ,g,
Pridikatenvariablen sind.

Ferner sollen zwei Réume T,, T, als dquivalent bezeichnet werden,
wenn jeder stetiges Bild des anderen ist. Sei nun T ein Raum, zu
welchem eine Formel F aus o existiere mit der Bigenschaft: ist F
erfiilllbar auf 7., so ist T stetiges Bild von T,. Dann ergeben sich die
beiden Vermutungen:

1) Bs gibt einen zu T dquivalenten Raum 7" und eine Folge stetiger
Funktionen @, @y, ... iitber T', welche den Bedingungen a), b’) geniigen.

9) Die Behauptung 1) ist wenigstens richtig, wenn verlangt wird,
daB die in b’) auftretenden Pridikate hy, g, durch Formeln der Form
(Fod Ep) (@) F(hy s fryey Pyoey #5005 (Fo) (ED ) (2020) Gy fyeens
Dyoveey Boet) charaktenswrt werden.

Man kann ferner untersuchen, ob sich zwei Réume T, T, der hier
betrachteten Art (d. h. den zu Beginn von 3.a) erwihnten Bedingungen
geniigend) schon mit Formeln unterscheiden lassen, welche nur einstellige
Funktionsvariablen enthalten. Einige elementargeometrische Uberlegungen
zeigen, daB dies nicht der Fall ist. Genauer: es 148t sich zeigen, daf eine
Formel F genau dann erfiillbar Null anf 7 ist, wenn F erfiillbar Null
auf der Einheitsstrecke ist,

Zu einer anderen Fragestellung gelangt man, wenn man statt der
Begriffe ,erfiillbar Null“, ,immer grofer Null* die Begriffe ,identisch
Null“ und ,erfiillbar groBer Null“ betrachtet. Die anf diese Weise ge-
wonnene Sprache o' leistet aber bedeutend weniger als die Sprache J.
Hinige einfache Approximations-Uberlegungen zeigen nimlich, dafl eine
Formel, die identisch Null ist auf der Einheitsstrecke, auch auf der oben
definierten Punktmenge P identisch verschwindet und umgekehrt. Ferner
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ist die Menge der Formeln, die erfillbar groBer Null auf [0, 1] sind, nur
rekursiv aufzihlbar (allerdings nicht rekursiv, wie sich zeigen 1iBt).

Es sei noch erwihnt, daB sich die in dieser Arbeit bewiesenen Sitze
iibertragen lassen auf den Fall, wo die Operationen min (a, b), max(a, b)
durch die Multiplikation -} und die Quantoren minj(«), maxf(x) durch
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den einzigen Quantor max|f(x)| ersetzt werden.
&€

Herrn Prof. B. Specker sei fiir fruchtbringende Diskussionen herzlich
gedankt.
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