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Einfiihrung und Inhaltsangabe

Viele Probleme der Spektraltheorie der Partiellen Differentialope-
ratoren und der Quantenmechanik fithren zur Untersuchung der Spek-
trums und der Eigenfunktionen der symmetrischen Operatoren in Tensor-
produkten der Hilbertschen Réumen H = H; @ H,.

Der Operator 4 in H heiBt separierbar falls er folgendermafien
dargestellt werden kann:

4 = -Al®1?.+ll ®Azy

wobei A; Operatoren in H;, ¢ =1, 2, sind. Im Falle der Differential-
operatoren ist H; = L2(Q;), H = L*(2, ®%,).

Diese Probleme hat — auf Anregung von Fr. Rellich — H. O. Cor-
des in Jahren 1953-55 in Angriff genommen (vgl. [3]). Aus den spiteren
Arbeiten muB man die wichtige Abhandlung von Berezanskij [1]
anfithren. Inzwischen gelang es einem der Verfasser (vgl. [5]) auf einfache
Weise die Existenz vollstindiger Systeme der verallgemeinerten Eigen-
elemente fiir jeden selbstadjungierten Operator zu zeigen und eine
Zerlegung Abstrakter Kerne nach Eigenkerne nachzuweisen.

Es sei H ein separabler Hilbertscher Raum mit dem Skalarprodukt
{-1-); 4 sei ein selbstadjungierter (s.a.) Operator mit dem (in H dich-
ten) Definitionsgebiet D(4). Wie von einem der Verfasser in [4] gezeigh
wurde, kann man einen solchen in D(4) dichten nuklearen Raum &
konstruieren, daf

1° A stetig @ in sich abbildet;

92° die Binbettung ®->H nuklear ist;

3°H= | H(1)du(l) die von A induzierte Zerlegung des Raumes

H in ein direktes Integral (der Hilbertschen Réiume H(3) ist;
dann gilt die verallgemeinerte Parsevalsche Formel
aimH )

(ple) = [ kZ (s (A < <@, ex(A)> > du(h),
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wobei ¢,(4) e @ — d.h. lineare stetige Funktionale auf dem nullearen
Raume @ — verallgemeinerte Eigenelemente des Operatos 4 sind, d. h.
e gilt die Identitiit (Ap, €;(1)> = A<p, e;(4)) oder kiirzer A'e, () = Aex(A),
k=1,2,..., dmH (1), (-, -> bedeutet die Dualitit der Riume & und @',
Bereza.nsklj hat in [1] eine wichtige selbstadjungierte Fortsetzung
B des Operators 4;®1;+1,®4, folgendermaBen konstruiert: falls
A; = [AdB;(A) die lkanonische Spektralzerlegung von 4, ist, dann hat
die von B = [1dB(4) induzierte Zerlegung der Hinheit die folgende
Gestalt:

[ (2= w) 1991 0 Ba ()

fé’giGHi’

Im folgendeén werden wir B als die Berezanskij-Forisetzung wvon
A = 4,81,+1, ®4, bezeichnen.

Der symmetrische Operator C ist wesentlich selbstadjungiert (w.s. a.)
falls geine Abschliefung O s.a. ist: (0)* =C.

Zwei 8. a. Operatoren heifien stark vertauschbar falls die ihnen zuge-
ordneten Zerlegungen der Binheit kommutieren. Es gilt der folgende

Sarz 1. Bs sei A, = [AdE;(A), 4 =1,2. Dann sind die Operato-

ren A;@Ly, 1,®4, w.s. a. Die Operatoren 4,®1,, 1; QA, sind stark
vertausehbar und es gelten die folgenden Spektralzerlegungen:

= [1d(B

KOROLLAR. Die Operatoren (1) sind Funktionen eines Hermiteschen
Operators 8 = [Aa&(2) in H, d. h.

B efle ) = 21 9%)2,

i=01,2.

) 4,®1, (ML), 1,04,= [id(1@H,(2).

4,01, = [£,(NaER) =£(8), Lo, = [H(AIED) =5(8).
Der folgende Satz zeigh, daB die Berezanskij-Fortsetzung die beste,

d. h. die natiirliche Fortsetzung A ist:
SATZ 2. B = (f,+£2)(8) £ [(f1(A)+Fa(1)dB(4).

Die vorstehenden Sitze erlauben das Spektrum der Berezanskij-
Fortsetzung zu bestimmen:

Sarz 3. Das Spektmm von B ist die algebraische Summe der Spek-
tren von A, wnd A,:

8p(B) = sp(4,)+sp (A )

={AeR':1=12 —f—l,,, wo X esp(dy), i=1,2}.

icm

Spektraltheorie separierbarer Operatoren 3

Wir benutzen die folgende allgemeine Definition der Kerne:
Definition. Die bilineare separatstetige Form 6 auf dem Produkt
@, XD, nuklearer Riume wird (abstrakier) Kern genannt:

DX Py (@1, @a) > (@1, @) « C.

Falls man ¢; = D(£;) nimmt, bekommt man bekanntlich Kerne im
Sinne von L. Schwartz, d.h. Distributionen auf der Menge 2,80,:
0D (2, ®%2,) = (D’(Ql)®D'(92))- .

. Falls der Operator A die Darstellung H = [H(1)du(1) induziers,
dann heiBt das (endliche) positive Ma8 x das SpektralmaB wvon A. Be-
kanntlich ist das SpektralmaB eindeutig — bis auf Aquivalenz — be-
stimmt. Bs besteht der folgende merkwiirdige Zusammenhang zwischen
dem SpektralmaBe p der Berezanskij-Fortsetzung von 4;®1,+1, ®4,
und den SpektralmaBen von 4;, ¢ =1,2:

LevmA. Die Faltung py*p, ist absoluistetig in Bezug auf p.

Aus diesem Lemma und einem Satze von Bourbaki (vgl. [2]) diber
Desintegration des MaBes folgt der

SATz 4. Es seien 0, baw. 0;, die differenzierten Spekirall:erne von B,
baw. A;y, © =1,2, d. h.

i
(BEWelv)= [60;9, v)au),

8

(Ei(s)%l%)i = fﬁ’i(;‘; ®iy P0) Aps (),

—o0

i=1,2.

Dann gibt es eine Familie R'> A — o, der endlichen (Radonschen)
Mapen auf der Ebene R* und eine integrierbare Funktion 6(-) auf dem
Spektrum von B, daf

(3 = o(3) [

Aytlg=1

01(A) ® 05(45) d0s(1, Aa),

wobei der Triger des Mapes o, auf der Geraden A, 2, = A liegt; genauer:
o, st konzentriert auf der Menge A e{A;+2i; = A, wobei 1; esp(4;),
i =1,2}.

Die Funktion 4(-) ist die Radon-Nikodym-Ableitung (u;*p.)/du.

Im Falle der reinen Punktspektren der Operatoren A4,,.4,, kann
man bekanntlich Eigenvektoren von A4;®1,4 1, ®4, als Linearkom-
binationen der Tensorprodukte der Eigenvektoren von 4; und A4, dar-
stellen. Der folgende Satz besagt, dall aueh im allgemeinen Falle eine
ghnliche Darstellung gelingt:
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Havprsatz. Hs sei B die Berezaanskij—lf‘ortsetzung von A ®@1,-4-1, 04,
und es sei ex(), k=1,2,...,dmH (1), A esp(B), das vollstindige Sysiem
der verallgemeinerten Iigenelemente von B. Dann gibt es eine Familie
A — 0y, Aesp(B), der positiven Mafen auf E* (vgl. Satz 4) und Funk-
tionen Cyx(- ), 4) ouf sp(A;)xsp(d,), daf jedes

dimfr(hy) dimBa(y)

@) =[ 3
1=l f=1

Oigi(Agy Aoy 26} (Ay) ®63(Az)dﬁz(ﬁ1 5 ).

Der Triger des Mapes ist in der Menge {Ai+Ay =4, wo A enp(dy),

i =1, 2} enthalten. Wobei A;ef(A) = Aef(h), b =1, ..., UmH;(4), i =

=1, 2. Die Doppelreihe unter dem Integraleeichen kowvergiert fiir jedes
@ e DD, und ihre Summe ist skalar integrierbar.

Bemerkung. Man kann dem Hauptsatz die folgende préignante

Form geben.:

H)= [ H(k)QH (h)doy (A, A)

Apip=d

fir £ a. Aesp(B).

Die vorstehende Resultate konnen auf die separierbaren Operatoren
in dem Hilbertschen Raume H = H,®H,®...QH, verallzemeinert
werden. Es sei 4; 8. a. Operator mit dem Definitionsgebiet D(4,) C Hy,
t=1,...,m;

Aﬂg211®"'®11—1®Ai®1i+1 ®..01,; Li=1,®...0l,

1=l

wo 1; — Identitéitsoperator in H;. Wir haben also A, = 4;; A, =
=Ap1®1,+1,_,Q4,; B, =Bj ist die Berezanskij-Fortsetzung von
Ak) k>2. Bk+1 2 Bk ®1k+1“|'17; ®Ak+1.

Es gelten die folgenden Sitze:

8arz 8. Das Spektrum von B, ist die algebraische Summe der Spek-
tren von A,, ..., A,: sp(B,) =sp(4,)+...+8p(4,).

Barz 6. Jedes Bigenfunktional ey (1), A e sp(B,), des Operators B,, kann
ous den Eigenfunktionalon e;(2;) der Operatoren Ay, %k =1,2,...,n,
folgendermafen aufgebaut werden:

amA1(3y)

atmAn (i)
a) = [ .

) O’ll,..in(lu very }-r»;l)e}l(h)@...@
iy=1 ip=1

® 6 (i) A3 (Ayy vrvy A),

wobei o, positives endliches Maf auf R" ist, dessen Triger in der Menge
{fteoib 2y =2, wo A esp(dy), ¢ =1,...,n} enthalien ist.
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1, Tensorprodukte der lokalkonvexen linearen Riumen

s seien H; (4 = 1, 2) Dbeliebige lineare Riume, f*, g*, k' « H;. Das
Tengorprodukt H, H, ist der lineare Raum der formalen Linearkombi-
nationen Y'f; ®ff, wobei f'@f bilinear ist; genauer

7

(F+IOF =P+ 8f, FOU+e) =8+ 8,
e = Uf OF) = e, heC

Die grundlegende (auch charakteristische) Eigenschaft des Ten-
goriellen. Produktes ist, daB es das Studium bilinearer Abbildungen B:
H,xH, - V auf Untersuchung der linearen Abbildungen Lz: H; @H,—V
zurickfiihrt:

B{ft,f3) = Lp(f*®J?) identisch fir f; ¢ H;,

Talls H; ein Hilbertscher Raum mit dem Skalarprodult (- |-); ist,
dann definiert man auf dem algebraischen Tensorprodukt H, @H, das
Skalarprodult () folgendermaBen: es sel f= }fi®fi, = 3 gi® g€
H,QH,, dann ist

wobei

i=1,2.

(1) (Flg) = D 1) FilgD
(1.2) I = X (FH (1D

ij

Der Ausdruck (1.1) ist Hermitesch und positivdefinit.

Wenn die Hilbertschen Riume H; unendlichdimensional sind, dann
ist H, ®H, nicht vollstéindig. Die Vervollstindigung dieses Raumes H
wird mit H,®@H, bezeichnet. ’

Es seien &, i = 1,2, lokal konvexe lineare (L. k.1.) Riume dessen
Topologie durch die Halbnormen || ||, 25 « II;, definiert ist. Auf dem al-
gebraischen Tensorprodukt @, @D, fithrt man Halbnormen

(1.3) Wplhson, = 108 3 Il @31,

ein, wo K die Klasse aller Darstellungen von ¢ = ¢} ®¢; bedeutes
(p kann auf verschiedene Weise als lineare Kombination der einfachen
Tensoren dargestellt werden).

Die Vervollstindigung von &, ®®%, in der durch (1.3) definierten
Topologie heilit projektives topologisches Tenmsorprodukt und wird mit
@, ®P, bezeichnet.

Wie Grothendieek [4] gezeigt hat gilt das

LevMA 1.1. Falls O,, &, nuklear sind, dann ist auch O,QD, nuklear.
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Wie in [5] gezeigt wurde, ist fiir die verallgemeinerten Eigenfunktions-
entwicklungen im Hilbertschen Raume von entscheidender Bedeutung
die Existenz einer nuklearen linearen Untermenge, die in betreffendem
Hilbertschen. Raume dieht ist und deren Topologie stérker als die rela-
tive ist. Das folgende Lemma gibt eine Konstruktion soleher Untermenge
in H,@H,:

LevMA 1.2. Bs sei D, eine lineare dichte Untermenge tm Hilbert-
schen Rawme H,;, wobei die hamonischen Hinbettungen @;>¢' —> ¢ e H;
steig sind, 1 =1, 2. Dann ist B,DP, dicht im H,QH, und die Hinbetiung
&, @0, —~ H,®H, ist stetig.

Beweis.NWir zeigen zuerst, daBl &, P, in H, ®H, dicht ist.

Bs sei N hi®W =heH, Q@H, und Y¢i®¢} = ¢ P, @P,, daher

g=1

h—gll = || 3 (} o1t — g} @et)

< DI @9t — hi @B+ |Ih} @ 9t — o @)

= Zf(lmﬂlllih%—qﬂ“iﬂri— 19 11— i)
. Da aber @, in H, dicht ist, gibt es zu & > 0 und A% < H) ein solches
of € By, daB [BE—ofly <e, k=1,2. Also
N
(14) lp—nhll < 3 (Ihilloe+ (BHla+2)e) = Ne*+ Me = &,
1=l
wobei M = S([Bs-+[Hily) <oo. Zu jedem heH,@H, und >0
gibt es also ein pe P, @P,, dab (1.4) gilt (es gentigh ¢ = (M2 4Ne")* 2N
zu nehmen).

];)ie projektive Topologie auf &, @D, ist feiner aly die von (1.2)
definierte Hilbertsche Topologie. Bs gilt nimlich

(L.B) [IBIE = ) (BB (B | B)a<< ;‘nhtulnn}nluh’,uznhiuz = ( 3 Imi )s)

i

Da die iden‘tische Einbettung &, — H;, stetig ist, gibt es ein solches
O >0 und eine solche Halbnorm 3 || llo, daB ¥ < o ||
Pi Pr

Aus (1.5) folgt also
(16) b <oy
1

l
N

D Bl 8y = 0205 37 ( 3 1kl 1421

P1,P3 D0y 4

Da (1.6) fir jeden Representanten von h gilt, kénnen wir in (1.6)
zur unteren Grenze iibergehen und aus (1.3) erhalten wir

(L.7) Il < 6162 D) bl g, -

Dy,09
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Die Ungleichung (1.7) besagt, daB die projektive Topologie feiner
alg die Hilbertsche auf @, @ @, ist; daraus und aus (1.4) folgt die Behaup-
tung.

2. Das Spekirum der Berezanskij-Fortsetzung des Operators AR+ 104,

Im folgenden wird immer vorausgesetzt, daB die vorkommende
Hilbertsche Riume separabel sind; lineare Operatoren sind immer dicht
definiert.

Ts sei 4; ein linearer Operator im Hilbertschen Raume H;, D{(4;)
gein Definitionsgebiet, ¢ =1, 2.

Definition. 4,®4, ist der auf D(41)®D(Ag) definierter Opera-
tor: (A4, ®A4,)(F @) = (4.") ®(4af?), [« D(4y) C H.

Es gilt der folgende

SATz 2.1, s sei 1; der Binheitsoperator in H;; A = A% sind selbst-
adjungierte (im allgemeinen unbeschrinkie) Operatoren mit den kanonischen
Spekiralzerlegungen

(2.1) Ay = [2dB,), i=1,2.

Dann besiteen die Operatoren A, @1,, 1, @A, folgende s. a. Forlsetzungen:

(2.2)  [M(B;(H©1)D 4:0L;,  [Hd(l; ®Fa(2) DL ®4s ().

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dafB 1 — F,(4) @1, eine Zerlegung der
BEinheit in H,®H, bildet. Wir fithren den Beweis in mehreren Schritten:

a) B (1) ®1, ist symmetrisch.

Wir zeigen zuerst Symmetrie von B;(4) ®1,:

(mwe1) Y fiest] X ded) = (Y Bmsies

=Y Bmf
[Xi %]

—(Sref| Y Bmged) = (Shes|Bmet) ) o)

Da die AbschlieBung eines symmetrischen Operators wieder synun“;—
triseh ist, ist a) bewiesen.

b) By(4) ®1, ist beschrénkt (auf H,®H,).

() Man kann unschwer beweisen, daB die Operatoren A4;®1,, 1,84, we-
gentlich s. a. sind, d. h., daB ihre Abschliefung 4,®1,, 13 ®4, schon s. a. ist, d. h.

Daed)
a), F1ge = D (R A ) (219

die von uns konstruierten Operatoren (2.2) eben die AbschlieBungen von 4, ®1,,

, sind: [Ad(EB; (A @L,) = 4,01, W8 W.
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Wir zeigen zuerst, dad H,(4) ®1, beschrinkt auf H, ® H, ist. Bs soi

2.3) H, = B,(}) H,®H; (4),

wo Hi (4 )orthogonaies Komplement zu B, (A)H, ist. Bs seig = Sy ®@4f.
Aus (2.3) folgt g} = hi-+hi, wo by e By (A)H,, hi- ¢ Hi-(4); daher g =
= 3'(h @i+ hi- @), also [|[Br(2) @La)g I -—H2h1®ng,we11 By (ki =0,
El(}.)hl = 71/1;. Aber

| S ned|

=Z(hlw )1(6163)e
SOXCIHNTAT )

1,0 1,7

(2.3)

(b 11 2y

weil
3 (0 11 (gh1a = | Sred| >

Da aber die rechte Seite von (2.3) wegen (1.2) gleich [jg||* ist, haben wir

(2.4) H[(B2(4) < llglf'-

Fiir jedes A ist also [|[H,;(1) ®1,)| < 1. Daraus folgt

[FADERES
¢) B (A)®1, ist ein Projektionsoperatm in H=H,®H,.

Wegen a) und b) geniigt es zu zeigen, daB LI(A)®12 auf H,®H,,
d. h. da8 E;(1) ®1, ein Idempotent ist. Es sei also

b= Do,
(B (4) @ La)(By(4) ®15) 1 = (F1(2) @1,) Z(El(/l) @12) (hi @ H2)
= (By(2) ®15) ) B (Wi @K, = D) By
= M B (WK = B,()®1, ) @K = (B,(2) @1y)h.

d) (El(}ﬁz)@la)ﬂ 3 (E1(11)®12)H fir 2, > 4,.
Aus Ei(A)H, O B (M) H, fiix 1, > 2; folgt

(By(h) @1)) D@1 = Y Br() i@k = 3 (2
= (B, () @Ly) D) By (L) @1 ¢ (By (2, @1)111@39,

algo (B (4) @1)H, ®H, C (By(As) QL) H, @H, fiir A < 4y. d)
jetzt aus b).

¢) Linksseitige Stetigkeit von F,(1)®1,.

81|l

(2.4')

B (M)h: @1

Wi @K

folgh
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Bs sei h = B @} « H;®H,, da fir b' ¢ H;

B(A—)k* > B )k fir  t}0,
@.5)  ||(B:(A—1) @1L,—Ei(2) ®1y) A
<| Y Bo—non— B M)k @k |
< M(BG—) =B (W) R, B, >0 fir 0 <t->0.

Aus (2.5) und (2.4") folgt die linksseitige Stetigkeit von H, A)®1,, da
H,®H, in H = H,®H, dicht ist.
f) Im B, ()®1L, =0, lLm BNl =1=1,01, wird analog
A—s—0c0 A0
wie e) bewiesen.
g) In Punkten ¢)-f) wurde bewiesen, da8 11— E,(4)®1, eine
Zerlegung der Identlta,t in H,QH, ist. Jetzt wollen wir (2.2) bewiesen.
Es sei f},gi<D(4 y i) G < Ha, also Ef'b@ﬁ’ 297®gz'f-D(A )@ H,.

Dann
([ra(m,0) 1) ) fief: g]®g;)
— [2a(By( z)®122f1 =Y
= [1a(} m@fiesi| Y ded) = fzd;(ﬂlmﬁfy%)l(;\gﬁ)z

= D [1aB,)fi|@)lfilg) = D \[ram @ ), (7] 7).
= (S(frammp)ef| Y ded) = (Y asen| X od)

= (4. 010 Y fieft] 3¢ @)

Da die Vektoren Y ¢} @¢} in H, ®H, dicht sind, haben wir die ver-
langte Inklusion [Ad(H:(2)®1s) D 4,®1, bewiesen.

Jetzt beweisen wir das einfache

LemMA 2.1. Hs sei B; Pa’ojekt'ionsopwa,ior in H;, i=1,2. Dann
sind die Operatoren B, ®1,, 1, 1, ®B, vertauschbar.

Beweis. Da die Operatoren B; ®1,, 1, ®B2 beschrinkt (sogar Pro-
jeltionsoperatoren) sind, gentigt ihre Vertauschbarkeit auf der dichten
Untermenge H,® H, CH zu beweisen:

(B, ®12) (1, @ By)h* @2 = (B; Q1) H @ B,h? = B, b @ Boh?
= (1 ®B2)(Blhl ®h?) = (1, ®Bz) (Bl ®1,)h* ®h?
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identiseh fir k' ¢ H;, i = 1, 2. Aus der Linearitit der Operatoren B,, B,
folgt also die Vertauschbarkeit von B, ®1,, 1; ®B,, W. z. b. w.
KOROLLAR 2.1. Die s.a. Operatoren

(1B, 0Ly, [Adl,@H,()

sind stark vertauschbar, d.h. ihre Spektralscharen H,(A) ®Ly, 1, @Hy(A,)
sind fir alle 4y, 2, € B* vertauschbar.

Der folgende Satz besagt, daB 4, ®1, dasselbe Spektrum wie der
Operator 4, besitzt:

SArz 2.2. Sp(4, ®1,) = 8p(4,);8p(1,@4,) = Sp{4,) (3).

Bevor wir zu dem Beweis iibergehen, erinnern wir an die klagsische
Charakteristik des Spektrums Sp(B) eines §. a. Operators in einem Hil-
bertschen Raume F, die wir als folgendes Lemma anfithren:

LeMMA 2.2. 1eSp(B) dann und nur dann, wenn 2u jedem A, > 24
ein solches feF gibt, dap
(B)f]S) > (BOS]F),

Beweis des Satzes 2.2. Zuerst zeigen wir die Inklusion Sp(4,)C

C Sp(A1 ®1,). Bssei 4, = [AdB,(1) und 1 ¢ Sp4,, dann gibt es zu jedem
Ay >4 ein golches h'e H,, dal

(2.6) wobei  [AdB(2) =

(2.7 (B (a) 1] 1Y), > (B, ()| ),

Es sel b = k' ®@h?, dann folgt fir (A%, >0, aus (2.7),

(B, () @ L)1t @ 2| W @ B2) = (B, (2,) 2| 13), 122

> (BL ()R [BY) (B2 %), = (B (4) @ 1,5 @h2 | Rt @ Re),
also } Sp([24(B,(1) ®1y)).

Jetzt zeigen wir, da Sp(4;®1,) C8(4,). Es sei AeSp(d,®1,).
Wir werden zeigen, daB dann A ¢Sp(4,). Zu jedem 4, > 1, gibt es ein
h =limh,, wo hy, ¢ H;QH, — die Konvergenz wird im Raume H,RH,
verstanden — daf

(B,(2) @ L1 | 1) > (B, () @1,h| H),
algo
HEn{ (B3 (4) @ 1) | ) > Lim ((B(4) @ 1) | )

(*) Wie Herr Dr M. Burnat uns freundlich mitteilte folgt Satz 2.2 aus der Iden-
titit: fir 2, p e B gilt (B, (1)@ L)~ (B, ® 1,) = (B, () — B, (4))@11.
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Es gibt also fiir A, >4 ein solches hy = ki ®h <H,QH,, dal
(B2 (2) @19y Foy) > (B (2) @ Lo} By | ) 8180

DB ()R B = ((Balh) @ Le) Ty | B

SN LA

(2.8) > ((By(4) @ 1o) ] by

Da

(2.9) 1By () Rilly > 1B, () Ralf

fiir jedes hi e H', A, > A (A — Ey(4) ist ja eine Zerlegung der Einheit),
so folgt aus (2.8), (2.9) die Existenz eines solchen 4,, dafl

1B, (2) B llt > 1B (ARl

was eben A eSp(4;) bedeutet.

Jetzt werden wir die von Berezanskij (vgl. [1]) konstruierte
8. a. Fortsetzung B des Operators A = A; ®1,+1, ®4, untersuchen.
Seine Konstruktion fassen wir in dem folgenden Lemma zusammen:

LeMMA 2.3 (Berezanskij). Hs sei

A; = [1dB(2), i=1,2;

dann ist
£ [ 2am(3),
wo die Spekiralschar A — E(4) durch nachsichende Relationen defintert ist:

o

WFeLlFee = [ (Bi—mf g

—0

210) (B RACAMVEELY

durch Linearitdt ist (E(A)f“]gm) fiir beliebige fo, gm <« H, QH, erklirt und
fiir f, g « H,@H, durch Abschliefung definiert:

(B(f] 9) =

Der auf diese Weise konstruierte §. a. Operator B = B}, D 4 werden
wir als Berezanskij-Fortseteung des Operators A = A; ®1,+1, ®A, bezei-
chnen.

By sei

(2.12)

(2.11) hmm(E(l)fni gm): wo f=lmf,, g = hmym:

a(dy) = [a()A(B,(2) ®1,)

eine beschriinkte Funktion des Operators A, = [id(H,
dann gelten folgende Hilfssitze:

B,(1)®1,) = 4, ®1,
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LEMMA 2.4. a{dp) (A QR = (a(Al
Beweis. Aus (2.12) haben wir

(R @h?) = f

= a4, )h1®h2

Vi) @h2, B e Hyy 6 =1, 2.

a(Ay) D) =([a®) dvEl(A)h‘) Qh?

LEMMA 2.5. BEs sei a*(A) = a(2), o*(4y) = (a(41)), dann
(1lle(4)'s @) = (0(Aw)h| @9,  fir b HBHy; g« Hy.
Beweis. Aus Lemma 2.4. folgt

D@2 = (hla* (429 ®gY) = (a(A:)h] g ® 7).

LeMuA 2.6. Jede beschrinkte Funkiion a(Ay,) des Operators Ay ist
mit B stark vertauschbar.

Beweis. Wir gollen also Vertauschbarkeit von a(4,,) mit jedem
E{2) beweisen. Aus Lemma 2.4, 2.5 und (2.10) folgt

(B a(4) (01| @) = ((B(R)a(4)1) @1 |¢* @9?)

= [(Ba(A—u)a (A1) bt gY)1d, (B (p

J(a(4y) By (i p) Bt 9410, (Ba (s

[(BL(h— )it 6*(4,) )1 4 B

= (a(41) B(2) (W @) |g* ® ¢).

Aus der Linearitit folgt daraus

(2.13) (B)a(d)hlg) = (a(4) B(A)Blg), h,gecH, QH,.
Da H, ® H, dicht in H ist, haben wir aus (2.13)

(hla*(A

)h2| g%,
;,2[02)

2(M)h2|ga)2

I

I

EBMa(dp)h = a(dy)B(MDR, heH,®H,.

Aug der Stetigkeit der Operatoren folgt T (1)a(d.,) = a(d)H(A),
d. h. die Behauptung.

Analoge Hilfssitze gelten fiir beschrinkte Funktionen des Operators
Ay =1; @4,.

Kororrar 2.2. Die Operatoren Ay,, Ay, und B sind stark vertausch-
bar; es gibt also einen solchen s. . Operator S, daf

A =f(8); An=f(8), B=Ff(8)

genauer

Ay = [L(D)aSR), wo 8 =[1d8(2), w.s w.

icm
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Den folgenden Hilfssatz entnehmen wir der — noch nicht publizier-
ten — Habilitationssehrift von W. Roelcke:

LemMMA 2.7 (Roelcke). Bs seien B;, i =1, 2, stark vertauschbare s. a.
Operatoren in einem (separablen) Hilbertschen Raume H, die Forisetzun-
gen eines dichtdefinierten symmetrischen Operators A sind: B = B; D A,
D(4) = H.

Dann sind B, und B, identisch: B, = B,.
Beweis (indirekt). Wir nehmen an, daB B;# B, und zeigen, daf
= {u ¢ D(B,) ~ D(By) : Byu = Byu} nicht dicht in H ist, was unmoglich
ist, da UD D(4) und wie vorsusgesetzt D(A4) dieht in H ist. Da By, B,
stark vertausehbar sind gibt es einen solchen s. a. Operator §, da B; =
=fi(8) = [fi(A)a&(i). Fir jedes ueU

f Ifu(2

daher ist die S-meBbare Menge N = {AeR':f, (1) #f,(A)} eine Null-
menge beziiglich d[& (4)u|? fir alle « « U. Daraus folgt, daB N eine Null-
menge beziiglich d||€(1)v||2 fiir alle v ¢ V, wenn V den von U erzeugten
Unterraum von H bezeichnet. Ist namlich U> u, —v, dann gilt

[algyolz = [ alg@ols— [ &R wl?
N N N

AN (A ul = |[B,u—Byul* = 0,

=1 [ e (0 ua)| 0— ) +3 [ AED) 0—ua) | v+ )
N N

<lotullo—t] >0 fir m > oo.

Wire nun U dicht, also ¥V = H, so wire hiernach N eine S-Null-
menge im Widerspruch zu B, # B,.

Aus dem Korollar 2.2 und dem Roelckeschen Lemma folgt also der
folgende

SATZ 2.3. Bs sei A; = f;(8), i =1,2, wo 8 = 8* der im Korollar
benutate s. a. Operator ist. Dann st die Berezanskij-Forisetzung B des Ope-
rators A = A, QL,+1, @4, gleich (fi-+f:)(8):

B = (fi-+£:)(8) = [ (L) +F:(D) a8 (2).

Dieser Satz besagt, daB die Berezanskij Operator B die , natiirliche”
§. a. Fortsetzung von A ist. Satz 2.3 erlaubt das Spektrum von B zu
bestimmen; dazu beweisen wir weitere zwei Hilfsséitze.

Levma 2.8. Das Spaktmm des Operators B ist eine Uniermenge
der algebraischen Summe der Spekiren von A, und A,:

(2.14) Sp(B) C8p (4,)+8p (42)-
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Beweis. Aus der Spektraltheorie folgh, daf Sp(B) = {(fi-+fa)(4):
2eSp(8)}, Sp(4y) = {fi(A): 4 Sp(8)}, ¢ =1,2. Woraus folgh die Be-
hauptung.

LeMmA 2.9. Algebraische Summe der Speliren vom A, und A, ist im
Spekirum von B enthalten:

Sp(4.)+Sp(4,) C8p(B).

Beweis. Bs sei aeSp(d,); wir zeigen, daf zu jedem ¢ >0 ein
B¢ H, und ein solches positives & = &(k;) = 8(¢) >0, daB

(2.15)

(2.16) (By(ato—a)hy|hE)y—(By(a—d)h3|hg)y >0 fir 0 <d <4,
da
2.17)  (By(a+o—a)ht| hY)y—(By(a—d) k| BY),

= [(B1 (a—d-+ o) Bt | ), —(By (a+ o)h* | )]+
+{(By (et o) B2 |BY), —(By () Rt | BY);] -+
+{(By (@) B2 ] BY)y— (B (a— @) B1| BY)]

Aus o «Sp(A4,) und (2.6) folgt, dal zu jedem ¢ > 0 ein solches h; ¢ H,
exigtiert, daf

(2.18)

fiir h'e H,.

(B (a4 o) | he)y— (B (o) bt | By > 0.

Aus der linksseitigen Stetigkeit der Spektralschar i — F, (1) folgt,
daB zu jedem ¢ >0 und h;eH, ein solches 8 >0 gibt, daB fiir jedes
0<<d<sé

| (@t 0— @) B 1) — (B (a+ o) B | )| < &

Betzen wir jetat & = 3[{H,;(a+ o)h¢| hi);— (B, {a)h}| 3);], danm erhal-
ten wir

(219) (B

1(a—a+ o) g | B}y —(By(a+ o) ;| BY)
>“i‘[( (et o)k 0)1_(E1(a)hﬂhi)1]7

da aber das dritte Glied aus der rechten Seite von (2.17) immer >0,
go folgt aus (2.17), (2.18), (2.19)

(B (a+ e— )R | Be)y— (B (a— d) hg| By,
> (B (a4 6)hy| Be)y— (B (a)hE| By)y] > 0.
Es sei jetzt § < Sp(4,). Wir wollen zeigen, daB
a+ B «Sp(B).
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Aus (2.10) folgt, daB

(2.20) (B(a+ B+ ¢) (e @) | by 1) — (B (a+ B) (h; @ By) | B @)

= f [(By(a+ B— p+ o)1 | B} — (B (a-+ B—p) B | B')s] dps(Ba () 12| B2),.

Wegen (2.16) ist [ ] positiv fur -alle solche u, daf 0 <
dh g<p<p+6.DapeSpld
daB

p—B <
»), 50 gibt es zu § > O ein solches A3 eHM

B+3

(2:21) 0 < (Ba(B-+ )83 | Be)a—(Ba(B) B3| e = f
B

d;z(Ez(.”) hg | h%)zv

Deshalb ist

B+

(2.22) [ 1 1a.(Ba(w)]
8

gy >0

als Integral einer (streng-)positiven Funktion [ ] auf einer Menge vom
positiven Mafl (2.21). Wir schreiben jetzt die rechte Seite von (2.20)
alg Summe der drei nichtnegativen Summanden:

o B Bts
J=T+]+ J >0,
BYo
wegen (2.22).
Zu jedem a8 € Sp(4,)+Sp(4,) gibt es also zu ¢ > 0 einen Vektor
h=h;®@h; e H, daB

(B (a4 o) (h; ®5) | (s © 13)) — (B (a+ ) (s @ H5) | e @ Fi) >0

was eben die Zugehérigkeit von a4 zu Sp(B) bedeutet.

Auf diese Weise haben wir als Hauptergebnis dieses Paragraphen
den

SATZ 2.4. Bs sei B die Berezanskij-Forisetzung des Operators A, ®1,4
+1,Q4,. Dann ist das Spekirum von B gleich der algebraischen Summe
der Spektra von A, und A,:

Sp(B) = Sp(4.)+8p(4,).

3. Differenzierte Spektralkerne

Es seien &;, 1 = 1,2, nukleare Ridume. Eine 2-Form 6§ auf dem
Produkt &,x®, heibt Kern falls sie: 1° separat stetig, 2° linear oder
antylinear beziiglich jedes Argumentes ist.
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Bin Kern 0 auf ®,X®, ist stetig, wenn solche stetige Halbnormen
1 llpgs b2w. || g auf @, bzw, @, und ein solches M >0 existieren, daB
3.1) 10(@1s )| < Mpallp, llpalle,  Fir @1 e Purgac Py

gilt, Man erhilt nun sofort

KoROLLAR 3.1. Hs sei 0 ein statiger Kern auf DX DPos || lpys 1l llg,
seien solohe stetige Halbnormen, daf (3.1) gilt. Falls pa— llp,» [1¥n— ¥llg,—0
fiir n,m — oo, dann gilt

(3.2) 6 (@, Ym) = 0(9, ¥)-
nm

Beweis. Aus (3.1) folgh

< 10 (pn—

M ({lpn—llp, H"P:n”qz + el l19m— Pllgy) = 0,

10(ny pm)— 0 (@, ¥)| @y P+ 18(@y P — )]

N, M —> 00,

s seien 6° stetige Kerne aut @;x@;, ¢ =1,2; 0'®06% gei Tensor-
produkt dieser Kerne, also — eine solche 2-Form auf (P, @D,) X (D, ®Dy),

dag
(el®62)(2w%®¢%,$w§®w) 20 7 vo
1

fiir of, b e &y, k=1,2, gilh. Wir beweisen jetzt folgendes

TLemma 3.1. Folls 6 stetige Kerne auf &;X Py, 4+ =1, 2, sind, dann
ist 01 @02 stetig auf (D, @ Dy) X (Py @ Dy}, genauer es gibt solche sietige Halb-
normen || |lpy || g 0uf @y ® Py, und M >0, dap

* (o v

(3.3) (602 @6%) (9, v)| < Mlplyllvly fir o,y P @D,
Beweis. Aus (3.2) und (3.1) erhalten wir fiir @< ¢i®¢,

pe Yy ®y] e 00Dy

(3.4) 1(6* ® 62) (g, )|

< Zi . % 1 o 1 7

<M, () 10, 78 lg) D, 1931y 151y
i 7
Aber (3.4) gilt fiir jede Darstellung von ¢ und ¢, daher

10 ® 0%) (g )| < By 3t () g ly) 08 () il [91cy)
i 7

< M, M, ligllo, @polllle, @, (vEL (1.3)).
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Das vorstehende Lemmsa erlaubt 61®@62 auf (D,0P,) X
durch Stetigkeit fortzusetzen:

(9:8P5)

(3.2 (6@ 0%) (p, ) = L (62 @ %) (g, 90,
wobei ¢ = limg,, p = liMy,, WO ¢n, Pn ¢ D; @ P,.

Wir filhren jetzt die Definition der Spektralkerne und der diffe-
renzierter Spektralkerne an.

Definition. Bs sei 4 = [AdH(4) ein s.a. Operator in einem Hil-
bertschen Raume H; Spekiralkerne des Operators A heiBen solche Kerne
0,, da8 0,(p,v) = (BE(M)ep|y), wo ¢,y <D und & ein Nuklearer Unter-
raum von H ist, der in H dicht ist und dessen Topologie feiner als die
von H induzierte relative Topologie ist (vgl. die Einfithrung).

Aus der Stetigkeit der Einbettung @ — H folgt, daB 6, ein Hermi-
tesch, linear beztiglich des ersten — und antilinear beziiglich des zweiten
Argumentes — und stetiger Kern ist:

1O, V)| = [[EX)e| v} < M2{pll, lvll,-

Es gilt der folgende — im wesentlichen schon in [5] enthaltene
ATz 3.1. Bs sei A ein s. a. Operator in H, o ein A - Spekiralmaf;
dann gibt es eine Schar ¢ — 0; der Kerne auf OX D, daf Spekiralkerne des
Operators A
(schwaches Integral).

i
(3.8) = [0(Hdo(t)

Beweis. Wie in [5] bewiesen wurde ist die lineare Abbildung

(3.6) G50 — o) e H()

nuklear — also stetig — und

p

[ p@1pE)do),

—00

(8.7 (Bely) = P, ped.

Aus der Stetigket von (3.2) folgt, daB die 2-Formen

(3.8) (@) 9) = 0:(t; @, 9) = (219D,  C*

Hermitesche Kerne sind.
Aus (3.7) und (3.8) folgt also die Behauptung.

Definition. Die in (3.8) definierte Kerne 6(t) heifien differenzierte
A-Spektralkerne.

Wir beweisen. jetzt ein nu’ﬁm&

Studia Mathematica XXIIT z. 1 2
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Tmvva 3.2, Hs seion Ay: By —Fyy ¢ =1,2, lincare stetige Abbil-
dungen der 1. %. Riume; so ist A; @4y : 1,Q8, -~ F,@F, stetiy.
Beweis. Aus der Definition des projektiven Topologie in E, @H,
und in F, @F, folgt, daB
A, @4, B, @B, —~ I'y ®F,

stetig ist bei projeltiven Topologien. Daher bildet auch die Abschlies-
sung A; ®4, den Raum H,@H, stetig in F,®F, ab.

Grundlage aller folgender Untersnchungen der Eigenfunktionale und
Eigenkerne bildet ein Satz von K. Maurin (vgl. [8]) den wir bier kurz
in der uns bequemen Form wiedergeben:

SaTz 3.2. Hs sei PCHC P, H =f1§[(l)d/¢(ﬂ) ein  direktes Inte-
A

gral der Hilbertschen Réume H(3) mit den Skalarprodukten (|), und F:
H—~H eoine A-Fouriertransformation. Dann st die Abbildung F(A):
@ —~H(A)

(3.9) B> p(i) =F(Np<H(3)

stetig, also nuklear.
Bs gibt sogar eine positive Funktion 0(+) e L2(u), dapf fir u-f. o
Aed

(3.10) @A) < O Mgl

also |0(A) (g, )] < C*M)elpllpl, fir eine geeignete Halbnorm | ||, gil¥;
d. h. die Kerne 0(1) sind stetig.

Beweis. Da F: H — H unitar ist und die identische Hinbettung
i:® — H nuklear ist, ist {0F — nuklear, d.h.

(B11) Pop—>p=D<p prhueclH, Wo IyeH, gped,
k
wobei die Reihe

(3.12) ; Nl - ell < 00

fir gewisses p, wo
(3.13) lp'll_p = sup [<g, @3]
lpllp<l

Normieren wir jetzt die &y : ||| =1, k =1, 2,..., dann haben wir
also wegen (3.12)

(3.14) 2 oo = X leill-p iall < oo.
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Aus (3.14) und dem Satz von Fubini folgt
I D710 o e (D3 (2),
d. h. die Funktion ’
318)  A->(0)f = ;} ledl_p (DI < oo fir  p-foa. A

endlich und
(3.16) [(C)pau(a) < oo
Aus (3.13) - (3.15) und der Sehwarzschen Ungleichung folgt

1BIE = (3 e, e e (L) < (3] ol lpill—o 1 (A
k k
— ol (3 (I3 s (1) I 5
k

< ligol? D lgil—p IR G D, lieill—» < (CDliplls)*,
k k

a b 5, < O@lply, Wwo O(3) = 3lgillp Cr(3) quadratisch u - inte-
grierbar ist.

Bemerkung. Bs ist oft zweckmiBSig die Raume H(3) als Hil-
bertsche Folgenrédume zu verstehen, d.h. $(4) = @A), ¢=1,..,
dim H{1) = N(%).

Dann folgt aus (3.10), das

(8.17) $i() =<p, a(A)>, Wo  e(d)ed.

Da A:®—>& stetig ist, hat man (de¢)(d)= (Ao, e () =
Ap, &(A), d. h.
(8.18) Ale(h) = Aeg(d), @=1,...,dmH ().

Die Funktionale e,(4) sind also Eigenfunktionale des Operators A4,
oder — wie man es ausdriickt — verallgemeinerte Rigenelemente des
Operators A, die dem A eSp(4) zugeordnet sind. Hs ist vorteilhaft aunf
den Vektoren 6;(A), © =1,...,dim £ (4), einen dem fI(2) isomorphen
Hilbertschen Raum H (1) aufzuspannen, wobei jetzt (1) als orthonor-
male Bagis des Raumes H(A) C &' fungieren sollen.

Der Raum H(4) soll in folgendem der — zu 4 Sp (4) zugeordnete —
(verallgemeinerte) Higenraum heifien und seine Elemente — verallgemei-
nerte Bigenvektore won A:

¢ DH= [HMNdu®), HENCP.
Sp(4)
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Nach diesen Vorbereitungen konnen wir differenzierte Spektral-
kerne 0, = 0(3) des s.a. Operators A durch die verallgemeinerte Rigen-

vektoren darstellen:

_8ATz 3.8. Hs sei 0(), teSp(4), ein differenzierier A-Spekirallern;

dann hat man fir beliebige @,y ¢ D

N
(3.19) 0(t; 0, p) = P ®w, D a(t) @4 (1),
Gowl
wobet
Nty
(3.20) D) alt) @& () € (98P).
Beweis. Wir haben
N{(t)
(3.20)  O(t;0,9) = (P19) = Y <@, eu(t)) v, 6:(1)
fa=]
N 14
= D <o, ) <p, &t Zw@w,m £) ®8; (1))
d=1 =l

Die Formel (3.20) folgt einfach aus

LEMMA 3.3. Bs seion O;CH,CD;, A; ein s.a. Operator in I,
f Hi(%)dpy (A;) ein A, - divektes Tntegral, Fu(A): @ — Hy(A), A eSplds),
die durch (8.9) definierte nukleare Abbildung. Dann gilt
Ni(A1) Na(z)
(3.21) D D Ko, ei(h) @6 (%)) < oo

k=1 I=1

fiir @ e @0, wobei Ajel(A) = A, 6h(A;).
Beweis. Aus der Nuklearitit von &,Q®, und Lemma (3.2) folgt
daf die Abbildung
Fy(h) @F,(3): O,QP, — Hy(1,)@H, (49)

:‘ugklea.r is, daher hat man, da {e}(4) ®€i(A)) V. 0. 8. in H, (A)SH,(Ay)
18%, T

(F1(h) @ Fa(ha))g = 2<m,ek (%) ® € (42)>(6k (4:) @ 6k (4),
dabei ist fiir eine Halbnorm | ||, in &,&®,

(3.22) 2 llek(A:) @€k (A Dl-p < o0,
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daher
kZ IKgr ek (h) @ (> ] < ) Ipllo ek (1) @ (Ra)ll_p < oo,
w. z. b. W

Jetzt konnen wir den Beweis von (3.20) zum Abschiuf bringen.
Wegen der schwachen Vollstindigkeit von (P®®P)’ geniight es zu zeigen,
daB fir jedes ¢ e PQP die Reihe

N

D) <9, ) @& 1)
i=1

konvergent ist.

Wir setzen @, = @, — & im Lemma (3.3). Es sei |||, eine solche
Halbnorm in RO, dab (3.22) gilt. Es sei g« PRP und (p,) eine Folge
der Elementen ans @ Q®, fir die

(+) llg—@ulp =0, n — oo,

gilt. Es gibt also ein solches M > 0, daB [lgll, < M fiir alle n. Man
hat also

(3.23)  Kgu, 6:(8) @E (D] < lipallpll: () @ (8)]_p < Mlles(t) @€ (0)]-p-
Aus (3.22) und (3.23) folgt also

N(Y Ny
(3.24) |3 <ow e @& < X Mlalt) 8% (1)lp < oo

Da aber aus
[<gn, €:(8) @€ (1)) — <@, &:(2) EMD] < lgn—ollbC
und aus (+) fir jedes ¢ =1, 2, ...

() Hm {pn, & () @& ()> = <p, &(t) @)

folgt, sind in (3.23), (3.24) und () die Voraussetzungen des Satzes von
Lebesgue enthalten. Es gilt also fiir jedes ¢ e QD

N(b) N(l
lim 3 <g,, 6(0) @0 = D) lim g, (1) @4(1)
"-'>°°1. 1 i= 1
Nty
= Yp, 6(1) @),
1=1

wobei
N

Ny
D 1<, ) @& (D] < Mlply D, lei(®) @My < oo
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Der Satz (3.2) ist also hiermit bewiesen.
Aus Satz (3.2) folgt das
LeMma 3.4. Hs seien

O, CHC®, H = [H(Mdak), i=1,2,

a4

und Fy: O, — H; die A, -Fouriertransformation von welohen der Sats
(3.2) handelt. Die nuklearen Abbildungen Fy(1): @, - Hy(A) induzieren
mit

“ at . “ -
(Ay, Ag) = (Fl(}*l) ®Fz(ﬂa)) @ ¢ Hy(A) ® Hy(hg)
eine Abbildung
Fy (1) @ Fa(ls)
Dann gibt es eine positive Funktion O ¢ L*(o; @ 05), dap fiir o, @0, -
foa. (A, Ap) € Ayx Ay gilt, fiir alle @ ¢ P RD, P e
(3.25) 19 (Aes o)y 20y < 2)llPlng

fiir eine gewisse Halbnorm || |l,q in P ®0,. I ist ( b
J 4 L @D, In (3.25) ist (wegen Nulklearitdt
von O, ®D,) die Nuklearitit der Abbildung F, (1) ®F4(Ay) enthalten.
Beweis. Wir werden im folgenden zur Abkiirzung (@;l9)s, Hir
v

(@L(}Vt)";’i(li))h und (‘;’[)1;11112 fiir (9‘\9(}-1: 12[1//)(111 }"“)))(1122) gehreiben, Da

D,0PB,> 9 = D g ¢ — §(h, k) = D §H(h)
%

R at .
: 0RO —~ H(hy dy) = Hy(A) @ Hy(4).

< O0(Ag, A

(3.26) ®¢%(4)

erhalten wir aus (1.2) fir vorstehendes ¢ aus @, @D,

< (3 Iy It
v

Aus (3.10) folgt also fiir fast alle (4,, 4y)

2:{(p¢||ptmnq

11113,

= ;: AR CATAM

(3:27)  1@llays < 02(A1)Ca(2 wo  OpeIMow), K

1,2.

Da in (3.27) die 0y(4;) unabhin,

gig von der Darstellung von ¢ als
12‘% ®g¢i sind, kénnen wir in (3.27) zu infimum tiber alle solehe Darsbol-
lungen. von ¢ iibergehen und erhalten
(3:28)  [@llays, <O

41) Cy(4y) int 2 9o llgille = (A1) Oa(As) [lpllpgy

W0 | lb eine projektive Halbnorm in &, @@, ist. (vel. (13))
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Wenn wir C(4;, 4s) & 0,(2,)Cs(4,) setzen, habenf wir € ¢ L%(0, ® 03)
und aus (3.28) folgt

1312, < O(Aas A2)[@lloa

Aus Stetigkeitsgriinden (vgl. Lemma (3.2)) gilt also (3.29) fiir belie-
biges ¢ ¢ B, ®P,, W.z. b. W.
Aus dem Berezanskij Lemma (2.3), dem vollstindigen Spektralsatz

und Lemma (3.3) folgt
TEMMA 3.5, Fiir ¢, v e O, @®, gilt fir jedes 1 <R

(3.29) fiir jedes ¢ € D; ®P;.

A—8g
(3.30) f (9, Phdol(t) = f doy(ss) f (95 Psyspdo1 (80,
wobei o ein Spektralmass der Berezanskij-Forisetzung B von A QL+
+1, @4, ist.
Beweis. Bs sel || [l eine
By seien @, v ¢ P, @ P, und [
wobei g, Ym ¢ D1 ®Ps, d. .

Halbnorm fiir welche (3.29) gilb.
— @ullpgy I — Yallpg —> 0 fir # — oo,

Pn 4_, (Pm ®¢m; m = Zw}m' ®1/)$nj'

Aus Lemma (2.3), den Formeln (2.10), (2. 11), der Inklusion &, &9, C
CH,®H, und dem vollgtindigen Spektralsatz folgt

(331) (ERely) = f (@19 )do (1)

o 1—sg
= hI"]il dez(Sz) f 2(&;’1:‘11)'}"7‘)81 ‘Pml'i’my)szdo'l(sl)
nMm o —c0 1

Aus (3.26) und (L.1) folgt, fir ¢ = Dot @k, v = v} 5,
(3.32) (3 1Pagzs = >, (@1 191), (@191
i

daher konnen wir (3.31) in der Form

A oo A—8y
@331) [ (Glonde(n) =1lm [ doyls) [ (Pnl Pmdaysy o (s2)

sehreiben. Aus der Stetigkeit des Skalarproduktes und aus (3.29) folgt
fiir £. 4. (81, 82)

(3.33) hm(ﬁanw’m)elag = (¢ l";’)s,sz'

n,m
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Daher haben wir wegen Lemma (3.4)
(8.34) [(‘ini";’m)alszl < H‘Pnllsl.?g”"l)muslsz < O (315 89) [ Pallog [mllpg -

Da die Folgen [[¢llpgs Wmllsg konvergent sind, gibt es ein solches
M >0, A38 ||pnllpell¥mllpe < M fiix alle n, m. Daher folgt aus (3.34)

(@n | Prmdeysy] < O (81, 82) M2,

Da € e L*(0y @03) und da (@n|¥n)sys, fir fast alle (s;, s,) konvergent
ist, konnen wir auf die rechte Seite von (8.31") den Lebesgue Satz anwen-
den. Wegen (3.33) erhalten wir also (3.31).

Jetzt ergibt sich mithelos das folgende Korollar zu Lemma (3.5):

KOROLLAR 3.2. Hs seien 0°(s;; ¢, v) differencierie Spektrallorne
des Operators A;, i =1,2, 0(s;p,y) — differenzierter Kern der Bere-
zanskij Fortseteung des Operators A, 1,41, ®4,. Dann gilt

i L] A—8g
(3.35)  [0(s;0,9)do(s) = [doa(ss) [ (651 ®6%(s) (e, y)dou(sy).
—00 —00 —0
Beweis. Aus der Definition des Spektralkernes (3.8), (3.2) und
(1.1) folgh fiir ¢ = Yol ®@ef, v = ) vj @y}

(3.36) (0'(s1) @ () > 7k @0, D 'vi ®u3) = X 0'(s1) (g, v}) 6°(sa) o, v3)
i
= )G9 5y, = (& [ D)oy

Aus Stetigkeitsgriinden (3.2') folgt daraus fir ¢ =limg,, ¢ =
= limy, ¢ O, @Py; WO Py Y € D, @Dy,

(3.36")  (6%(s1) ® '(sa)) (95 ¥) = E—}S(GI(SI) ® 0°(83)) Py Pm) = (P [9)ayay -

Bemerkung. Wir haben sogar hbewiesen, daB fir ¢,y ¢ ®, QP
die Funktion (s,, sg? —>‘(0‘(sl)®62(sz)) (p) ¥)— 0y ® 0, — integrierbar ist.
) Jetzt.stellen wir einige Begriffe und Ergebnisse aus der Intogra-
tionstheorie Radonscher MaBe zusammen, die im folgenden bendtigh
werden.

Bilder von Mafen. Es sei P: X — Y eine stotige Abbildung eines
lokal-kompalkten Raumes X in einen lokal-kompakten Raum Y. s
seli p ein endliches Ma8 auf X.

Dann ist Pu ein (endliches) MaB auf ¥ erklirt durch die Tdentitéit:
JI)a@w) ) = [(foP)au, fe0y(T).
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Faltung der Mafen. Bs sei @ eine lokal-kompakte Gruppe und oy, oy
endliche MaBen auf @ Dann ist u = 0, Q0, (ProduktmaB auf ¢x@)
ein endliches MaB auf X =G x@ und P:(z,y) >2y «@ = Y ist eine
stetige Abbildung. In diesem Falle heifit das Bild P(s, ®0,) des MaBes
01 ® 0, die Faltung der Mapen oy, 0, und wird mit ¢,+0, bezeichnet.
Es gilt also die Gleichung

[f@)a(o,x00) = [[flay)do,(2)doy(y), feOo(6).

Im folgenden werden wir bloB die Faltung auf der Geraden G = R
benutzen, dann schreiben wir x4y statt xy.

Desintegration des Mafes. Es gilt ein wichtiger Theorem iiber De-
gintegration der MaBen (vgl. Bourbaki [2]), den wir hier aussprechen
als

LemMA 3.6. Hs seien T, B lokal-kompakte Riume mit abzihlbaren
Basis (I. k. separable Riume). Bs sei u ein endliches Maf auf T und P :
T — B stetig. Bs sei v = Pu das Bildmap auf B. Dann gibt es eine Schar
der Mapen B> b — gy« M(T) — der Mapfen auf T' — mit den Higenschaf-
ten

1° oy 5= 0 fir b e P(T),

2° der Triger von oy st in P71 (b) enthalten,

3° fiir jedes h e L*(u) gilt

(3:37) [1)au(t) = [ a(Pu)(@)
T B

[ 1@ dos(2).
P-1(p)
Aus dem Bourbaki-Satz folgt augenblicklich das folgende
LeMMA 3.7. Bs seien oy, % = 1,2, endliche Mafe auf B* wnd ¢
eine o, @ oq-integrierbare Funktion auf der Ebene R?:g e L'(o;®0,).

Dann gilt
o A—38y
(338) [ doy(ss) [ g(s1,8)don(sa) = [ g(sa,83)dos(81)don(sy)
—00 —~00 81 +8y<<A
A
= [d(0,®02)() [ g(s1,82)d0p(s3, 8a),
—o0 81+8g=b

wo oy, b e R eine Schar der (endlichen) Mapen auf R* ist.
" Beweis. Wir setzen im Lemma (3.6) T = R* B = R,

P(sy,8:) = 8:+8; h =19,
wo
1 fir  s;+s, <4,
8 =
108 =00 g s, > A
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Aug (3.37) folgt

[ nagdoy @doy = [ 9(&, mdos(£)doy(n)
R2 8+82<A
= [ ®a)) [ 181, 82)d0n (£, m)
—~00 81+8ge=b
; 1
= [dloxa)(®) [ 981, 82)dos(ss, 84).
—co 81 -8gud

SATz 3.4. Bs sei A; s.a. Operator in H;; o — ein  Speltralmap
von Agy ¢ =1, 2. Dann ist oyxo, absolutstelig in bezug auf das Spekiral-
maf & der Berezanskij - Forisetzung von B von Ay @Ly+1; @4,.

Beweis. Es sei i ein solcher Vektor aus Hy, daf d (B () 1), =
= do;(X), 1 =1,2. Es sei H(f) die Spektralschar von B, dann hat man
aus (2.10)

o0

[ 01(1—5)doy(s) = (o1x02) () = (B() W @R*|h* @R?) =
£
S @12 (o ().

I

-0
Bs gilt also fiir 4, > 4,
Ag
or+03{lh, B} = [ (B @02 [udo(t).
A

Da der Kérper der 8. L. - meBbaren Mengen auf B durch Intervalle
erzeugh ist, folgt fiir jede Borel-Menge G C R!

(o0 (@) = [ (W ®F)" (1)} dolt),
(o4

d. h. das MaB 0,0, ist absolutstetig beziiglich o.
Jetz kénnen wir das Hauptergebnis dieses Abschnittes beweigen:
Sarz 3.5 (IT Hauptsatz). Bs sei A; 8. a. Operator in Hy;, o, — das
Spekiralmap von A;, 0" ein differenzierter Spekivalkern von Ay, i =1, 2.
Bs sei B die Beresanskij - Fortseteung von A, Q@1,+1, ®4q, o -—«,em
Spekiralmap von B, § der B - Spektralkern. Dann gilt fir o - I :z. A

6(2) = [ 6(4) ® 62(4,) 36, (A, 4a),

wobei der Triger des Mafes o, in der Menge {A = ]
© =1, 2} enthalten. ist. ’ 00 Gty =2s e,

icm

Spektraltheorie separierbarer Operatoren 27
Beweis. Es seien &;C H;C &;, i =1,2. Dann haben wir fi
@,y « D,0D, aus (3.35), (3.38) und Satz (3.4)

A i

[ 6059, p)aot) = [g®)do®) [ (0s) ®6%(5) (9, ¥)dos (53, 1),
—00 —co 8)+8y=b
wobei g € I*(0). Da die obige Gleichung fiir o-f.a. 4 gilt, kénnen wir,

wenn wir 4o, = ¢(A)do, setzen, schreiben wir

(3.39)  0(A;9,9) = [ (6%(52) ®6%(s2)) (9, ¥)dGa(s1,8),

Da der Triger des MaBes o, ® o, gleich Sp(4,;)x Sp(4,) ist, ist der
Triiger des MaBes 0,(s;, 8,) in der Menge {s;+8, = 4 8 ¢8p(4s}, & =
=1, 2} enthalten.

Da (3.29) fiir alle ¢, y « &; ® @, gilt, erhalten wir wegen der Defini-
tion des schwachen Integrals

B(k, ) = [0%(s;) ®62(s2)d5,(asy, 83),

@, pe®.

(3.40)
w. z. b. w.

4. Darstellung der Eigenfunktionale von 4; ® l2+11 ® As durch Eigenfunktionale
der Operatoren A; und Ay

Bs seien: 4, selbstadjungierter Operator in H;, ek (t;) — Bigenfunktio-
nale von A;, ¢ =1,2 (vgl. Bemerkung zu Satz 3.2). In diesem Para-
graphen zeigen wir wie man Eigenfunktionale ;(t) des Operators 4; ®1,+
+1,®4, aus den Bigenfunktionalen der Operatoren 4,, A, aufbauen
kann. Zuniichst stellen wir den Kern 6%(4,) ® 02(t;) durch die Eigenfunktio-
nale ei(t;), 6 () dar. Wir beweisen jetzt das folgende

TEvmA 4.1. Fs bedeuts Ni(f) = dim H;(), ¢ =1,2, dann gilt
Fiir alle @, v < D; @D,

Nit) Nat)

N N <, () @ (1)) v, eilty) @eita))-

k=1 I=1

04(t,) ® 02(ts) (@, y) =

Beweis. Eg gei || |, eine solche Halbnorm in &, D,, dal
Niftr) Na(la) R
E= )" D leit)@eilta)lp < o
k 1
(vel. (3.22)). .
Es seien ¢,y ¢ 6,00, wd [pa—¢lp, llwn—vlp =0 wobel n, Pn €
&, ®P,. Daher gibt es ein solches M >0, daf

[Pallps lpnlle < M fir n=1,2,..
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Da

(41)  [<pas €i(ts) ©6 (1)) o,y € () @ eh ()] <
folglich gilt

Nily) Na(fa) _

" D Cgns k() @ (1)) (v, O (1) B8 (1) |

k=1 1=l

Nl(tl Na(ig)

D lek(t) @

k=l T==l
Aus (4.1) und Korollar (3.1) folgt
1im gy, 64(t2) @ 6 (1)> o €k 1) @ € (1))
= {p, ek(tl ®6l (t2)><1/’7 615(51) ® (t2)>
Da 6'(%), i = 1,2, stetig sind, gilt

() < M2K < oo,

(4.2)

16°8) (", %)) = 10" 19| <109y < OH N gl = 1,2,
daher bekommen wir auns Lemma (3.1), Korollar (3.1) und (3.86), (3.20")
(6% (82) ® 62(2a)) (95 ¥)
Niy) Nafy) e

D) <Tas 0h(t) @6 (1)) P,y 61 (1) B 61 (40))-

=1

= lim
n,m k=1
Hieraus und aus (4.1), (4.1%),
fiir Reihen)

(43)  (0:(t) @ 6*(t) (s 1P

=1
fir alle ¢, p e &, @D,.

Jetz sind wir imstande das Hauptergebnis dieses Paragraphen zu
beweisen:

Haversanz. Bs sei A; ein s. a. Operator in H;, und es sei a,c1c (A),
ki =1,2,. .., N;(&), A «8p(dy), ein vollstimdiges System der wverallge-
memeﬂen Ezgenelemmte von Ay, 4 =1,2. Dann gibt es eine solohe Sohar
A — &, positiver Mafen ouf R2, wobevj der Trager von G, in der Menge
(A, 25) e B : 44y = 1, wo 1 e Sp(4,), i=1,2} enthalten ist, daf
Eigenfunktionale ¢(}) der Beremnsk’bj-l’ometzung B von A, @1,+1,04,

stch folgendermapen durch e}(3,), 6 (4) fir o-f.a. A darstellen lassen:
Ni(ay) Na(ig)

w38

i=1 j=1

D.h H(A) = l+;£=1H(ll)@H<22)dGz(Aly Ao).

(4.2) folgt (wegen Lebesgueschen Satz

MZ

ek () ® 63 () <"P; o (h) @6 (ts)

i

1

(a6 (1) @6 (29)) 6} (A1) @ €3 (Ag) @5, (Ayy a).

HWn”n [I"/’m”p ”e}a (t)® 6? (ta)”z_p
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(Die Reihen und das Integral sind schwach konvergent. Der Iimes
ist im Sinne der Konvergenz im Eigenraume H (1) verstanden).
Beweis. Aus den Formeln (3.39) — nach Beriicksichtigung von
(3.20') und (4.3) — erhilt man fir ¢,y « 6, P,

aimf (%) de(’)
(44)  Lp, D <predde (2 ? {py (M <p, (A
'p=1
Ny(4;) Na(dg)
=[{e, } 2 (v, 6 (h) @6} (7)) 6 () @ 63 (A >dm

i=1
fir o-f. a. 4.
Da (4.4) identisch fiir ¢ ¢« O, D, gilt, erhilt man aus der Defini-
tion des schwachen Integrals (in (P,®®,))

D, a(@)de(l)
1
—f22<w,em 1) ®6 (22)) €k () ® € (A) @5 (s, Aa).

‘Weil die Menge
dimH (%)
[ D @ aya@):yed, &0,
l=1
n H(A) dicht ist, gibt es zu e(4) « H(A) solche v, ¢ &, RD, (n
daB
(4.6)

(4.5)

=1,2,..),

e(2) = lim D'y, a(A)ye(d),
n 1

-

wo der Limes im Sinne der Norm in H (1) verstanden wird. Aus (4.5)
und (4.6) folgt also die Behauptung.
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