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Uber die Objekte der stetigen Transformationsgruppen
von . Moon (Nzeged)

Herriw Professor 8. Golgb
zu seinem 60. Geburistag gewidmet

§ 1. Einleitung. Im #-dimensionalen Punktraum ¥, sollen
&, &, .., & die Koordinaten eines Punktes P bezeichnen. Iin geome-
trisches Objektenfeld p-ter Klasse mit s Komponenten im X,-Raum
ist ein System von m Funktionen Z°(£%) (%) (a =1, ..., n; 4 ==1,..,m),
das bei einer mindestens p-mal stetig differenzierbaren Koordinaten-
transformation

(1) 'é.a — wa(gl’ 52’ s E)l)

in einem beliebigen, aber bestimmten Punkte &5 mit Hilfe der Transtor-
mationsformel

(2) A =fi(Zi9 &, v’ "Pgu Yhtey -o» ’/-’21---17.)' (¢, =1,2,...,m)

a__.a
=40
transformiert wird, wo
AS a
a aet Y ()
Vids 3 1 (s =21, ..,p)

oEM...0t"

ist, und die Form f° von der Koordinatentransformation schon unab-
hingig ist.

Im folgenden wollen wir einige Probleme fiir solche Objekte Z'(&)
untersuchen, die den Objektencharakter — d. h. das Transformations-
gesetz (2) — statt fiir die Transformationen von der Form (1) — nur fiir

() Wenn nicht anders gesetzt wird, werden im folgenden dic griechischen Indizes —-
mit der Ausnahme von ¢ — immer die Zahlen 1, 2, ..., n durchlaufen. Durch die lateini-
schen Indizes a, b, ..., ! bezeichnen wir die Komponenten der geometrischen Objekte,
und durch den Index p (o= 1, ..., 7) die Parameter der Transformationsgruppen.

9%
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die Transformationen einer r-parametrigen Gruppe G, mit den Transfor-
mationsformeln

(3) Eﬂ Z‘;Da(ély ey fn; Uiy oeny @) = 0(55 a)

behalten. Wir bemerken, dass der Typ (3) ein Spezialfall von (1) ist, da
in der Formel (3) nur die Parameter a, beliebig gewahlt werden koénnen.
wihrend in (1) die y2(&) alle p-mal stetig differenzierbaren Funktionen
bedeuten. Beziiglich der Parameter a, wollen wir jetzt und im folgenden
immer annehmen, dass sie alle wesentlich sind, d. h. ihre Zahl durch
eine Parametertransformation von der IForm

ay =az(by, ..., b)) (t<7)

nicht vermindert werden kann. Die genaue Definition des Gruppen-
objektes ist nun die folgende:

DEFINITION. Ein Gruppenobjekt (kurz Objekt) von p-ter Klasse der
r-parametrigen. und durch die Formeln (3) bestimmten Transformations-
gruppe Q. ist ein System der Funktionen ZHEY (i = 1,...,m) die bet etner
beliebigen Transformation (3) von G, die Transformationsforinel (2) erfiillen,
wo jetzt die Funktionen vy ;.

e appp,
(32) T S G
ag Lot

= ,27---,}))

bedeuten. Z* ist von genaw p-ter Klasse, wenn [ in (2) nicht in allen wﬁ,,,_;_,,
konstant ist.

(m ist selbstverstiindlich wieder die Komponentenzahl des Gruppen-
objekts.)

Im folgenden werden wir beziiglich der Transformationsgruppe G-
die folgenden Bezeichnungen beniitzen: ay (o =1,2,...,7) (%) soll die
Parameterwerte der identischen Transformation bezeichnen. Es ist also

(4) GE, o Bl ., al) = &

Die Parameterwerte der inversen Transformation bezeichnen wir mit a, ',
d. h. cs ist:

(3) P& a7’) = ¢%(p(&; a); a77) = ¢'(£; @") =&

Die Formel (5) bestimmt also im Wesentlichen die Losung der Gleichun-
gen (3) beziiglich £

() Der Buchstabe p wird im folgenden immer die Zahlen 1, 2, ..., 7 durchlanfen.
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Auf Grund der Gruppeneigenschaft hat man:

{6) 2 (‘P £ a,); e) =9 (Eﬁ Co( @ty be))
Die Funktionen ¢, geniigen den folgenden Relationen:
(73’) Ce(a’g7 be) = Oe(bg’ ag) = be .

Aus (6) und (7a) folgt fiir b, = a, ' auf Grund von (5)
(7b) Co(ay, a’t.:l) =a,, "e(ae_17 a,) = ag .

Unsere folgenden Untersuchungen werden sich in erster Reihe auf
solche Objekte beziehen, die beziiglich einer Transformationsgruppe (3)
einen einfacheren Charakter haben, als beziiglich der allgemeinen Trans-
formationen (1). In manchen Fillen kénnen die Transformationsgruppen —
wie wir es sehen werden — eben durch diese Objekte gekennzeichnet
werden. Z. B. bilden die affinen TUbertragungsparameter Ij, beziiglich
der linearen Transformationsgruppe

GR: & =a3+a*, df,a": konst.

einen gemischten Tensor dritter Stufe (vgl. § 2, Satz 2.) und G% kann
eben dadurch charakterisiert werden.
Fiur ahnliche Charakterisierung der affinen Gruppe GV vgl. die
Aufsidtze von S. Golgb und M. Kucharzewski [1] und [2], Satz 1.
Beziiglich des Problems, ob ein Objekt von gegebenem Typ bei
einer gegebenen Gruppe vorkommen kann, bemerken wir folgendes:
Sind die Funktionen ¢*(&; a) in der Umgebung von &g in die Potenz-
rethe

(1) 9 @) =g @)+, s @) (B ). (9 )

entwickelbar und Lommen in dieser Polenzreihe die Glieder

P B3 AN (ET— EB) o (Y —E4) (G =1, ..., D)

vor, o enthdlt die Gruppe (3) Objekie aller Klasse bis zu der p-ten Klasse.
Solche Probleme werden wir in § 3 untersuchen.
Das letzte Problem, das wir in dieser Arbeit behandeln, betrifft
diejenigen Gruppen, beziiglich welcher die ko- und kontravarianten
Vektoren iibereinstimmen. Wir gelangen im Satz 4 zu einer Gruppe, fiir die

Fi(Ew; 6) = 9Eo; a7)  wnd D ¢iEw; B)@iEm; @) = &, )

(®) Das Summationszeichen haben wir jetzt ausgeschrieben, da beide x in kontra-
varianter Stellung stehen. dz,: Kroneckersches d.
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dquivalent sind. (Vgl. den Beweis des Satzes 4.) Beziiglich dieses Problem-
kreises vgl. [3].

§ 2. Charakterisierung gewisser Transformationsgruppen
durch Gruppenobjekte. Wir wollen in diesem Paragraphen gewisse
Transformationsgruppen durch die Ifigenschaften ihrer Gruppenobjekte
charakterisieren. Der folgende Satz charakterisiert die = -parametrige
Translationsgruppe:

SAaTz 1. Es sei durch die Formeln
(8) Gn: E =g ., &% ay,y ...y @)

eine n-parametrige Transformationsgruppe G, angegeben. Es sei ferner X'(£)
(t =1, ..., n%) ein Objeklenfeld erster Klasse mit der Transformationsformel
= 08" :
- k95 — .

(9) Xt =i (X , i)&‘ﬁ) (2 =1, ..., n?
in Bezug auf alle Transformationen der Klasse C', wo die Funktionen f
beziiglich der o£%jo&® eindeutig auflosbar sind.

Sind nun die X° beziiglich der Transformationsgruppe @G, invariant,
so ist die durch (8) bestimmte Transformationsgruppe die n-parametrige
Translationsgruppe:

(10) GO g =L,

_ Beweis. Wegen der eindeutigen Auflosbarkeit von (9) beziiglich
35"/65‘9 wird

(11) P& @) = Fy( X5, X™), ¢ =-

bestehen, falls man in (9) statt 9£%/2&” die durch (8) bestimmten Funktio-
nen ¢; einsetzt und das Gleichungssystem (9) beziiglich ¢; 16st. Da aber
nach unserer Annahme die X' beziiglich der durch (8) bestimmten
Gruppe G, Invarianten sind, hat man X° = X* und aus (11) wird

gi(&; a) = F5(X5(&), X™¢8) .

¢i(&; @) ist nach unserer letzten Formel allein von den &° abhingig,
und von den a, unabhingig. Nach Integration wird somit

(12) E o (& a) = gHE) +aX(yy ooy On)

bestehen.
Sind nun die @, die Parameter der Identitit, so folgt aus der For-
mel (12) fir a, = ay:

(12%) 7€) = E&—a%(al, ..., a) .
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Substituieren wir die in dieser Weise bestimmten Funktionen ¢#(§) in
der TFormel (12), so geht (12) nach der Bezeichnung

» def

g

@ @ (ay, ..y a)—@*(aS, ..., an)
cben in die Formel (10) iiber. Das beweist unseren Satz.

Jetzt gehen wir zu einer Charakterisierung der allgemeinen linearen
Transformationsgruppe Guin+1) iiber. Es ist der folgende Satz giiltig:

SATZ 2. Gy bedeute eine N = n(n-+1)-parametrige Transformalions-
gruppe, fur die der Wertbereich von mindestens einer der Funkiionen

oulésa) (x=1,2,..,n) (A =1,2,..,n) (nicht summieren iber A)

entweder einen n-dimensionalen zusammenhdngenden Punktbereich B, be-
deckt, oder aber alle ¢%,(&; a) Konstanten sind. Es seien ferner die Z'(&)
(t=1,..,in¥n+1)) die Komponenlen eines Objektenfelds, die bei einer
zweimal differenzierbaren Koordinatentransformation der Transformations-
formel

aEa 82 Ea

13 Zi=f\Z*, =, ——
( ) f ( ’8?1’ 35’3857

) k=1, bt 1)
geniigen, wo die Funktionen f* so beschaffen sind, dass (13) beziiglich der
FEoLPol eindeutig auflosbar sind.

Ist nun Z' beziiglich Gy ein rein differentielles Objektenfeld von erster
Klasse, so ist G entweder die allgemeine lineare Gruppe, oder aber sind
die ¢35 (8 =2,3,...) durch ¢ bestimmbar.

Bemerkung. Ein klassisches Beispiel fiir solche Objektenfelder
sind die affinen ‘Ubertragungsparameter I‘f,,, da die 2£%9£° und die
D’E[oEP9E” wegen

o8 o8
5o O
0&” o0&
bekanntlich durch ¢£%/0&® und 8°£%/0£%¢&” ausdrickbar sind.

Beweis des Satzes. Nach der Annahme ist Z'(£) beziiglich Gy ein
rein differentielles Objektenfeld von erster Klasse, d. h. es ist
(14) Z'=¢'(Z", gi& a) (i, k =1,2,.., in¥(n1)).

Da (13) beziiglich 9°&°fo£’6£" eindeutig auflosbar ist, folgt nach Auflésung
und nach Einsetzen von (14) fiir ¢j, eine Formel

(15) Pil&; a) = h5(Z5(8), ¢il&; a)) .
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@5, ist aber von den Komponenten zZF unabhingig, somit muss statt der
letzten Formel eine Relation von der Form:

(16) Pul&; @) = Hi(pa(&; a))
bestehen. Aus dieser Formel folgt nun nach einer partiellen Ableitung
nach &, wenn dabei (16) wieder beachtet wird:

Fonlt; @) = HY(G(E; a) a%ﬂi;(wz(&; a)) .

Diese TFormel zeigt schon, dass ¢, durch die ¢z ausdrickbar ist, falls
(&3 a) # konst. ist (*). Wenn wir diese Methode in &ahnlicher Weise
fortfithren, so ergibt sich, dass die hoheren Ableitungen ¢}, .. ;, alle durch
die ¢; ausdriickbar sind, was die erste Halfte des Satzes beweist.

Es sei nun ¢}, von den £* unabhingig. d.h.:

(176) 9’:1‘3('5; a) =d:p(al7 ceey aA\’) ] d:u = d:a .
In diesem Falle hat man nach zweimaliger Integration
(17) E = 1d; ()& & + aj(a) & + a¥a) .

Nach einer neuen Koordinatentransformation vom Typ (17) und mit
den Parametern b, wird nach (17)

(18) =15, 0) BF 4 a5(0) P+ a(0) .
Setzen wir die Werte von & von der Gleichung (17) in (18) ein, so wird:
(19) & = a5, (0) ) do(@) FEEE 4 ..,

wo die Punkte solche Glieder bedeuten, die in den & héchstens von
dritter Ordnung sind.

Wegen des Gruppencharakters muss aber ein Parametersystem
c,(a, b) existieren, so dass

(20) E = 13 (0) €€ + aj(e) € + a’(c)
giiltig sei. Aus (19) und (20) folgt aber dass
(21) d5,(b) don(@) diy(@) EEE°E = 0

besteht. Nehmen wir jetzt an, dass nach der Bedingung des Satzes der
Wertbereich der n Funktionen df;(a) einen n-dimensionalen zusammen-

(#) Fur (p;‘# = konst. (unabhingig von &%) ist selbstverstindlich qa:{w,: 0.



Uber die Objekie der stetigen Transformationsgruppen 25

higenden Punktbereich B, bedeckt. Da das Polynom (21) identisch
verschwindet, muss der Koeffizient von (£')%, d.h.

(22) dy(b) (@) dr(a) == 0

sein. Die linke Seite der Formel (22) ist aber offenbar ein Polynom der
di(a) (8 =1, ...,n), die nach unserer Annahme als n Verinderliche be-
trachtet werden konnen. (22) bedeutet aber dann. dass

(23) dg,(b) =0

ist. Da die b, beliebige Parameterwerte bedeuten konnen, ist (23) fiir
= v = 1 ein Widerspruch beziiglich unserer Annahme iiber dj;.

Die dg, sind also Konstanten. Wihlen wir jetzt in (17) fur die «, die
Parameterwerte a, der identischen Transformation, so folgt unmittelbar,
dass d;, = 0 ist. Gy ist also auf Grund von (17) die lineare Gruppe G% .

Sind endlich die Funktionen ¢j, in den Formeln (16) allein von den &e
abhingig, und von den Parametern unabhingig, so erhilt man auch in
diesem Falle die lineare Gruppe G% und man kann jetzt die Bedingung
iber die Funktionen ¢ji, ..., g, fallen lassen. Es wird ndmlich aus (16)
nach zweimaliger Integration:

(24) E = g(&)+aiE +a*,

wo die a; und " Funktionen der Parameter a, (¢ =1,..., N) sind.
Fiir die Parameter a, der identischen Transformation folgt aus (24)

£ = g*(&) + ai(al) £ + a*(ay) ,

d.h. g*(&) ist in den &° linear. Aus (24) folgt dann, dass auch & von den &*
linear abhingig ist.

Sind die Bedingungen des Satzes 2 nur fiir ein bestimmtes Objekten-
feld Zi(&) giiltig, so konnen die Komponenten Z* in (15) nicht als Verin-
derliche betrachtet werden. Die angewandte Schlussweise kann auch
jetzt in unverinderter Form durchgefiihrt werden, statt (16) wird aber
jetzt nach (15) ¢}, von £ und ¢5(&; a) abhingig sein, d.h.

(25) Pr(&; a) = HE (6%, p3(&; @) .

Auf Grund der Formel (25) besteht der Satz 2 offenbar in folgender, etwas
veranderter Form:

SaTz 2*. Sind die Bedingungen des Salzes 2 nur fir ein bestimmies
Objektenfeld Zi(£) giiltig, so ist die Behauptung des Satzes 2 mit dem einzigen
Unterschied giltig, dass jetzt die Grossen ¢, ., (&; a) durch & und ga(€; a)
ausdriickbar sind.
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Wir wollen noch darauf hinweisen, dass die im Satze 2 uber die
Funktionen ¢5,(&; @), ..., gna(&; @) gestellten TForderungen auch durch
schwiichere ersetzt werden konnen. Riir die Giiltigkeit des Satzes 2 sind
auch folgende Bedingungen fiir die Funktionen ¢j; hinreichend:

Enticeder bedeckt der Wertbereich der Funktionen
(26) o "M &; a)EE

einen n-dimensionalen zusamimnenhdingenden Punktbereich B, oder aber
sind alle g3,(&; a) Konstanten.

Den Beweis des Satzes 2 miissen wir in diesem Falle nur von der
Formel (21) ab etwas verindern. Die Relation (21) schreiben wir in die
Form

(27) d;;:'(b)"?ﬂ’?y () ’
wo nach (26) und (17°)
nu ‘_l_'-‘f d;”(a) EAE,,

bedeutet. Da die linke Seite von (27) ein Polynom in den »n Verinder-
lichen #® ist, muss nach (27) dj,(b) -~ 0 sein, d.h. die Relation (23) ist
wieder giilltig. Der Beweis des Satzes geht weiter analog zu dem des
Satzes 2,

Mit dem im Satze 2 vorkommenden Typ der Objekte zweiter Klasse
kann auch die projektive Gruppe leicht charakterisiert werden. Es besteht
das folgende

KOROLLAR. Geniigl ein Objektenfeld Zi(E) (i =1,2,..,in¥(n+1))
beziiglich der zweimal differenzierbaren Transformationen der Transfor-
mationsformel (13), wo die Funktionen f beziiglich der &°E/o8"08" eindeutiq
auflosbar sind, und hat Z'(£) beziiglich einer Transformations-Gruppe G,
die Transformationsformel:

. Fi il ok 33“ 3?’ ch B-E-a 00 . .
(38) Z Zf(d,é?’ 5?55—7’_{-_8?;)?) (’L,k—l,...,-é—'nz('n-{-l)),

n+1 ot

80 18t G, dic projektive Gruppe:

a3 & + a

On: & = g
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Beweis. Aus (28) und (13) folgt wegen der Auflosbarkeit von f auf
O ok k"
o"ET oE"ob  2F o

ogfog o o o8 2"

Die Losung dieses Differentialgleichungssystems fiihrt aber eben auf
die Gruppe G,. (Vgl. etwa [4], § 39, S. 107-109).

§ 3. Gruppenobjekte von erster Klasse. Die Transformations-
formel eines Gruppenobjektes ist durch die Formel (2) angegeben, wo
die y3,_,, durch (3a) bestimmt sind. Die Funktionen f' in (2) konnen
nicht bliebig sein, sie miissen einem charakteristischen Funktionalglei-
chungssystem geniigen. Transformieren wir nimlich die Koordinaten &°
durch eine Transformation mit den Parametern b, der Fundamental-
gruppe @,, so bekommt man nach der allgemeine Transformations-
formel (2):

(29) =Zi = fi(Zj; Ea’ &a; (—ﬁ” eeey a’gn...lp)l:u_,_;;z) ’
= 0
WO
(292) E=¢"=¢"5b), Fn=0n(&b), 0y  Frsp =FhalE; D)

ist. Die von & = ¢°(§; a), E = ¢'(&; b) zusammengesetzte Transformation
kann aber wegen der Gruppeneigenschaft und auf Grund von (6) durch
die einzige Transformation:

(30) Eﬂ = ‘Pa(£ﬁ§ Col @y b,))

dargestellt werden. Auf Grund von (30) wird die Transformationsfor-
mel (2) in

(31) Z' =12, &, ¢"(& 0)y s Bh (&5 0))

iibergehen. Aus den Formeln (29) und (31) bekommt man im Hinblick
auf (2) fir die Funktionen f* das charakteristische Funktionalgleichungs-
system

(32) (2" €, ¢°(& @)y ooy Bl €5 @)y E59°(E5 ), o, gl E5 D))
=127, &, ¢°(& €), oo (&5 0)) 5, € =Cpla, b) .

Nach unserer am FEnde der Einleitung formulierten Bemerkung
existieren bezliglich jeder »-parametrigen Gruppe G, Vektoren und Ten-
soren, falls gs(&; a) = 0, da jetzt in (7) die linearen Glieder sicher vor-
handen sind.

In diesem Paragraphen wollen wir die Bedingung der Existenz der
Vektoren und Tensoren beziiglich einer Transformationsgruppe genau
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angeben, und dann die notwendigen und hinreichenden Bedingungen
fiir die Ubereinstimmung der ko- und kontravarianten Vektoren bestim-
men. Wir beweisen erstens den

SATz 3. Ist fiir die r-parametrige Transformationsgruppe G,
(33) ps(&; a) # 65 (6: Kroneckersches 68g) ,

so existieren beziiglich dieser Transformationsgruppe kontra- und kovariante
Vektoren (Objekte von genau erster Klasse). Ist (33) micht erfiillt, so sind die
Vektorkomponenten trivialerweise Invarianten.

Bemerkung. Wenn fiir eine Gruppe G, die g5 Konstanten sind,
dann ist nur @g = d5 moglich. Angenommen, dass

@5(&; a) =d;,  dg: konst.
wire, wiirde nach Integration
& =& a) = dyE’ - aay, ..., a,)
bestehen. Wihlen wir jetzt fiir die Parameter a, dic Parameter a" der
identischen Transformation, so wird
£ =d;&" - a’(al, ..., @)
giltig sein, woraus wegen der Willkiulichkeit der &

dy =085, a‘(dl,...,a)) =0
folgt, w.z.b.w.
Beweis des Satzes. Ein kontravarianter Vektor hat beziglich
der Koordinatentransformation (3) im Punkte &4 die Transformations-
formel:

(34) T = gi(w; @) .
Wir zeigen, dass v* ein Gruppenobjekt ist. Vergleichen wir (34) mit der
Transformationsformel (2) der Objekte, so sieht man, dass jetzt

I = iléw; a)o’

ist. Diese Funktionen miissen dem fiir die Gruppenobjekte charakteristi-
schen Funktionalgleichungssystem (32) geniigen. In diesem Falle lautet
dieses charakteristische Funktionalgleichungssystem:

(35) 93(Ew; V) alEm; @) = @i(Ew; ¢la, b)) .

Differenzieren wir aber die Formel (6), die fiir jede Gruppe G, besteht
partiell nach & und iiberschieben wir dann die erhaltene Relation mit 27,
so bekommen wir eben die Formel (35), da nach (3)

P (£ @) = &y
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giltig ist. Fir die Grossen mit der Transformationsformel (34) ist also (33)
bzw. in diesem Falle das mit (35) dquivalente charakteristische Funktional-
gleichungssystem (32) immer erfiillt, d.h. v* ist ein Gruppenobjekt. Damit
haben wir die Existenz der kontravarianten Vektoren gezeigt.

Die kovarianten Vektoren haben beziiglich der Transformationen
von @, nach (5) die Transformationsformel

(36) Wy = P33 @) w0, .

Der Beweis, dass die kovarianten Vektoren auch Gruppenobjekte sind,
geht analog zum Falle der kontravarianten Vektoren, nur miissen wir
jetzt die charakteristischen Relationen (6) in der Form

APE DV a7 =& aHa, b)), e Na,b) =¢(b7, a7

beniitzen. Eine partielle Ableitung nach £ und eine darauffolgende Uber-
schiebung mit w; gibt fiir & = &, die Relation

P& @ VP Ew; bW = QlEw; ¢ ),

die eben das charakteristische Funktionalgleichungssystem der kovarian-
ten Vektoren ist, wie das im Hinblick auf (36) leicht bestatig werden kann.

Aus dem Satze 3 folgt, dass beziiglich einer Gruppe G, auch Tensoren
und — falls die Jacobische Determinante von (3) von 1 verschieden ist —
Dichten existieren, da aus Vektoren und Skalaren immer Tensoren gebildet
werden konnen. Man kann aber durch einen, zum Beweis des Satzes 3 voll-
standig analogen Beweis leicht unmittelbar zeigen, dass bezuglich der
Gruppe G, Tensoren von beliebiger Valenz existieren, wenn die Bedin-
gung (33) erfillt ist.

Wir wollen jetzt diejenigen Bedingungen bestimmen, die notwendig
und hinreichend sind fiir die Ubereinstimmung der kontra- und kova-
rianten Vektoren beziiglich einer Gruppe @,, falls beziglich ¢, unendlich
viele verschiedene kontra- bzw. kovariante Vektorfelder existierrn. Es
ist der folgende Satz giiltig:

SATZ 4. Notwendig und hinreichend fir die Ubereinstimmung der
kontra- und kovarianten Vektoren im Punkte &g beziiglich einer Transfor-
mationsgruppe G, ist das Besichen der Relationen:

(37) D FilEor OFEw; @) = 8y () -
x=1

Beweis. Der in der Umgebung des Punktes &, definierte
Vektor v* — aufgefasst als kontravarianter Vektor — hat beziiglich der

(®) Das Summationszeichen haben wir jetzt ausgeschrieben, da beide in kontra-
varianter Stellung stehen. J2.: Kroneckersches &.
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Transformation (3) die Transformationsformel:

(38) T = @i(&oy; a)v” .

Der Vektor v* — aufgefasst als kovarianter Vektor — hat beziiglich der
Transformation (3) im Punkte & die Transformationsformel:

n

—x \1 i, . —1\

(39) 7 N gl a )
7

Aus den Formeln (38) und (39) folgt nun wegen der Willkiirlichkeit
von 7*

(40) (P:(E(u); a) == q’i(é(o); a -1) ,

wo &y = ¢(Emy; @) ist. Offenbar ist die Bedingung (40) notwendig und
hinreichend fiir die Ubereinstimmung der kontra- und kovarianten Vekto-
ren. Wir zeigen, dass (40) mit der Relation (37) dquivalent ist. Aus den
Formeln (5) folgt nach einer partiellen Ableitung nach £ und dann nach
Einsetzen von &,

(41) FulEo; @) FalEwy; @) = 0 .

Eliminiert man aus den Formeln (41) mit Hilfe von (40) die Funktionen
?’i@(a); a '), so bekommt man unmittelbar die Relationen (37). Damit
haben wir die Notwendigkeit von (37) bewiesen.

Nehmen wir jetzt an, dass die Relationen (37) giiltig sind. Wir werden
zeigen, dass aus (37) die Relationen (40) folgen. Eine Kontraktion von (37)
mit ¢}(&q; a~') gibt die Formeln:

s

(42) D el @ N a)giEo; @) = giEe; a ).

1

L

Aus den Formeln (3) und (3) folgt:

Y

¢ (@& a '); a) =&,
Partielle Differentiation nach & ergibt:
Pile (& a7); ) gi(E ) =6
Beachten wir jetzt wieder die Forneln (5), so wird:
(43) gi(& a)gi(Ea7") =6 .

Setzen wir in (43) & = £§), s0 wird auch & — &, bestehen, und sub-
stituieren wir dann (43) in die Formeln (42), so gehen diese Formeln
eben in (40) iiber, dic — wie das schon bemerkt wurde — fiir die Uber-
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einstimmung der kontra- und kovarianten Vektoren notwendig und hin-
reichend ist.
Damit haben wir den Satz 3 vollstindig bewiesen.

Brmspeirr. Die euklidische Bewegungsgruppe
E =ajt +a*  (af, a: konsl.)

— wo die Matrix (a}) orthogonal und normal ist — Defriedigt offenbar
die Bedingungen (37) und selbstverstindlich auch (40), da (40) — wie
wir das gezeigt haben — eine Tolgerung von (37) ist.

Aus (37) folgt noch unmittelbar das

KoROLLAR. Enthdlt die Gruppe (3) die in & linearen Glieder, so stim-
men in einem Punkle & die kontra- und kovarianten Vekioren dann wnd
nui dann iiberein, falls die Gruppe lokal euklidisch ist.
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