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to conjecture that S(«) is eomplete for ¢ >0 and 1 < u << (1 ~}—l/5)/2.
However, even for the case of t = (3/2)’“ and ¢ = 3/2 it is not known
if any terms of S;(a) are odd for % sufficiently large.
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Uber die summatorischen Funktionen einiger
Dirichletscher Reihen II

von

ANNA WarFisz (Thilissi)

In der vorliegenden Axrbeit wird ein allgemeiner Satz (siehe §2,

Ratz 1) iiber die Darstellung der summatorischen Funktion J ¢, (wo
<

2 >0 ist) durch eine unendliche Reihe von Funktionen der Besselschen

Art bewiesen. Hier ist
() Z(s) = ) ol (s = oFil).
n=1

die entsprechende Dirichletsche Reihe einer Funktion, die gewissen
Voraussetzungen geniigt. Diese Voraussetzungen sind #hnlich zu denen
eines Landauschen Satzes (siehe [6] und auch unseren §1) zusammen-
gestellt, in dem Landau das O-Problem fiir die summatorischen Funktio-
nen einiger Dirichletscher Reihen behandelt. Fiir den Beweis unseres
Satzes 1 (siehe §§ 2-4) wird die Hardy-Landausche Methode (siehe [3],
§ 4 und auch [10], § 4; [17], Kapitel X) verwendet, mit deren Hilfe diese
Verfasser die berithmte Hardysche Identitit [1] einfach bewiesen haben.
Der § 5 ist der Anwendung des Satzes 1 zur Hexrleitung einer Reihe von
Tdentititen gewidmet. Bs wird z. B. gezeigt, daB die erwihnte Hardysche
Tdentitit und auch die Identitdten von Voronoi [14], Arnold Walfisz
[16], Oppenheim [11] als Spezialfille ans Satz 1 folgen. AuBerdem wer-
den auch neue Ergebnisse gebracht (siehe §§ 5.4-5.6, Satze 2-5).

Dieser Artikel stellt eine Verallgemeinerung und Erweiterung der
Arbeiten [187 und [19] des Verfassers dar.

§ 1. Die Landausche Identitit. In seiner Arbeit [6] hat Landau die
Tdentitdt (47) bewiesen, die der Ausgangspunkt fiir unseren Beweis sein
wird. Wir wollen sie daher hier noch einmal formulieren.

s sei eine unendliche Folge komplexer Zahlen ¢, Cy, ..- und eine
Tolge monoton ins TUnendliche wachsender positiver Zahlen 0 <1
<l <...<ly<..., l,— co gegeben,
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Es sei moglich, diesen Folgen zuzuordnen:

ein f >0; ein ganzes p >1; reelle u, ..., q,; positive f,, vy Bus
ein ganzes » >1; reelle y,, ..., y,; positive J,, ..., 4,; eine uncndlicl{e
Folge komplexer Zahlen ¢, e,, ... und eine Folge monoton ing Unendli-
che wachsender positiver Zahlen 0 < 2, < A, < ... < 4, < vy Ay > 0O

derart, daB zunichst folgende Voraussetzungen erfiillt sind.

LI Die Reihe (1) ist fiir ¢ > f absolut konvergent, stellf also
ebenda eine regulire Funktion dar.

LIL. Die durch die Reihe (1) definierte Tunktion Z(s) ist in der
ganzen Ebene meromorph und besitzt in jedem festen Streifen o) %o
WO 0, > op ist, nur endlich viele Pole. A

LIIL. Die Reihe

<0y,

o
D e

=1
ish fiir ¢ << 0 absolut konvergent.
LIV. Bs ist fiir 6 < 0
Z(s) = 6(s) D enls,

Ne=1
wo

(L.1) G(s) = Lp—bi8)...I(y,— 8,9)
I'(a1+ﬂ18)...]"(a“—|—/3/,s)'

LV. Wenn zur Abkiirzung die positive Zahl

Bt +B. =27'H
gesetzt wird, so ist auch

S0, =2-1H,
LVI. Wenn zur Abkiirzung

Nt (o a) 427 (p—y) =g
gesetzt wird, ist
‘ 7 >27

LVIIL. Bs gibt zu jedem festen Streifen o)

i <0 <o, tine Konstante
7= y(o15 0}, 80 dab h ’ "

Z@) =0(E") (0, <o <ay)
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Bs sel
1.2 o >n+1 und ganz;
0 113 g 3

ferner sei w >0 und

L R
2nt (ﬂ_e_m) s(s+1)...(s40)
el

(13) L) =

Der Integrationsweg ist hier eine unendliche Gerade ¢ = (g—po—HH,

wobei aber der Punkt s = (5—o—3H"!, wenn er ein Pol des Integran-

den ist, durch einen hinreichend kleinen Halbkreis nach links umgangen

werden muB. Wie Landau gezeigt hat ([6], Hilfssatz 2), ist dann das

Integral (1.3) konvergent und die Funktion I,(w) p-mal differenzierbar.
8,(#) bezeichne die Residuensumme von

(1.4) Z(s)a" " f{s(s+1)...(s+ o)}
im Streifen
(1.5) (n—o—$HH ™" <o <B.
Die LANDAUSCHE IDENTITAT. Hs seien die Voraussetzungen LI-

LVII erfillt. Dann gilt die Identitdt

1 o
1 D @ = Klo)t N enli ),
=1

T <z n

(1.6)

wobei die Rethe rechis absolut konvergiert.

Bemerkung. In der Arbeit [6] formulierte Landau aufer LI-LVII
noch weitere Voraussetzungen, nimlich: LVIII, LVIII”, LIX, und
zwar war dort ¢ = [7]+2. In Arbeit [7], S. 98, betonte Landau, dafl
die Herleitung der Relation (1.6) sich nur auf die Voraussetzungen LI-
LVII stittzt; und in Arbeit [9], S. 137, — dall o nur die Bedingungen
(1.2) zu erfiilllen braucht.

§ 2. Formulierung des Satzes 1. Es sei eine unendliche Folge kom-
plexer Zahlen ¢, ¢,,... und eine Folge monoton ins Unendliche wach-
sender positiver Zahlen 0 <l <l <...<ly<<...,ly— o0 gegeben.

BEs sei moglich, diesen Folgen zuzuordnen:

ein f >0; ein ganzes u >1; reelle aj, ..., w,; positive By, ..., Bu;

ein ganzes » > 1; positive yy,..., 7,; 0O1,..., 6; eine unendliche

TFolge komplexer Zahlen ¢,, e,, ... und eine Folge monoton ins Unend-

liche wachsender positiver Zahlen 0 <<, < Ay < ... < Ay < .oy =00
derart, daB folgende sechs Voraussetzungen erfullt sind.
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1. Die Dirichletsche Rethe (1), d. k. die Reihe

\' — Vi
21 ann,G = Z(s)
N=1
ist fiir o > § absolul konvergent. Die Funltion Z(s) ist bis auf etwaige Pole
auf der Sirecke 0 <& < f§ in der ganzen Ebene reguldyr.
II. Die Reihe
=
D et = W(p—s)
n=1
st fiir o << 0 absolut kowvergent. Die Funktion W (s) ist dm Punkie s = 0
reguldr.
III. BEs gelten die Ungleichungen

(2.1) Ot >0, m=1,...,u.
Bezeichnet man ferner

» 11
% 0 /) .
(22) a= _Eamp Y :9'[):/1%” n=r- {‘”{“B_I(H"V% 2! = H,

m=1

so ist

“ »
09 Shu=Yh-2H, den<d,

Me=] N=1

ol

- << H.

Hieraus folgt tibrigens, da H > 0. .
IV. Es sei die Funktion G(s) durch die Relation (1.1) definiert, d. h.
o) ¢ls) = Ln=0s) =58
Lo+ fy8)... I+ Bs)
Dann gilt die Funktionalgleichung
(2.5) Z(s) =G(s)W(B—=s).

8(0y, 03), s0 daf
Z(s) = 0(e™) (0, <0 <o)

ist. ‘
8
VI. Bs bezeichne B, () die Residuensumme von z W (s) auf der Strecke
. §

0<s < B, dann gilt die Abschitzung

(2.6) 2 endh = Ry (@) o (xR
; Pt
£ 3
P
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Das Integral

(n—5/2)H~1 1100

. G{(s) .

2.7 L(w) = — e " T2 (s 0

(.7) () =5 Gihein” ® =0
(—512)H1—ico

konvergiert, und die Funktion L(w) ist zweimal differenzierbar. Tat-

sachlich, auf Grund von (1.2) und (2.3) kann man im Integral (1.3) o = 2

annehmen. AuBerdem bemerken wir, daf

(2.8) —1<(n—3/2H <0

igt. Nach (2.4) und der Definition der Zahlen y,, 8, kann die Funktion
G(s) Pole nur in den positiven Punkten

(2.9) § = (ypt+m)é, (m=1,...,7;m=0,1,...)

haben. Wegen (2.8) folgt daher, daf der Integrand von (1.3) im Punkte
s = (n—>5/2)H" regulir ist. Also ist

(2.10) L(w) = Ly(w)

und die Funktion L(w) zweimal differenzierbar.
Es bezeichne
(2.11) P(w) = L" (w).
Ferner sei
yly™'  fir oy %0
(2.12) signy = wly B ) !
fir y =0;
m.‘l
R(z) — die Residuensumme der Funktion -——Z(s) auf der Strecke
s

0 <s <f; Intervall X — ein geschlossenes Intervall von der Gestalt
0<m <o <@ o — die Zahl x =1,, fiir welche ¢, % 0; X, — ein
geschlossenes Intervall von der Gestalt 0 < 2, <z <, das frei von
den Zahlen x, ist.

SAtz 1. Es seien die Voraussetzungen 1-VI erfilll. Dann gilt die
Identitit

(2.13) D ea—tela) = Rla)+ ) e (ha),
Ins n=1

wo clw) = ¢, fiir v =1, und c(x) =0 sonst.

Die Reihe rechis konvergiert fiir jedes x >0, und zwar

1) gleichméfig in jedem Intervall Xy, d.h. in einem abgeschlossenen
Intervall, das von Sprungstellen der Summe links frei ist;

2) beschrinkt in jedem Intervall X; das bedeutet, dafi ihre Partial-
summen in diesem Intervall gleichmdpig beschrinkt sind.
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Der Satz 1 wird in §§ 3-4 bewiesen werden.

§ 3. Vorbereitung zum Beweise. Bekanntlich gilt in jedem festen -

Streifen o, << 0 < 0, gleichmiBig
(3.1) lim [1(s)]e? e 27 == (2m)
|tj—>00

Wegen (2.2)-(2.4) ist daher dort gleichmiBig
(3.2) G(s) = O (")
(sieche auch Landau [G], Beweis der Formel (20)).

Wenn 6§ und 7 reelle Zahlen sind, dann bezeichne (/(0, ) cine Kontur,
die aus vier geradlinigen Stiicken
(3.3) 0'»—@'00, 0—i;  O0—i, v 71, 0415 0414, 0100
hesteht. .
HiLrssaTz 1. Ks set

0> ngH™, 7= (n—5/2)H ",
Dann ist

” 1 rG(s
(3.4) L'(w) = e J -T——(s—)»rr/zo“'lds
27t el s(s+1)
und
(3.5) Pl = L7 w) = - [(F) g
2rch 8
C(b,)

Die beiden Integrale sind absolut konvergewt wnd bei festem 1w, > O Fiir
0 <w <w,y gleichmifig konvergent, so dap fir w > 0 die Funktionen
L' (w) und F(w) stetig sind.

Beweis. Nach (3.2) gilt im Streifen (5—5/2)H "' < ¢ < 0 gloich-
mafig ’

__G(s) 71— Ho~ ~1j2
seDErz) O = 0007,
Daher ist wegen (2.7)
1 G(s)
(3.6 i —_ I S XX
) (w) = — C(a’fr)S(s—i—l)(s-}-Z)w s,

Anf' de';r Gerafien o =0 haben wir die Abschitzung G(s) = O(Ji]""),
Wo & eine gewille positive Zahl ist. Damit ist der Hilfssatz 1 bewiesen.

-1
-1
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HILrssaTz 2. Bs sed
9 >(n—LH", 1= (g—5/2)H".
Dann ist die Relation (3.5) auch mnoch giillig.
Beweis. Wendet man den Hilfssatz 1 auf 0’ = 0+H™" an, so ist

~ G
Fw) = r—)l— J GGs) ' ds .
27 gy
Daraus folgt Hilfssatz 2, da im Streifen § <o <6’
s (s) = O(1t]™)

gleichmifig ist, wobei & eine gewiBe positive Zahl bedeutet.
Es bezeichne

. Y1 Vv
(8.7) ::Mln(é—l,...,av).

Wenn 2 > 27", so ist wegen (2.3)

(p—1)H < (32— 1)H™ < 27(3/2—9)7" < 27t < 1,
WOrans

Max{0, (n--1)/H) < 2
folgt.
Hrregsarz 3. Hs sei
1>97t,  Max(0, (p—1)/H) <6 <4
Dann 18t
64100
1 r G(s)

(3.8) Fw)=— | —

O o 8
0-tco

wds—G(0).

Beweis, Nach Hilfssatz 2 ist die Funktion F(w) dureh (3.5) gege-
ben. Daraus folgt Hilfssatz 3, da wegen (2.8), (2.9) .und (3.7) der Ipte-
grand von (3.5) im Streifen (n—35 [2)H™' < o < 6 bis ami den etwaigen
Pol erster Ordnung ¢ == 0 mit dem Residuum G(0) regulir ist.

*
* *

T sei # > 0, ¢ eine reelle Zahl. Die Besselsche Fux{kti()n erster Art
der Ordnung ¢ wird durch die absolut konvergente Reihe

ol ( . 1)m (z )q+2‘m

(3.9) J(2) = m 5
M=l

definiert (siehe [20], Formel 3.1(8))-
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Bekanntlich gelten bei 2z — co die Abschétzungen

9 \12

(3.10) Jo(r) = (:) €08 (z~~qg - %) + 0%,
(3.11) Jglz = 07,

HiLrssarz 4. Bs seien 0,7, &, ( reelle Zahlen, w > 0. Hs sei ferner
(3.12) 0> 27 (E—+1)
und
(3.13) T < £
Dann ist

1 I'(é—s) .

3.14 _ f Sde = gpE—E+1)2 20
e Bt o T(EF9) " e

wobei das Integral absolut Lonvergiert.
Insbesondere, wenn 271 (E—(4+1) < 0 =7v< &, s0 ist

B41c0
" 1 I'(&—s) \
3.15 —_— f Sids = qpE—t+1/2 000,112
( ) 27 oo ]’(¢+s)w ds = w Jepp1(20'F).

Beweis. Wenn v = 6, dann igt nach Definition (3.3) die Kontur
0(0, 6) eine Gerade ¢ = 6 und das Integral (3.14) geht in (3.15) tiber.
Deshalb werden wir nur die Richtigkeit der Relation (3.14) zeigen. Die
absolute Konvergenz des Integrals (dessen Weg ja die Pole von I'(£—s)
vermeidet) ergibt sich aus (3.1) und (3.12). Ferner ist nach (3.9)
formal klar, daB die Residuensumme in den Polen s = E+m (wom >0
ganz ist) des Integranden

(_1)m+1w£+m )
JE A (- S O 0,12
mZ; mIT(EL 4+ m) w Jerp1(20'F)

i§t. Das ist aber bis auf das Vorzeichen die rechte Seite von (3.14). Dabei
liegen wegen (3.13) alle Pole rechts von der Kontur C(0, 7).

Hs sei ' >1, U >1; g — eine solche positive ganze Zahl, daB
é+g >0; E —ein Polygon mit den Ecken

Ty 0—iy 0=, E4g+1/2—iU, E4+g41/244T, 0-1iT, 0414, 7.

Dej: Hilfssatz wird ’E)ewiesen sein, wenn es gelingt, zweierlei zu zeigen:
_ Ersigens, daB bei Integration iiber das Polygon K das Integral iiber
die Horizontalstrecken fiir 7 — oo tnd T — oo gegen Null strebt.
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Zweitens, daB bei ganzzahlig wachsendem ¢

E40-+1/24100
I" —_—
(3.16) lim f LE=9) oo — 0
9= g gtifp—ico I(E+s)
gilt.
1) Folgt aus der bei festem ¢ fiir 6 <o < &+¢+1/2 nach (3.1)
und (3.12) giiltigen Abschétzung

I'(§—s) s
= 0(1**) = o(1).
I(Z+s)
2) Es sei m eine solche positive ganze Zahl, daf die Bedingungen
(3.17) ELZ4m+1/2 >1, E4m>0, g>m

erfiillt sind. Dann hat man

(e T+ g+1/2+it) = P(E+L+m+ 12+ 4)py,

W0
1= (E+C+mA1[2 ) (E+L+m+3/2+48)... (E+L+g—1/24+dt)
ein Produkt von g—m Zahlen ist, die bzw. absolut >1,...,(g—m)
sind. Daher ist |p,| > (g—m)!.
Andererseits ist
I(=1/2—it) = ['(—g—1[2—it)py,

wo

Py = (—g—1/2—it)(—g+1/2—it)...(—3]2—1i).

Da die Glieder dieses Produktes alle absolut > 1 8ind, so hat man |p.| > 1.

Algo ist
IP(—g—12=i)  cippei| o w IR I(—1/2—it) _ !
I(E+i+g+1/2+1t) S lg—mt  T(E+i4+m+1/241) |
Weil nun wegen (3.1) und (3.17) das von g treie Integral
(""\ I(—1/2—it)
L TEF e mt 1+

kounvergiert, so ist (3.16) und damit der Hilfssatz bewiesen. Landau hat
in [B], 8. 468-469, eine analoge Tdentitdt bewiesen. Seine Methode wurde

von uns benutzt.
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Wir bezeichnen it F(s) eine Funktion von folgender Gestalt
(3.18) Bls) = 1+A[s+p(s),

wo A — eine reelle Konstante ist, und in jedem festen Streifen o, < ¢ < o,
gleichméBig

(3.19) pls) = O([¢H™°)
gilt.
Hiuwssarz 5. Bs sei h = 0 oder 1. Bs bezeichne ferner
v—pt v I
(3.20) Py = (2x) * 27 - [ ] s TT glie-om
und
4 “
(3.21) 0 = m" [] o [] patn,
n=1 Mme=1

Dann st fir o> 0

G(s) — P Ily—(Hs+»—1)27Y
s(s4+1)..(s+h) " Tlat b1+ (Hs—pt1)27)
Beweis. Es liege s nicht auf der negativen Abszissenachse nnd

logs bedeute den Hauptwert. Dann folgh aus der verallgemeinerten
Formel von Stirling (siehe Stieltjes [12])

(3.22)

B(s).

I'(s) = exp{(s—1/2)logs— s+ 2" 'log 2} H(s),

WO exp(s) = é°.

) I?s se.i 1> 0; ¢ und b reelle Zahlen, wobei a > 0. Wegen ¢ > 0 haben
wir fiir-hinreichend grofie Werte von ¢ die Entwicklungen

b 1
log(as+b) = logs+loga+ — — =+ -5
as 2 a’s”
und
log(b—as) = logs—#n+loga— [L — J_' l)_.‘
as 2 a’s’

Daher ist

I‘(ag—;—b) = exp{aslogs-(aloga—a)s- (b—1/2)logs

+(b—1/2)loga+ 2 log 2r )} B (8)
und

(b~ as) = exp{—aslogs+ (ira—aloga+-a)s+ (b—1/2)logs +
, +(b—1/2)(—ir+loga)+ 2 log 2m} B (s).
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Wenn 1 <m < u, 1 <n <v, so folgt hieraus fiir t > ¢, wo ¢ eine Kon-
stante ist,

-1‘(‘1711 + ﬂm.s) = exp {ﬁ,,lSIOgS -+ (ﬁmlogﬂm— ﬂm)"s -+ (am—" 1/2)10g5 +

+ (i —1/2)10g fru -2 l0g 27} E )

und

L(y,— 6,8) = exp {— Opslogs+ (indp— bplog bp4- dn)s+

+(V'n_ 1/2)]0g8+ ('}’71—'1/2)(_'57"'+10g5‘n)+2*110g275}E(8) "

Da H > 0, so gilt analog

3—u H H H H H
B u-i—E—s) =exp{—2—slogs+(2 log——g—»—-z- s+

P(a—Hl,-}-

"
+ (a—i—lz+1~ g) logs + (u+h+1— g) log - +2'110g2w}E(8)

-1 H H . H H H H
1‘(71—v2 ——é—s)=exp{—7310gs+(m?«—?l—log—é-—}—? s

H
+ (y—- :Z) logs+ (y— g) (—in—i—log —{) +2*110g27:}E(s).
Ferner ist
s(s+1)...(s+h) = exp{(h+1)logs} E(s),

und nach (3.21)

» ;"
H )
QF = exp {s (HlogT — Z 8,108 6, — L}J ﬂmmgﬂm) }

n=1 p 1

Algo bekommt man wegen (2.2)-(2.4) und (3.20)

G(s)  Ilathtl+@Hs—p+1)27) 5 5o

s(8+1)...(s+h)  @Tly—(Hs+v—1)27")

Damit ist der Hilfssatz 5 fiir ¢ > 0 bewiesen.

Die linke Seite der Formel (3.22) ist reell fiir reelle Werte von s.
Daher nimmt sie nach dem Spiegelungsprinzip in zwel konjugierten
Punkten s = ¢4t und § = o— 4t konjugiert komplexe Werte an. D‘ie-
selbe Bigenschaft hat auch der Faktor von E(s) auf der rechten. §e‘1te
der Formel (3.22). Daraus folgt, unter Berficksichtigung der Disfu.nt}on
(3.18), (3.19) von E(s), dall die Tormel (3.22) anch fiir t < 0 giltig ist.

6
Acta Arithmetica X.1
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HILrssATZ 6. Hs sei w > 0; h =0 oder 1. Ferner sei

7 v
(3.28) =2 a+y~—“-9f~+1).

Dann gilt die Abschitzung
LM (w) = 2H ' P, QU= ot mIE e kX iy {2((;7,«-)‘/”,-%.7' — ;h} +

+ ) (-w('q—- h—3/2)/H -+ h) ,
wo P, und @ durch (3.20) und (3.21) definiert sind.
Beweis. Bs sei
(3.24) 0 =(p+1)H.

Dann hat man nach Hilfgsatz 1

LM (1) = L f GG g,
i s(s+1)...(s-+h) ’
o(6,n~5/2)H
wo C(0, (y—5/2)H") die Kontur (3.3) ist, und das Integral absolut kon-
vergiert.
Es bezeichne

(3.25) 7y = Min{—32, (2y —»)/H).

Nach (2.8) ist 7, < —1 < (9—5/2)H~" < 0. Da die Funktion G(s) Pole
nur in den positiven Punkten (2.9) haben kann, so folgt hieraus

e-m (w) = ;L
2t

J‘ Gs) wttds+0,

s(s+1)...(s+h)

C(0,7)

wobei das Integral rechts absolut konvergiert, ¢ eine Konstante ist und

zwar das Residuum im Punkte s = —1. Also hat man
- 1 G(s)
IOM () = f'h““'__ SR 70 1 ) (P 32)HA T
) =353 oy SEFD (5 R) s 0w b

da 0 =0 bei h =0, und ¢ bei 2 =1 in das Restglied kommt.
Wegen (3.18) und (3.19) hat man nach Hilfssatz 5

G(s)
_ i”;,@‘* _ Tly—(Hs+»—1)27)
Ilath+14 (Hs—pu+1)27Y)

o Ily—(Hs+»—1)27 o v
e P(a—l-h+1+(Hs—y—i—l))z—l)’l‘l(&‘) = Wi(s)+ ¥, (s)+ ¥s(s),

(3.26)

o Tly—(Hs+v—1)27")
B A
+ Qr(a+h+2+)ﬂs'—ﬂ~l—l.)2"l) !
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wo B eine reelle Konstante ist, und die Funktion y,(s) in jedem Streifen
o Lo %oy gleichmidBig der Absehitzung (3.19) geniigt.
Da die Funktion I'(y—(Hs+»—1)27") Pole in den Punkten

(3.27) s = (2y—v+1+2m)HEY, m=0,1,2,...

hat, so sind ¥ (s) und W,(s) mit Ausnahme etwaiger Pole in diesen
Punkten regulir. Deshalb ist die Funktion ¥;(s) bis auf etwaige Pole in
den Punkten (3.27), (2.9), s = 0 und s = — 1, welche wegen (3.25) rechts
von dem Punkte s == 7, liegen, in der ganzen Ebene regulir.

Wir haben demnach
(3.28) LM (qp) = Ty Ty Ty 0 (a7 32H R
wobei die Integrale

1

T, = --— Y, (s)u*ttds  (n=1,2,3)

It

C(8,7y)

wegen (3.26), (3.1) und (2.2) absolut konvergieren.
Es sei

1 f Ily—(Hs+»-1)27))

L ‘a
G20 hw=ag Mt rEs— a2 (s,

AT

C(b,7y

wobei M = h+1, k2. Hieraus bekommt man

5 1 Tly—v[241/2—s -
I, =2t f ((7 ’ v/ + / : ) (Qu*™ ds,
Ila+M—p24+1/2+5)

Gy o)

wo wegen (3.24) und (3.25)

H 741 H . 3 4
01 :—.—Z)—ﬁ: ]"‘_), y T :";leirln(AzH, ’)/"-5)

igt. Folglich ist fiiv das Integral I, der Hilfssatz 4 anwendbar, wenn
man & =y—v[24+1/2, § = a+M—p/2+1/2 annimt und w, 0, 7 durch

(()w)"”rl, 0,, 7. ersetzt. Dann gibt die Formel (3.14)
Tar = 2H Q)" T e 4 {2 (Qu)™}.
Wegen (3.26), (3.29), (3.10), (3.11) und (3.23) bekommt man dann

9 h-1,2 —h— 1) 4 T
T, = Pruly,, = QH ' P, QU7 1yt I g

X sin{z (Qu) 4 j— —Zih} 140 (IR

. 32 h
./[,:: = B"l,(‘hlh,;z = 0(’“"("7 RospiF ')'
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Ferner ist nach (3.24)

1
(3.30) Ty, = —— f Wy(s)w' ds.
27 g+ 1yE )

Wie schon oben bemerkt, liegen alle Pole der Funktion Y,(s) rechts
vom Punkte s =7, Uberdies gilt im Streifen (n—h—3 /2)H <o
< (p+1)H ! gleichmiBig
P(s) = O(t"~#"%) = O(jf~*").
Verschiebt man im Integral (3.30) die Kontur O((n--1)H™', 7)) nach
links, so bekommt man dann die Abschitzung
T, = 0<w(f1—h—3/2)/H+h)'
Nach (3.28) ist also der Hilfssatz 6 bewiesen.
HivrssaTz 7. Bs gilt die Abschétzung
b (w) — dw(ﬂ—S/Zj/H-'r]cos{z (Qw)l/fl‘l_j}_i_ O(W(ﬂ—slﬂ)/fi+l) ,
wo
d — #ZH—lw—llﬂplQ(ﬂ—S/Z)/H

etne Konstante ist.

Beweis. Der Hilfssatz 7 folgt aus dem Hilfssatz 6, wenn h = 1.

HirrssATz 8. Bs sei

dy = 2H " 'n" 2P, QU A,

Dann ist
(3.31) F (9n@) = dy(22)" P 5in {2(QAp@) ™ 4§} + g (m, ),
wobei y(n, x) et festem n eine stetige Punktion von © ist und der Abschitoung
(3.32) g(n, ) = 0((Anm)("‘3/2”’1)
geniigt.

Beweis. Der Hilfssatz 6 gibt fiir h = 0

Pw) = L"(0) = dyw P gin {2 (Qu)™ 4§} + 0 (™30

Nimm¢$ man hier W= An® an, so folgt (3.31); hierbei geniigt die Funktion
2(n, o) der Abschitzung (3.32). Wegen (3.24) ist ferner ¥ (A,x) bei festem

nt T}@h Hilfssatz 1 eine stetige Funktion von x; deshalb ist auch y(n, »)
stetig.

§ 4. Beweis des Satzes 1. R,(x) bezeichne die Residuensumme von

22

Ty

icm®
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quf der Strecke

(4.1) (n—3/2)H™ <s < B.
Hrorssatz 9. Bs gilt die Abschéteung
1 ’ o 1
(4.2) 7; ea(@—1n) = Ra(@)+ Y eudi L' (2,a),
Inss® n=1

wobet die Rethe rechis in jedem Intervall X absolut und gleichmdpig konver-
qiert, wnd Ro(w) die Residuensumme von

‘vs +1

(4.3) Z(s) ST
wuf der Strecke (4.1) dst.

Beweis. Die Voraussetzungen I-V des Satzes 1 (siehe §2) sind
Spezialfille der Voraussetzungen LI-LVII von Landau (siehe §1). Man
kann daher wegen (1.2) und (2.3) die Landausche Identitdt (1.6) fiir
o =2 anwenden. Da ferner die Landausche Funktion §,(x), d.h. die
Residuensumme von (1.4) im Streifen (1.5), fiir p = 2 in R,(x) itbergeht,
50 bekommt man hieraus wegen (2.10) die Identitét

0o

1 al 9 \ 7 Y N
(4.4) 5 D tnla— ) = Rala)+ D eaki® Lika),
n<z n=1

wobei dic Reihe rechts absolut konvergiert. Wir differenzieren beide
Seiten dieser Tdentitit nach , dabei die Reihe rechts gliedweise. Die Ablei-
tung der linken Seite ist die linke Seite der Relation (4.2). Ferner gilt
nach Hilfssatz 7 wegen (2.3) in jedem Intervall X gleichmifBig die Abschét-
Zung
7L (Jy) = O(af =PI = 0(1:°),

Wwo ¢ eine gewisse positive Zahl ist. Deshalb ist die Reihe (4.2) in jedem
Tntervall X absolut und gleichmiBig konvergent. Die gliedweise Differen-
tiation in (4.4) ist also crlaubt. SchlieBlich folgh aus der Definition der
Funktion R,(x), daB ihre Albeitung R}(x) die Residuensumme von (4.3)
auf der Strecke (4.1) ist (siche Landau [6], Bemerkung auf der S.219).
Der Hilfssatz ist damit bewiesen.

ms
Wir bemerken hier, daB Ry () die Residuensumme von —S—Z (8) autf
ms
der Strecke (4.1) ist. Da andererseits B(z) die Residuensumme von -;—Z (s)

auf der Strecke 0 <s < f ist, so hat man wegen (2.8)
(4.5) R} (®) = R(#).
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Es sei # s @, Wo @, ein Punkt @ = I, ist, fir welchen ¢, # 0. Dif-
ferenziert man beide Seiten von (4.2) nach w, dabei die Reihe rechts glied-
weise, so bekommt man formal wegen (2.11) und (4.5)

=
{4.6) D en = Rla)+ D e B (d0).
Ip<<it n=1
Der Satz 1 (siehe §2) wird bewiesen sein, wenn wir den folgenden

Hilfssatz beweisen:

Hirpssarz 10. Die Reihe rechis in der Identitit (2.13) konvergiert
fiir jedes x> 0 und zwar

1) gleichmdifpig in jedem Intervall Xy, @. h. tm Intervall von der Gestali
0 <o <2 <2y, das frei von den Zahlen x, isi;

2) sum Mittelwert fiir » = @y;

3) beschrinkt in jedem Imtervall X, d.h. im Intervell von der Gestalt
<o <o <o,

Tatsichlich, die Behauptungen 1)-2) des Satzes 1 fallen mit den
Behauptungen 1) und 3) des Hilfssatzes 10 zusammen. Daher geniigt
es zu zeigen, dafl die beiden Seiten der Relation (2.13) fiir jedes @ >0
einander gleich sind.

a) Bs sei # # @,. Dann ist die gliedweise Differentiation der Reihe
(4.2) erlaubt, da # ein innerer Punkt eines gewissen Intervalls X, ist,
und die Reihe der Ableitungen, d. h. die Reihe

(4.7) D, enl (1,2)
N=1

nach der Behauptung 1) des Hilfssatzes in diesem Intervall gleichmilfig
konvergiert. Deshalb gilt die Relation (4.6), woraus folgt, daB beide Seiten
der Relation (2.13) einander gleich sind.

b) BEs sei o = 2,. In diesem Punkte nimmt die linke Seite der Rela-
tion (2.13) den Mittelwert an, und die Reihe auf der rechten Seite kon-
vergiert zum Mittelwert nach der Behauptung 2) des Hilfssatzes. Da
ferner, wie wir schon gezeigt haben, die Relation (2.13) fiir alle hinrei-
chend nahe zu x, liegende Punkte gilt, so sind beide Seiten der Relation
(2.13) auch fiir # = @, einander gleich.

Folglich wird der Satz 1 bewiesen sein, wenn wir den Hilfssatz 10
beweisen.

Setzt man jetzt in die Reihe (4.7) den Wert fiir F(Je) aus Hilfssatz
8 ein, g0 bekommt man

D en{dy ()" in (2 (1, )11 i)+ x(n, @)}
n=1

.
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Der Hilfssatz 10 wird also bewiesen sein, wenn wir zeigen, daB seine
Behauptungen 1)-3) fiir jede der Reihen

(4.8) ) e, 257 i (2 (@4, @) -+ j}
M=l
und
(4.9) Dleaz(n,)
=l

erfilllt sind.

Hinrssarz 11, Die Reihe (4.9) gendigt den Behauptungen 1)-3) des
Hilfssatzes 10.

Beweis. Nach Hilfssatz 8 ist jedes x(n, ) bei festem n eine stetige
Fuanktion von @, die wegen (2.3) in jedem Intervall X gleichméfig der
Abschitzung

x(n, @) = O (af"*MFi)
geniigt, wobei ¢ eine gewisse positive Zahl ist. Daraus folgt unter Benut-
zung der Voraussetzung IT des Satzes 1, daB die Reihe (4.9) in jedem
Tntervall X abgolut und gleichmiBig gegen eine stetige Funktion von
konvergiert. Damit ist der Hilfssatz 11 bewiesen.

Daher wird der Satz 1 bewiesen sein, wenn wir die Erfiilllung der
Behauptungen 1)-3) des Hilfssatzes 10 fix die Reihe (4.8) zeigen. )

Zur Weiterfithrung des Beweises von Satz 1 wihlen wir neue geeig-
nete Parameter auf Grund des folgenden Hilfssatzes aus.

TFssaTz 12. Bs seien die Voraussetzungen 1-VI des Satzes 1 (siehe
§ 2) erfiillt, und es sei

(4.10) ¢y = G,M.ﬁ,, by = hyy b = cnl;ﬂ: Iy =l n=1,2,..3
tpy = Yn— Bon, Bur = On, n=1,...,7
Y = G+ Bbmy  Om = By m=1,..., 4

I{yn—06ns).- - I'(yu— 5,;13).
I‘(‘all'{_ﬁlls)'"F(avl‘l_ﬁwl’g)

(4.11) G (8) =

Dann. yelten dic Hilfssdtee 1-9, wo die Parameter

Coy by B3 Cay Bny Jo3 ¥y Oy Bms ¥ns On
durch die neuen Parameter
(4"12) a1y lnly ﬁ; Cn1y }%I; Vy fy Gy ﬁnla Y1y 57’!1

ersetet sind. Bei dieser Brsetoung gehen die Funktionen Z(S),G(SI)L}R(%}
in die Funktionon W(s), 6 (s), By(@) diber, und die Zahlen 7, H,Q, ]
behalten thre Werte.
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Vorbemerkung. Bei den Beweisen der Hilfsséitze 1-9 wurden nur
folgende Voraussetzungen des Satzes 1 benutzt: 1,IL (ohne die Forde-
rung, daB die Funktion W(s) im Punkte s = 0 reguléir sei), TIT (ohne die
Ungleichungen (2.1)), IV und V. Daher geniigt es zu zeigen, daB fir die
neuen Parameter (4.12) die aufgezéhlten Voraussetzungen erfiillt sind.

Beweis. Wir bemerken zuniichst, da wegen (2.1) die Zahlen y,,
positiv und die Funktion {G(f—s)}~" fiir o < 0 reguldr sind.

Die Reihe

oo oo
D el = D eadh ™ = W(s)
=1 =1

konvergiert absolut fiir o> f. Ferner ist die Funktion W(s) bis auf
etwaige Pole auf der Strecke 0 < s <f in der ganzen Iibene reguliir,
da man wegen (2.5)

(4.13) W(s) = {G(f—s)} "4 (f~5)

hat und im Punkte s = 0 die Funktion W(s) nach der Voraussetzung IT
des Satzes 1 reguldr ist.
Fiir ¢ < 0 ist die Reihe

_21%111 = DIz = Z(f—s)
M= n=1
absolut konvergent.

Nach (2.2) und (2.3) hat man

»

» » "
1 - hl .
1?1“_ _5.1 tn1 +2 1(1’_:“) =N und Z B = 2": Oy = 27'H.

M= h=1 =l M=

Die Behauptungen (2.3) sind also erfiillt, dabei behalten die Zahlen ”
und H ihre Werte. Ferner folgt aus den Formeln (3.21) und (3.23), daB
sich die Zahlen @ und j auch nicht verdndern.

Wegen (4.11) und (4.13) gilt die Fuktionalgleichung

Wis) = G1(s)Z(f—s).

.Aus dieser Funktionalgleichung folgt wegen (3.2), daf in jedem festen
Streifen ¢, <o < 0, gleichmiBig

W(s) = 0™
gilt.

Der Hilfssatz 12 ist also bewiesen, d.h. fir die neuen Parameter
$4‘12) gelten die Hilfssiitze 1-9, wobei die Funktionen % (s), G(s), R(x)
in die Funktionen W(s), G:(s), Ry() iibergehen. Die iibrigen von den
alten Parametern abhiingigen Parameter und Funktionen gehen in die
entsprechenden neuen iiber, die wir mit dem Index 1 versehen, z B.
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dyy In(w), Ry (%) usw. Wir bemerken hier, daB R.,(z) die Residuensumme

s

von W{s§) ———-
s(s+1)(s-+2)
daraus Ry () = Ry(x). Diese Tatsache wird beim Beweis des Hilfssatzes
13 benutzt werden.
Es bezeichne

auf der Strecke (4.1) ist; wegen (2.8) folgt

(4.14) (@) = N on—Ry(7)
<z

und

(4.15) Ni@) = [ O(y)dy.

@

HrnrssATz 13. Fir x > 1 gilt

o0
(416)  N(x) = 2" ¥ N A5 Feos {2(Q ) 4} + (@),

n=1
wo die Reihe rechts absolut konvergiert und y(z) eine stetige Funktion von
& tst, die der Abschitzung

(4.17) y(0) = O(x(ﬂ~5;2)/}1+1)
gendigt.

Auperdem gilt
(4.18) N(z) = O(m.(ﬂ—?hl‘-')/'H-{-l)‘

Beweis. Wegen (4.14) und (4.15) ist

) = fw( D om) dy— Ut"mR;{(y)dz/ = D em(@—Tu)— Rala).

0 Iy<y

Hieraus folgt nach Hilfssatz 9

<z

(4.19) Nz) = > enln Li(Ama),

=1
wobei die Reihe rechts in jedem Intervall X absolut und gleichplﬁ.ﬁig
konvergiert. Ferner konvergiert nach Hilfssatz 12 und den Ungleichun-
gen {2.3) die Reihe

ne
(4.20) D en MM
N=1

o

=

absolut. Setzt man daher in (4.19) den Wert fiir Ly (A o) aus Hilfssatz T
ein, so bekommt man die Formel (4.16), wobei y(x) eine stetige Tunktion
von z ist und der Abschéitzung (4.17) geniigt.
Die Abschitzung (4.18) ergibt sich aus (4.16) und 4.17).
%
* *
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Wir fithren jetzt die Funktion
vi

(4.21) glr) = o gin (2/(Qw)'" - i
ein.
Hinrssarz 14. Das Integral

[ ¥y @y)dy
1
konvergier! fiir jedes x >> 0 und zwar
1) gleichmiiBiy im Intervall X, gegen einc sletige Funktion ;
2) zum Mittelwert fiir o = 2,.
Fiir ¥ = 1ist das Integral
-
(4.22) [ Xy (ey)dy

1
in jedem Intervall X gleschmdfpiy fiir @ und Y beschrinki.
Beweis. Bs sei 0 < <z <o, ¥ »1. Wir differenzieren die
Funktion g(x) zweimal und ersetzen dann a durch wxy. Dann ergibt sich

g (wy) = 0(ay)” "> 2in {2 (Quy) ™ + Y+ (e, 1),

wo 6 eine geeignete Konstante ist, und die Funktion y,(x, y) im Intervall
X gleichméBig der Abschétzung

nlz, y) = Oy~

geniigt. Da die Reihe (4.20) absolut konvergiert, so folgt wegen (4.16)

oo
(4.23)  N(y)g"(ay) = 6,2~ OMH=2y=1 Blg, J0-3RI

n=1
X 0842 (@A )" -+ j} i {2 (Qay)"™ +j1 4 22, ),

wo 0 = d, 0 ist, und im Intervall X die Funktion y,(»,y) nach (4.17)
gleichméfig der Abschitzung

xa(@,y) = O(y~'—1)

genﬁgt. Wegen (4.15) und (4.21) ist die linke Seite der Formel (4.23)
m Reehteck 0 <3 <o<m, 1 <y < Y stetig; deshalb ist dort auch
die Funktion y, (2, y) stetig. Das Integral

’ f lg(:ﬁ,y)d?/
1

icm®
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konvergiert daher im Intervall X absolut und gleichmiiflig gegen eine
stetige Funktion von », d.h. fiw es sind die Behauptungen 1)—2) des
Hilfssatzes 14 bewiesen, und auBerdem ist das Integralb

¥

sz(“f':Q’l)fl]I

1

in jedem Intervall X' gleichméfig fitr # und 7 beschriinkt. Wegen (4.23)
geniigh es daher, die Behauptungen 1)-2) des Hilfssatzes 14 fir das Integral

\ b/ 2)/ A oo !
(4.2:4) f &\J "ul%ll M eog {2(Q/*m?/)llﬂ+]}51n 2 (Qil".l/)l'ui‘f"j}%{/“
1 N1 .
und die gleichmiBige Beschrinktheit des Integrals
) AN
‘ ) - 3/2) | . - l.
@25) [ D ew M con 200 -+ s 2y 4y
1 =1 .

70 beweisen.
Die Reihe in (4.24) konvergiert absolut und gleichmiBig im Inter-
vall 1 <y Y, da die Reihe (4.20) absolut konvergiert, Daher ist

M) ]
. ’ dy 1 321 .
(4.26) j .\:T = Z e AT (2, T,
o=y n=1

WO

¥ 7

) : ; . o B
(427) L2, ¥) = | <08 {2 (@A) +j}sin {2(Qay) -} -
;
Also ist
(4.28) (e, Y) = I(z, ¥)+ Lz, Y),
wobei
-
1 7 oy
P, V) = 5 [ sin QP a2
- h .
1F dy
Bw, V) =5 [ sinf2i@n ™ @ - 0 .

— l..

Folglich
2 ;'1/111'}‘ LA
H . R ) ) df

(4.29) In(e, ¥) =+ sin(§+2j) R

201/11(2%1111+11/H}
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und wegen (2.12)
2 H A H L T

Loi,’_ﬁ

d
(4.30)  Ii(w, ¥) = -—sign(z— ) f sin & »-»;.
’ 2V [T _3M1H,

Hieraus folgt, daf die Integrale I (x, T) und IZ(x, Y), und daher wegen
(4.28) auch I,(x, Y), gleichmiBig fir » > 0, # > 0, ¥ > 1 beschrinkt
sind. Deswegen konvergiert die Reihe rechts in Formel (4.26) absolut
und gleichmifig fir # > 0, ¥ > 1, und daher ist das Integral links,
d.h. das Integral (4.25), in jedem Intervall X gleichmifig fiir ¥ > 1
beschrinkt.

Wir werden jetzt die Behauptungen 1)-2) des Hilfssatzes 14 fir das
Integral (4.24) beweisen. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kinnen
in der Reihe (4.26) diejenigen Glieder weggelassen werden, fiir die ¢,; = 0
ist. Bs durchlaufe jetzt m die positiven ganzen Zahlen n», fiir dic ¢, # 0,
d. h. also wegen (4.10) ¢, # 0. Es geniigt daher zu zeigen, dafl das Inte-
gral (4.27) bei festem m, wenn ¥ — oo,

a) in einem Intervall X, gleichméifig gegen eine stetige Funktion
strebt;

b) fitr & = 2, gegen den Mittelwert strebt.

Wegen (4.28)Igeni'1gt es, diese Behauptungen fiir jedes der Integrale
(4.29) und (4.30) zu beweisen.

Beide Behauptungen sind fiir das Integral (4.29) klar, da es gleich-
mifig fir alle >0, m > 0 konvergiert.

Nach der Definition ist ,, eine von den Zahlen «;, es sei z. B. [, =
= zj". Gehért z einem Intervall X,, d. h. dem Intervall von der Gestalt
0 <@ <@ <, das frei von den Zahlen z, ist, an, so bekommt man
wegen (4.10)

ot — | = @ D] = @ — (@) 2 ay.

Hier bezeichnet 2, die kleinste Entfernung zwischen einem der Endpunkte
des Intervalls o}/ < o' <o und einem der Punkte 22, d. h. x4
héingt nur von #, und », ab. Diese Abschiitzung zeigt, daB die Behauptung
a) fiir das Integral (4.30) erfiillt ist.
Es bezeichne
tn(2) = lim I}, (@, ).

Wegen (4.30) und (2.12) ist die Funktion t,, () im Punkte z oy stetig;
ferner t, (#5") = 0 und

bn (7" 4 0) —'—f smf tm (25 —0) = — «f smf——

icm
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Also ist die Behauptung b) fiir das Integral (£.30) ebenfalls exfiillt. Damit
ist der Hilfssatz 14 bewiesen.

Hirrssatz 15. Bs sei die Funktion f'(y) fiir y = 1 stetig. Dann gilt
fiir Y =1 die Identitdt

(4.31) D emf(lm)

1<l <Y
¥ N
= I1(¥)f( (H(z/ () dy+ (Rl )y +{Ri(1)— 3 e} (1),
Iy <1
wo die Funktion II(y) durch Formel (4.14) definiert ist.
Beweis. Es ist
v

¥
[ Y elfway= 3 om [ fwy,

1 Iipsy 1<l <V Iy
woraus

Y eaf) =fT) Y em—[{ Y wlf @y

1<y <Y 1<l <¥ 1 1<y <Y

folgt. Setzt man hier rechts den Ausdruck
Z Cn1=n(?/)+Rl(f‘/)—‘ ‘2 Cn1

1<l <V Iy<i
ein, s0 hekommt man die Identitdt (4.31), d. h. der Hilfssatz 15 ist be-

wiesen.
*

*  x

Wir werden jetzt, unter der Benutzung der Hilfssétze 12-15, zeigen,
daB fiir die Reihe (4.8) die Behauptungen 1)-3) des Hilissatzes 10 erfiillt
sind. Damit wird, wie wir schon bemerkten, der Satz 1 bewiesen sein.

Dazu wenden wir den Hilfssatz 15 mit der Funktion

(4.32) F) = g(@y) = (oy)” P sin (2 (Quy) " + 5}
an (siche Definition (4.21) der Funktion g(z)). Nach (4.10) und (2.2)
ist dann
(4.33) g OleNE ea A7 5in {2 (Q, ) 4 j}
1<, <Y

bg by
~ MDY~ [ H)f Wdv+ [ Bef@dy+ R@— Y eaff1).

1 1 Ipy<1
Wir werden jetzt jedes Glied auf der rechten Seite dieser Identitat fir
Y — co abschitzen.
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Wegen (4.14), (4.10), (2.6) und (4.32) gilb in jedem Intervall X gleich-
miBig

Nach (4.15) ergibt die partielle Integration

¥ ¥

[ Iwf wdy = NOF (X)=NOF (1)~ [ ¥t )y

I 1

(4.34)

Wegen (4.32) nnd (4.18) ist in jedem Intervall X gleichmiBig
N(O)f(Y) = (YY),

Das zweite Glied rechts in (4.34) ist von Y unabhiingig und eine stetige
Funktion von z. Dasselbe gilt vom vierten Glied rechts in (4.33). Das
Integral rechts in (4.34) ist wegen (4.32) nach Hilfssatz 14 in jedem
Intervall X gleichmaBig fir «# und Y beschréinkt; bei wachsendem Y
konvergiert es, und zwar gleichmé8ig in einem Intervall X, zum Mittel-
wert fir @ = a,.

Gehen wir zu dem Integral

.
(4.35) [ Bin)fy)dy

iiber. Hier ist R;(y) die Residuensnmme von

(4.36) ¥ W (s)

auf der Strecke 0 <s < 8, d. h. auf der Strecke 0 < s < 8, da die Funk-
tion W(s) nach der Voraussetzung II des Satzes 1 im Punkte s = 0
regulir ist. Wenn s = s, ein Pol ¢-ter Ordnung von W (s) auf dieser Strecke
ist, hat das Residuum der Funktion (4.36) im Punkte s = s, offenbar
die Gestalt

¥ D(logy),

wo D ein Polynom (¢—1)-ter Ordnung von logy ist. Wegen (4.32) ist
daher das Integral (4.35) eine endliche Summe von Integralen folgender
Gestalt :

F/H

(48) I [y S og™ y sin(a (Qu) Ty + i}y,

WO an gewisse Konstanten sind (0 < m < ¢—1). Da ferner wegen (2.2)
und {2.3)

Hsy—n—3/2 <HB—9—3/2 <0

icm
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ist, so konvergiert fiiv Y — oo das Integral (4.37) und daher auch das
Integral (4.35) in jedem Intervall X gleichmiBig gegen eine stetige Funk-
tion von .

Aus dem Vorhergehenden folgt, da8 die rechte Seite von (4.33) in
jedem Intervall X gleichméBig fir « und ¥ beschrinkt ist; bel unbe-
schrankt wachsendem Y strebt sie fiir jedes # > 0 gegen einen Grenzwert,
und zwar gleichmiBig in einem Intervall X,, zum Mittelwert fir @ = x,.
Daher besitzt auch die linke Seite der Relation (4.33) dieselben Eigenschaf-
ten. Hieraus folgt, daf die Reihe (4. 8) den Behauptungen 1)-3) des Hilfs-
satzes 10 geniigt. Damit ist der Satz 1 vollstindig bewiesen.

§5. Anwendungen des Satzes 1. Wir widmen diesen Paragraphen
der Anwendung des Satzes 1 zur Herleitung einer Reihe von Identité-
ten, die teils bekannt, teils neu sind. In allen diesen Identitdten bedeuten:
(¢ — die Eulersche Konstante, (s) — die Riemannsche Zetafunktion;
J.(2), Y.(2), K,(2) — Besselsche Funktionen in der Bezeichnung von
Watson [20], und e(z) = ¢,

In diesem Paragraphen wird durchweg auch die folgende Bezeich-
nang

(8.1) Uylz) = Yy(2)+2n7 K, (2)

gebraucht.
§5.1. Die Voromoische Identitit. Es Dbezeichne d(n) die Anzahl

der Teiler einer ganzen positiven Zahl n; fiir nichtganze x sei d(z) = 0.
Dann gilt die beriihmte Voronoische Identitdt [14]

1
(5.2) E a(n)— 5 ()

n<w

oo
1 —
= sloga+(20—1)o+  —a Z d(n)n~ P T, (4 Vna).
n=1

Die Reihe rechts konvergiert fiir x >0, dabei beschrdnkt in jedem Intervall
0 <o <o <, und gleichmipig im denselben Imtervall, wenn es ketne
ganzen Zahlen enthdlt.

Wir bemerken hier, dafl bei Voronoi die Tdentitdt (5.2) eine etwas
andere Gestalt hat. Die oben angefiihrte Form der Identitit (5.2) gehort
Hardy (siehe [2], Formel (6.33)), bei dem die Funktion H,(w) auftritt,

die der Beziehung
(5.8) H,(w) = 2 K, (w)

genigt.
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Die Voronoische Identitit folgt aus unserem Satz 1 (siehe § 2) als
Spezialfall, wenn wir
e, =dm), lLy=n, pf=1, u=»=2,
/31:/32=V1=7‘2261=52=2"17 o =y =0,
ey = (mn)"'d(n), J, = w0

setzen.

Wir zeigen zunéchst, daf fir diese Parameter die Voraussetzungen
I-VI des Satzes 1 erfiillt sind. Wir benutzen dabei die bekannten elemen-
taren Eigenschaften der Riemannschen {(s) Funktion (siehe z. B. [13]).

I. Die Reihe
Z(s) = D euls® = Ddm)n* = t*(s)
n=1 =1

ist fiir ¢ > 1 absolut konvergent. Die durch sie dargestellte Funktion
Z(s) hat in s = 1 einen Pol zweiter Ordnung und ist sonst in der ganzen
Ebene reguldr. Da £(0) = —27', so hat die Funktion R(z), d.h. die

2° .
Residuensumme von —Z(s) auf der Strecke 0 < ¢ <1, die Gestalt
s

(5.4) R(z) = azloge+ (20— 1)+ 471,
II. Fiir o < 0 ist die Reihe

(B85)  Wa—s)= Y e =% Yamn"" = r*Z(1—s)
N=1 n=1

absolut konvergent. Hieraus folgt
W(s) = =" *Z(s).
Die Funktion W(s) ist daher im Punkte s = 0 regulir, und R, (®), d. h.
8

die Residuensumme von — W (s) auf der Strecke 0 < s < 1, ist
s

(5.6) Ry(0) = =R (on).
III. Wegen f =1 hat man
atBp = e+, =277, =1, H =2,

d. h. die Behauptungen (2.1) und (2.8) sind erfillt.
IV. Nach (2.4) ist

_ 1’2(2”(1—8))

(5.7) a(s) )
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Ferner folgt aus der Funktionalgleichung fiir £(s) (siehe [13], Kapitel 2,
§ 1, Formeln (9) und (10)), daB

Z(s) = G(s)=*"'Z(1—s).

.Wegen (5.5) ist dies aber die Gleichung (2.5).

V. In jedem festen Streifen o, <o <o, gilt gleichmiBig
Z(s) = 0(e").
VI. Aus der klassischen Dirichletschen Formel

D d(n) = eloga+ (20—1)2+0 (')

n<e

bekommt man wegen (5.4) und (5.6)

= Y dn) = Ry(@)+o(a"),
nin<z

und das ist eben die Abschitzung (2.6).

Folglich sind fiir unsere Parameter die Voraussetzuingen I-VI des
Satzes 1 erfiillt.

Wir definieren jetzt die Funktion F(w). Die Formel (3.7) gibt 1 = 1.
Daher bekommt man nach Hilfssatz 3 wegen (5.7)
Orico
"3 r*2-'(1—s)

ST wids (w0 >0, 0< 0 <1).

(5.3)  Flie) = —

2ni o

Andererseits gilt (siche [16], §3, Formeln (3.12), (3.11) und (3.27))
1 TP ) w e
— ‘ - ( ( . ) — ds = — Y, (w)—H,(w).
B2 RN 4
34~ ico
Deshalb ist wegen (5.8), (5.3) und (3.1)
(5.9) Plw) = —w T, (40'7).

Bemerkung. Die Funktion ¥,(w) in der Arbeit [16] unterscheidet
sich von der Watsonschen [20] nur durch das Vorzeichen. ’

Setzt man jetzt die Werte fiir ¢, 1,, R(%), ,, &, und F(w) in die
Formel (2.13) ein, so bekommt man die Voronoische Identitét. Da fer-
ner d(n) > 0 fiir alle » > 0 ist, so geniigt die Reihe (5.2) nach Satz 1
den oben genannten Behauptungen.

§5.2. Quadratische Korper. Es sei K ein quadratischer Korper mit
der Grundzahl 4; f(n) die Anzahl der Ideale des Korpers mit der Norm #,
und f(#) = 0 fiir nichtganze ». Bs sei ferner {x(s) die Zetafunktion des
Korpers K und g-ihr Residuum im Pole s = 1.

Acta Arithmetica X.1 7
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Dann gelten 2wei Identititen (siehe Arnold Walfisz [16], § 3, Formeln
(3.24) und (3.26)), je nachdem K ein imagindrquadratischer oder reellqua-
dratischer Horper ist, und zwar:

a) fir den imaginirquadratischen Korper

N i) 5@ = ea+ 2 0)+0" N finn 0, 4V TAT 0

naw s

(5.10)

b) fiir den reellguadratischen Korper

- 1 . - o
(5.11) Z fn)— -é—f(m) = gm—:n”‘Zf(n)fn. V2T (A 47 )
nLgy T
Die Reihen rechts konvergieren fiir @ > 0, dabei beschriinkt in jedem
Intervall 0 <& <@ <&, und gleichmiBig im denselben Intervall,
wenn es von Sprungstellen der Summen links frei ist.

Bemerkung. In der Arbeit [16] wird statt der Funktion 2rn~ K, ()
(siehe die Definition (5.1) von U,(#)) die ihr nach (5.3) gleiche Funktion
H,(w) betrachtet. Was das Vorzeichen von XY,(w) betrifft, so siehe die
Bemerkung hinter der Formel (5.9).

a) Es el K ein imaginfirquadratischer Korper. Die Identitit (5.10)
folgt dann aus unserem Satz 1, wenn wir
e =f(n), =1, By =y ==

= (2mn) " |A[Pf(n), 2, = 4|40

setzen. Wir zeigen zunschst, unter Benutzung der Eigenschaften der Zeta-

funktionen von quadratischen Korpern (siehe z. B. Landau, das Buch [8]),

daB diese Parameter den Voraussetzungen I-VI des Satzes 1 gentigen,
I Fiir ¢ > 1 ist die Reihe

Z(s) = Y onls® = D fm)n~* = Lx(s)
=1 N ]

absolut konvergent. Die durch sie dargestellte Funktion Z(s) ist in der
ganzen Ebene reguldr bis auf den Pol erster Ordnung s = 1 mit dem Resi-
duum o (siehe [8], Sétze 142 und 1B5.1). Daher ist
(5.12) R(2) = oo+ L (0).

II. Fiir ¢ < 0 ist die Reihe

Zenzs (4! —z]m /2% Zﬂ” g1

M=l Nl

- (4—1n~2[4|)1/2asz<1_8)

l,=mn, u=v=1, a =0, &y =1,

(5.13) W(l—s)
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abgolut konvergent. Man bekommt hieraus
W (s) = (4741 2 (s).

Daher ist die Funktion W(s) im Punkte s = 0 regulir und

(5.14) Ry (z) = 2r|A|" ' R(24™ 0 |4}).

ITI. Wegen f =1 hat man

o+pBp =1,

d. h. es gelten die Behauptungen (2.1) und (2.3).
IV. Nach (2.4) ist

(5.15)

=1, H=2,

G(s) = I'(1—s)/T'(s)

Aus der Funktionalgleichung (siehe [8], §13, Formel (120) fir », = 0,
7, = 1 und Satz 154.3 fir r, =1, n = 2)

Z(s) = G(s)(4 = A Z (L —3s)

folgt wegen (5.13) die zu beweisende Gleichung (2.5).

V. Ist erfiillt (siehe [8], Sitze 155.5 und 162).

VI. Aus der Abschitzung (sieche [8], § 26, Satz 210, Formel (219)
fiir »n = 2)

Nin) = ou+0(a'?)

71 <&

(5.16)

folgt wegen (5.12) und (5.14)
alATE X f) = Ry(@)+o(@®h),

intd- lnce

d. h. die Abschitzung (2.6). _
Also geniigen unsere Parameter den Voraussetzungen I-VI des
Satzes 1.
Die Funktion F(w) liBt sich folgendermassen definieren. Auf Grund
von (3.7) ist 2 = 1. Daher bekommt man nach Hilfssatz 3 wegen (5.15)
0+'mo 1
F(w) == T1+ ds  (w>0, 0<0<1).

(5.17)

Tiir dieses Integral wenden wir jetzt den Hilfssatz 4 mit £=0{=1,
0 =7 = 3/4 an. Dann ist

(5.18) F(w) = w' T, {20}
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Setzt man nun die Werte fitr ¢,, l,, R(2), ey, 4, und F(w) in die
Formel (2.13) ein, so erhilt man die Identitdt (5.10). Dabei geniigt die
Reihe rechts nach Satz 1 den Behauptungen, die wir fiir die Reihen in
den Identitdten (5.10) und (5.11) aufgestellt haben.

b) Es sei K ein reellquadratischer Korper. Die Tdentitit (5.11) folgt
aus Satz 1, wenn wir

en = f(n), f=1,

B =B =y = py =0 == 0 = Tl g ==y = O

by, = 0, o=y o= D

ea = (nn)~" A*Pf(n),

setzen. Den Beweis bringen wir nur in Kiirze, da er analog dem vorigen
ist.

I und V sind wie im Falle des imaginérquadratischen Korpers erfilllt;
dabei folgt aus (g = 0 (siehe [8], Satz 155.3 und §9, 8.46), dal R(x)
= ow ist.

IIT. Yst wie im § 5.1 erfiillt.

IL Fir o < 0 ist die Reihe

I i i)

(5.19) W(l—s)= D eut = (w724 M fmyn' " = (x~24)"" *Z(1 )
M=l

He=l

absolut konvergent. Daraus folgt

W(s) = (n2d)*"*Z(s).
Di¢ Funktion W(s) ist daher im Punkte s = 0 regulir und
(5.20) R, (2) = nd PR (zrn4).

IV. Nach (2.4) ist G(s) durch die Formel (5.7) definiert. Aus der Funk-
tionalgleichung ([8], §13, Formel (120) fiir » =2, 7, = 0 und Satz
154.3 tir 7, = 0, n = 2)

I*2~*(1—s))
VA e O N T -2 A1 —
{s) I—,z(?’_la) (m a) Z(1 $)
folgt wegen (5.19) die Gleichung (2.5).
VI. Wegen (5.16) und (5.20) gilt

w47 3T f(n) = By(@)+ o (@*),
'rrﬂd"lat{w
und das ist eben die Abschatzung (2,6).
. Ferner hat wegen (3.7) und (5.7) die Funktion F (), wie im §0.1,
die Gestalt (5.8). Folglich wird die Funktion F(w) im Falle des reellqua-
dratischen Korpers durch die Formel (5.9) ausgedriickt.
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§ 5.3. Das Oppenheimsche Teilerproblem. Es bezeichne o, (n) die
Summe der k-ten Potenzen der Teiler von #, d. h.

op(n) = Edka
djn

und fiir nichtganze » sei o(%) = 0. Es bezeichne ferner
(h.21) fs(2) = cosionds(2)—singdn Uy(2).

Dann gilt fir || <3k # 0) die Oppenheimsche Identitdt (siehe [11],
Satz 1, Formel (1.31))

5 99 VJ 1 o 3 Lc(l+k) 1‘
(5.22) 2; o) = 5 ox(@) = oL —R) 4 F TS St (R
e o'k(-n-)n—(”")/th‘,k(krl/ﬁ) .

Die Rethe rechts konvergiert fiir @ > 0, dabei beschrinki in jedem Intervall
0 <o, <o <oy, und gleichmipig im denselben Intervall, wenn es keine
ganzen Zahlen enthdlt.

Bemerkung. Die Formel (1.31) der Arbeit [11] hat eine etwas
andere Gestalt, da Oppenheim auch den Fall & = 0 behandelt. Wir haben
diesen Fall ausgeschlossen, da er die Voronoische Identitéit (5.2) ergibt.
Ferner betrachtet Oppenheim nicht die Frage der besthrinkten Konver-
genz der Reihe (5.22). Auch bei den Identititen von Vdronoi (5.2), Arnold
Walfisz (5.10) und (5.11) wurde diese Frage von den Verfassern aufler
Acht gelassen.

Die Oppenheimsche Identitit fir

(5.23) 0<k<2!

folgt aus Satz 1 als Spezialfall, wenn wir
=gy, bh=mn, f=1+k u=r=2, =0, gy = —27'k,

n=2"Y oy =27Y14+k), fi=p=06 =0 =27,

A = TN

en = (7)™ o (n),

setzen. Wir zeigen zunichst, daf fiir diese Parameter die Voraussetzun-
gen I-VI des Satzes 1 erfiillt sind.
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I. Fir ¢ > 14k ist die Reihe

o0 oo <]
(B.24) Z(s) = ) ox(mn~" = (Z n"“) (2 ar“-k) e E(8)E(8— k)

n=1 Tzl Nnal
wegen (5.23) absolut konvergent. Die durch sie dargesfellte Ifunktion
Z(s) hat in ¢ = 1 und ¢ == 14 % Pole erster Ordnung mit den Residuen
t(1—k) bzw. Z(1-+%). Sonst ist Z(s) in der ganzen EWbene regulir. Da
ferner £(0) = 271, so isb

LA

B(@) = ol(l—k)+o Ti% -2-C( k)
II. Fir ¢ < 0 ist die Reihe
(8.28)
o0 00
W,(1+k_"s) — Eenlﬁ,: TE:'.3~7¢~—1E(’k(%)%—].‘.k.w . ni«--lﬂmlz(l + ke 8)

=1 b=
absolut konvergent. Hieraus folgt
W(s) = n*t%=%7(s).
Die Funktion W(s) ist daher im Punkte s = 0 regulir und
(5.26) R(#) = o R(ar"?).
IIL Da 8 = 1-+% ist, so hat man
BB =27 (1+K),  atpf. =277,

Die Behauptungen (2.1) und (2.3) sind also wegen (5.23) erfiillt.
IV. Nach (2.4) ist

ne=1l+k, H =2,

et =)@ (14 k—s)
B rEe=s)re="(s—n)

Ferner folgt ans der Funktionalgleichung fiir £(s), daB

(5.28)

(5.27) Gels)

Z(8) = Gp(8) = "1 Z (L 4k —3s).

Wegen (5.25) ist dies aber die Gleichung (2.%).
V. Ikt wie im §5.1. erfiillt,

VI. Aus dem Vorhergehenden folgt, daB die Funktion Z(s)
= {(8){(8—~%) den Voraussetzungen I- VII, VIII' von Landau [67] geniigt.
Es gilt also fiir ein beliebiges ¢ > 0 die Abschitzung (siehe (6], Formel
(18) mit B =9 =14%)

D au(n) = o(@)+0 (@),

n<a
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wo wegen der Ungleichung (5.23)

2n—1

*= b

k11
2 4+3

8
ist. g(x) bedeutet die Residuensumme von m—Z (s) auf der Strecke #
s

<8 <14k, d. h. in den Punkten s =1, s = 1+ k. Die Funktion p(z)
unterseheidet sich daher von R(z) nur durch die Konstante; setzt man
7. B. den Wert ¢ = 8~ ein, s0 bekommt man wegen (5.26)

w3 ou(n) = Bi(@)+ 0@,

nin<e

d. h. die Abschétzung (2.6).

Die Voraussetzungen I-VI des Satzes 1 sind also fiir unsere Parame-
ter erfiillt.

Wir definjeren jetzt die Funktion F(w). Wegen (5.23) ist die durch
(3.7) definierte Zahl 1 gleich 1, und auBerdem 27 'k < 47'. Man kann daher
den Hilfssatz 3 mit dem Wert § = 2~! anwenden und erhilt dann

1/2+ico
F(w) = L -Ci,ﬁ(«slw8 ds

2nd 3 s
12300

(w > 0).

Andererseits gilt fiir |k| < $ (k % 0) die Relation

1/2+4i00 o
» 1 r F(Q”l(lws))F(2’1(1+k_s)) io—)zs‘k-—l _
(5.29) 2ni J sL(27's) (27 (s— k) (4 ds = fi,x(w),

125400

wobei fi,,(w) durch (5.21) definiert ist. Tatséichlich, wendet man thr das
Integral die Beweismethode des Hilfssatzes 4 und fiir die Funktion
fiin(w) — die bekannten Entwicklungen (siehe [20], Formeln 3.54(1),
3.7(8), 3.6(1) und 3.1(8)) an, so zeigt sich, daB die linke und rechte
Seite der Formel (5.29) dem Ausdruck

00

1 N 1 (E)Mwwk
cos3(L+Im) £ (2m) T (k-+2+2m) | 2 -
1 S 1 w\#mk
T cosi(l+E)w é; @m 1 (—k+1+2m) (?)

gleich sind.
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Aus (5.29) folgt wegen (5.27)

(5.30) Fw) = wtOEf o (40').

Setzt man jetzt die Werte fiir ¢,, Iy, B(#), €, 4y und £ (w) in dic
Formel (2.13) ein, so erhdlt man fir 0 <% < 271 die Oppenheimsche
Identitat (5.22). Da ferner ox(n) > 0 fiir alle n > 0, so geniigt dic Reihe
(5.22) nach Satz 1 den aufgestellten Behauptungen.

Die Oppenheimsche Identitdt filr
(5.31) —27'< k<0
kann nieht unmittelbar als Spezialfall des Satzes 1 abgeleitet werden.
Tatséichlich, die Reihe (5.24) konvergiert jetzt absolut nur fir o> 1
(niecht mehr fiir o > 1+4-k). Daher konvergiert die Reihe (5.25) absolut
nur fiir ¢ < & (insbesondere also fiir ¢ = — 277, was spéiter von uns benutat
werden wird). Die Vomusse’ﬁzung II des Satzes 1 ist deshalb nur teilweise
erfiillt.

Wir werden darum die Oppenheimgche Identitét fir die dureh
(5.31) definierte Zahl %k anders beweisen. Aus der Definition der Funktion
ar(n) folgt

_k
a_p(n) = n""ap(n).

Daher gilt die Identitét

E op(n)—%ox (@)

n<x
= —kfuk 1{20 e }du—i—w { No_i(n) -L-om,u.(m)}.

nL ns:c

(5.32)

Wir bezeichnen im folgenden (in Grenzen des §5.3) unterschiedlos Kon-
stante, d.h. nicht von 2 abhingige Zahlen, mit D. Da 0 < —k < 27,
so gilt fiir (—%) nach schon Bewiesenem die Identitdt (5.22). Fir die
n-Summen rechts in (5.32) setzen wir die rechte Seite von (5.22) ein
Wegen (5.29) ergibt sich dann

D) ox(n)
n<T

i ca+ 7«)

(5.33) — %oy, ()

=£b’€(1~‘7c) +D+ux L+ Za" n)yn” 1+’“’f 41rl/7?ar)

ne=l

wo die Reihe rechts dieselben Eigenschaften wie die Reihe (5.22) hat.
Vergleichen wir jetzt die Identititen (5.33) und (5.22), so ergibt sich,
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daB nur noch die Bestimmung der Konstanten D fibrig bleibt, und zwar
ist zu zeigen, daB D = —27'¢(— k) ist. Dazu integriert man beide Seiten
von (5.33) fiber # von 1 bis X (wo X = 1 ist), dabei die Reihe rechts glied-
weise. Wegen (5.29) und (5.27) erhilt man

to

r (1% k)

=3, Y — _ P LA -

(5.34) ; () (e—n) = G- SR} e D Dy
) 1/24-1oo y

e e L G

+n ﬁ ap(n)n o 1/%’1 D) (TPnx)t ds,

dabei ist die Reihe rechts in jedem abgeschlossenen Intervall gleichmifig
konvergent.

Da die Reihe (3.24) fiir 0 > 1 absolut konvergiert, so ist andererseits
nach einer bekannten Formel aus der Theorie der Dirichletschen Reihen
(vgl. z. B. Landau [6], Formel (44) mit Z(s) = E(8)e(s—k), o=2,

ﬁ = 17 Cp = Gk(%): l‘!l = "’)
24100 .
1 \ 1 . a’ -
= Y (e ADY!
5 o = =5 St

Verschiebt man hier den Integrationsweg, so ergibt sich

(5-3) ;S o) (e —n)* = %i Ha-me gy k"zlf:)(% )
_ (—k)+ L o o Z(s)ds.
4 2mi —1p s s( ‘s+1)(s+°)
Auf der Geraden ¢ = — 27! hat man wegen (5.28) und (5.25
Z(8) = ()= F! 5—‘0;‘ (ks
=1

Wir setzen diese Reibe fiir Z(s) in die rechte Seite der Relation (5.35)
ein und integrieren gliedweise. Dann bekommt man nach Verlegung des
Integrationsweges

Ly =y attE L AR

5 ;éf, ar(n)(x—n) = 6 LA—k)y+at (i —~ )-(“"—‘Pk»)'(ﬁli—i—kv)
a N 1 T @

Y A 7:“17’; —~1-k e ._Z”,,‘ . ;2 8 a'\“ ¢,
i S(—k)+ ;&1’ op(n)n 5 / ‘ (s—l—l)(s-{—") (=*n) " ds
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Differenziert man jetzt die beiden Seiten dieser Identitét nach =, dabei
die Reihe rechts gliedweise (was wegen der gleichmiBigen Konvergenz
der Reihe (5.34) erlaubt ist), so erhidlt man

.7/'2 . ol (1"‘" ) &z
) = (L F) - 2P e L (— k)
) = E R g = g
o~ 12+ toa
) 1 " Gk(s) 2 &1
4 /\ Yo oy ! (g'|~—1~) (™ nae)™ ds .
n— 1 1/ 800
Der Vergleich der letzten Identitit mit (5.34) zeigh, dal D = — 27 (k)

ist. Damit ist die Oppenheimsche Identitiit (5.22) fiir —27' <k <0

ebenfalls bewiesen.
§ 5.4. Das Kobersche Teilerproblem.
SATz 2. Hs bezeichne d(n) die Anzahl der Teiler ciner positiven Zahl
n; (@, n) den groften gemeinsamen Teiler von ganzen a und n; w die Mobius-
sche, ¢ die Bulersche Fumktion. Statt u((a,n)), v((a, 'u)) schreibt man
einfacher p(a,n), ela,n).
Bs set ferner I eine quadratfreie Zahl, d. h.
(5.36)

k= L1Ps- Py (r =0),

wo alle p, verschiedene Primzahlen sind.
Dann gilt die Identitdt

D mn, ko

n<

= [[ pat—1){ologe+ (20~ 1—logh®)}+
Me=1

+in (31— pm——T’Z,un k)p

m=1

(5.37) n, k)d(n)—fe(z

(n, K)d(n)n~ T, (45 =V na),

wober O(m) = u(n, kyp(n, k)d(n) fir » = n, und c(x) = 0 sonst. Die Reihe
rechts besitet dieselben Higemschaften wie die Reihe (5.2) (siehe § B.1).
Beweis. Der Satz 2 folgt aus Satz 1 als Spezialfall, wenn wir

e = pu(n, k)g(n, k)d(n), =1,

en = (mn) ku(n, B)en, k)d(n),

l,=mn, p=v =2, a =qgy=0,
ﬂlzﬁzzyl=y2:6]=62=2”l’
I = k7250

setzen. Beim Beweis benutzen wir einige Ergebnisse von Kober [4].
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I. Fiir ¢ > 1 ist die Reihe

Z(s) —%y(n K)p(n, kyd(n)n=* = £*(s) mz!(l%-pi;“»—i’pir”)

absolut konvergent. Die durch sie dargestellte Funktion Z(s) ist in der
ganzen Ebene bis auf den Pol zweiter Ordnung in s = 1 regulér. Wegen

1 2C

(s—1)° + s—1 LI

£() =

8

z
hat die Funktion R(z), d.h. die Residuensummie von TZ (¢) anf der

Strecke 0 s <1, die Gestalt

T

(pt—1){wlogx+ 2(2C ~1—log )} -+ n (L—p™)

m=1 Mme1

II. Fiir 0 < 0 ist die Reihe

Re) =

W(L—s) = 3 ety = (k™

Nn=1

(5.38) Wz (1—s)

absolut konvergent. Hieraus folgt

W(s) = (=k~)"%Z(s).

Die Funktion W(s) ist daher im Punkte s = 0 reguldr, und es gilt

3

(5.39) Ry (@) = nk 'R(zk*r2).

III und V sind wie in § 5.1 erfiillt.
IV. Nach (2.4) ist G(s) durch die Formel (5.7) ausgedriickt.
der Funktionalgleichung (siehe [4], FFormel 1)

Aus

e a—s)

I (2%)

Z(s) = (k™)' Z(1—3)
folgt wegen (5.38) die Gleichnng (2.5).

VI. Die Funktion Z(s) geniigt den Voraussetzungen I-VII, VIIL’
von Landau [6]. Tatséchlich, fiir die ersten sieben Voraussetzungen
folgt dieses aus dem Vorhergehenden. Da ferner wegen (5.36)

leal = luln, B)p(n, B)a(n)] < kd(n),
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so int auch Voraussetzung VIIT erfiillt (vgl. unseren §5.1). Folglich
gilt fiir ein Deliebiges & > 0 die Abschitzung (siehe [6], Formel (15) mit

f=n=1) 4
EM(H,, Kyp(n, k)d(n) = o(x)+0 (@),
N
. - m"' 7 3 Q-1
wo o(x) die Residuensunmme von »:Z (s) auf der Strecke 3 " =01,
d. h. im Punkte s = 1, ist. Die Funktion e(z) unterscheidet sich daher
von R(z) nur durch die Konstante. Setzt man z. B. & = 6 ! 50 bekommt

man wegen (5.39)

g1 Y
k }
e

k3t

py kg, kYd(n) = R ()o@,

und das ist eben die Abschitzung (2.6).
Wegen (3.7) und (5.7) hat ferner die Funktion F(w), wic in §5.1,
die Gestalt (5.8). Deshalb wird F(w) dureh die Formel (5.9) ausgedriickt.
Wir bemerken noch, dall u(n, k)p(n, k)d(n) > 0 wegen (5.36) ist.
Damit ist der Satz 2 bewiesen.

§5.5. Das Ellipsenproblem.
Sarz 3. Es sei
Qv1, ©2) = a0+ 20550, 34 G933
eine positiv definite bindre quadratische Form mit beliebigen reellen Koef-
Jizienten; D = ay; 40, — a7, bezeichne ihre Determinanie und
Q(v1, %) = D7'Q (v, — )

die zu  tnverse Form.

s seien hy, hy, 21, 2, beliebige reelle Konstanien; es bezeichne 1,1y, ...,
baw. Ay, oy ..., die wachsend geordneten verschiedenen positiven wnier den
Zahlen Q(v,+ 2y, vy+2,), bew, wQ (v, +hy, ke, wo v, v, alle ganesahli-
gen Wertsysteme durchlaufen; es sei weiter

(5.40)
Gy = 2

-
ey = _}J
),V . V1Y
Qv +51,v9+ 2)=1p, T2 Qg Og 4R ==y
Bs sei endlich

€ (hy ¥y hywy), e(— 2,0, —2,7y).

1 fiir ganze hy, h,,
& =
0 sonst;

. 1 . ’ ,,
(5.41) B =e(—nh—zh), 06— fiir ganze 2, 2,
: 0 - sonst. .
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Dann gilt die Identitit

(5.42)
. (=4
Z en—Ye(x)= nD e — §B-- n D™ P Ex ZE,J;”QJI{Q ()},
Tyt n=1

wobei ¢(x) = ¢, fir © = 1, und ¢(x) = 0 sonst. Die Reihe rechts in (5.42)
besitet dieselben Eigenschaften wie die Reihen (5.10) und (5.11) (siehe § 5.2),

Beweis. Den Satz 3 erhilt man als Spezialfall aus Satz 1, wenn
man

=1, fi=y=46d=1,

annimt und ¢,, &,, F durch die Formeln (5.40) ,(5.41) definiert. Beim Beweis
benutzen wir die bekannten Eigenschaften der bindren Epsteingchen
Zetafunktionen (siehe z. B. [5], S. 464-467).

I. Fir ¢ > 1 konvergiert die Reihe

u=v=1, a =0, e, = =D VAT G

oo

Z(8) == Ec,ﬂ;s =

<
R=1

e(hyor+ Ry we) {@ (0142, Va1 20)}°
V],Vp=—00
Qv1+21,99-+29) >0
absolut. Die durch sie dargestellte Funktion Z(s) ist bis auf einen etwaigen
Pol erster Ordnung im Punkte s = 1 mit dem Residuum =D~ ' in der
ganzen Ebene regulér. Wegen Z(0) = — 6F ist

R(z) = =D Yex— 6E.
IL. Fiir ¢ > 1 ist die Reihe

0

Z(s) = E e(— 20— 210) {Q (0, By, 0y+ 'hz)}“" = ¥

_ UpPg=-o0 I
Q(vy+7g,09+02) >0

= -8
cn ln

De

I

ebenfalls absolut konvergent. Die durch sie dargestellte Funktion Z(s)
ist bis auf einen etwaigen Pol erster Ordnung im Punkte s = 1 mit dem
Regiduum nD'?§in der ganzen Ebene reguléir. AuBerdem hat man Z(0) —
—eB~'. Deshalb ist fiir ¢ < 0 die Reihe

(543)  W(—s) = Y eudl = zD7"B Yol = w1 D" EZ (1~ 1)

R=1 M=l

absolut konvergent. Hieraus folgt
W(s) = ='"*D~VBZ(s),
d. h. die Funktion W(s) ist im Punkte s = 0 regulir, und es gilt

(5.44) Ry () = 6Bz—nD~ .


GUEST


110 Anna Walfisz

TII. Ist wie in § 5.1 erfilllt, dabei n =1 und H = 2.
IV. Nach (2.4) ist G (s) dureh die Formel (5.15) ausgedriickt. Aug
der Funktionalgleichung (siehe [5], Formel (25))

LU=8) wap-irpg(i—s)
I'(s)

7(s) =

folgt wegen (5.43) die Gleichung (2.5).

V. Ist erfilllt (siehe [5], Formel (23)).

VI Da @(v, v,) die zu @(v,, v,) inverse Form ist, so hat die Form
#Q(vy, v,) die Determinante =*D~'. Wenden wir daher :aine Landausche
Abschéitzung (siehe [5], Formel (11) mit %k = 2 fiir 7@ vyt by, Va-+hy)
statt @ (v,-+21, v,-+2)) an, 50 erhalten wir wegen (5.40) und (5.41)

Z %, = n DY+ 0 (x').
inda

Nach (5.44) ist dies aber die Abschéitzung (2.6).
Die Voraussetzungen I-VI des Satzes 1 sind also fir unsere Para-
meter erfilllt. .
Wegen (3.7) und (5.15) hat die Funktion F(w), wie in § 5.2a, die
Gestalt (5.17). Deshalb wird F(w) durch die Formel (5.18) ausgedriickt.
Der Satz 3 ist damit bewiesen.
'Wir werden jetzt einige Spezialfdlle der Identitét (6.42) betrachten.
Tiir ganzzahblige hy, by, 21, 2, oder, was dasselbe ist, fir by = hy =
2, = 2, = 0, nimmt die Identitit (5.42) folgende Gestalt

(5.45)  Dlog(l)—leo()

lp<2

= =D Po—14a"* Y eq(ln)lz "1 {2r (D )",
N=l
an, wo

(5.46) o) = > 1.

Q(r,09) =2
Tatsdchlich, in diesem Fall hat man

se=0=H=1, ¢,= Ap = D7'r?l,,,

1 = o0g(ln),
Qvy,vg)=1p,

G= ) 1= X 1 = og(la)-

T2 Q(0),00) = Ay 2D=1Q(vg,—v)) =D lnly,
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Es seien jetzt auBerdem noch die Koeffizienten ayq, @15, @y der
Form @ (v,, v,) ganze Zahlen. Dann nimmt die Identitdt (5.45) folgende
Gestalt

(5.47)

Dleg(n)—og@) = =D Pa—1+a" D' og(n)n 1, {2r (D na)"y

ngr =1
an. In der Tat, nach (5.46) ist ¢g(n) = 0, wenn die Zahl » nicht durch
die Form @ (v, v,) darstellbar ist. Daher kann man in (5.45) 1,, = » setzen.
Die Identitdt (5.47) wurde von Voronoi in der Arbeit [15] formuliert
und zuerst von Hardy in der Arbeit [1] bewiesen (siehe auch [16], § 4.4,
Satz 6).

Aus (5.47) bekommt man fiir 4y = @y = 1, a, = 0 die in der Einlei-

tung erwidhnte berithmte Hardysche Identitét

D rin)—4r(@) = ma—1+2" Y'r(n)n= P {2x (nw)',

n<E N=1
wo r(n) die Anzahl der Darstellungen von » als Summe von zwei Quadra-
ten bedeutet.

§5.6. Das Landausche Teilerproblem. Wir fithren zunichst einige
bekannte Ergebnisse (siehe [6], § 5, 8. 236-239) an, die wir zum Beweise
‘unserer Sdtze 4 und 5 benutzen werden.

BEs seien &,z reell, a = 0 oder 1, die Funktion signy durch (2.1%)
definiert.

Dann sind fiir ¢ > 1 die Reihen

Za(s; 2, h) = 2 {sign (v+2)}%(hov) o+ 27*  (v+2 5 0)

V= —00

(5.48)

und

(5.49)  Zy(s;z, h) = D' {sign(vh)}%e(—20) [0+ R~ (v4h 5 0)
V= —00
absolut konvergent. Die Funktionen Z,(s; z, k) und Z,(s; 2, h) sind in
der ganzen Ebene regulir. Die Funktion Z,(s; 2, h) ist in der ganzen
Ebene regulér bis auf den bei ganzem % vorhandenen Pol erster Ordnung
im Punkte s = 1 mit dem Residuum 2. Dasselbe gilt fiir die Funktion
Zy(8; 2, h) bei ganzem z.
Ferner besteht die Funktionalgleichung
(8.80)  I'(27Y(a+8))Z4(s52, k)

= %(—2h)m (R 1+~ 8) Do (1 —5; 2, h).
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Tndlich, in jedem festen Streifen o <o <o, gilt  gleichmiBig

(5.51) Za(sy 2, h) = O(e").

*
* %
Sarz 4. Bs seien hy, hy, 21, 2 reell; a,, ay = 0 und 1, B die Zahl (5.41).

8
o 1
Bs sei ferner Ry, (0) die Residuensumme von — Zay (8521 W) Zay(85 2, o)

8

H“l

auf der Strecke 0 <s < 1.

Es bezeichne 1,1y, ..., baw. Jy, Ao, ..., die wachsend geordneten ver-
schiedenen positiven unter den Zahlen |v;+42|[vy+-2, b2ew. oy By | X
X |0y hyl, wo vy, alle ganzzahligen Wertsysteme durchlaufen. Iis sei
endlich

(8.52) Cngay =1 ”ZJ {sign (v, + 24))™ {sign (vy + 2)} % (hy 0y + hy2y)
I”l'\‘zl“;”}'zf'zﬂ”ln

und

(6.53)
7

Tnay = 1 2/ {mign (v, 4 hy) Y1 {sign (ve + Fy)} 26 ( — 2101 — 20) -

01,09
2oyt Ry Wg+higl=dy,
Dann gilt die Identitit

0
(5:54) Y Cnain—3 Casag (#) = ey (@) + 2B Y 80, 35 Flgy (1),

died
<z n=1
WO 0, (D) = Crg, DEC ® =1, und 6aya, (%) = 0 somst, Die Funktion

Fopo,(w) wird nachher in jedem einzelnen Fall speziell definiert werden.
Die Reihe rechts in (5.54) besitet dieselben Figenschaften wie die Reihen
(5.10) und (5.11).

Beweis. Den Satz 4 erhiilt man als Spezialfall aus 8atz 1, wenn man

-1
by = Cngayy B=1, p=1=2, =274, aq=2 Yy,
Yy = 2kl(l+a‘1)5 V2 = 2"1(14-(15),
/31 = Igﬁ =0, = § = 24‘7 €n = Cngay = iﬂl?F%EﬁEn,ctI%}lel

setzt. Wir zeigen zunichst, daB fiir diese Parameter die Voraussetzungen
I-VI des Satzes 1 erfillt sind. :
1. Wegen (5.52) und (5.48) konvergiert die Reihe

§ c'n "1“2

M=l

(5.85). Za,az(?;ﬁ = }Za,(85 21y 1) Zay(85 25y ho)
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fiir ¢ > 1 absolut, und die durch sie dargestellte Funktion L0, (85 2, 1)
ist reguldr bis auf hochstens den Pol s =1, dessen Ordnung < 2 mt

II. Wegen (5.53) und (5.49) konvergiert die Reihe

0

28 E"’ = —5
T On, gy Ap” =

T ]

(5.56) Z"I”Z(ﬁ; 2, h) = %201(35 21y hl)Z,lZ(s; 2y Tts)

fir ¢ >1 ebenfalls absoluf, und die durch sie dargestellte Funktion
Zya, (85 #, h) ist veguldr bis auf hochstens den Pol s = 1, dessen Ordnung
22 ist. Deshalb ist fiir 0 < 0 die Reihe

o0

_ s __ sty tagqp 28-17 ¢
= Een,alazln = 1% Zalaz(l
s

—_—
=t
=t
-1

) W(l—s) —38; 2, k)

absolut konvergent. Hieraus folgt
W(s) = i Br' =" Z, ., (s; 2, h),

d. h. die Funktion W(s) ist im Punkte s = 0 regulér. Bs bezeichne R,(z)

g

) -
dic Residuensumme von —S—W(s) anf der Strecke 0 s <1, und R, (3)—

3
-2 7

die Residuensumme von —mn a,0,(85 2, h) auf derselben Strecke.
s 3

Dann gilt

(5.58) R (x) = i 2 Ex Ry (x).
III. Da =1 und @;,a, = 0 und 1, so hat man
A pf =2""14a)>0, e+pfs=2"(1+a)>0, p=1, H=2.

Die Behauptungen (2.1) und (2.3) sind also erfiillt.
IV. Nach (2.4) ist

Irig-'(1+a,—s) (2 1+ a,—s))
5.59 @, == .
(5.59) g (4) T (@ +9) T2 (@t 5)
Deghalb gilt auf Grund von (5.55), (5.30), (5.56) und (5.41) die Funktional-
gleichung

Zayay (85 2, B) = Guyo ()4 2B 'Z, 4 (1—5; 2, ).

Das ist aber wegen (5.57) die zu beweisende Gleichung (2.5).
V. Ist erfillt wegen (5.55) und (5.51),

Acta Arithmetica X.1
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VI. Die Funktion -c""Zum(s, 2, b) (siehe die Formel (5.56)) geniigt
den Voraussetzungen I-VII, VIII' von Landau [6]. Ta:tsachhch, fir die
ersten sieben Voraussetzungen folgt dieses aus dem Vorhergehenden.
BEs bezeichne d, ein Viertel der Anzahl von den Wertsystemen o, 0,
mit 7 [0, | |9+ he| = A, . Die Voraussetzung VIIT' ist dann auch erfiillt,
da man wegen (5.53) [En.a,q,] < dn hat, und die Funktion

0o
% —38
= Z Aoy
P 1

als Spezialfall a; = a, = 2, =&, = 0 den sieben ersten Voraussetzun-
gen mit denselben f = 7 =1 geniigt. Folglich gilt fiir ein beliebiges
&> 0 die Abschitzung (siehe [6], Formel (15) mit g = 5 = 1)

/‘1 Cnagny = 0(#)+0(x PALEE
P

S
@ _
wo p(x) die Residuensumme von -— n’z“Z,,lu,‘(s; z, h) auf der Strecke
s

3-' < ¢ €1, d. h. im Punkte s = 1, ist. Die Funktion ¢ («) unterse heldoh
sich daher von R, (z) nur durch die Konstante. Setzt man z. B, oe= 6",
80 bekommt man wegen (5 58)

. \ " = 3 (i A
gty _}1 Cn,u]rli = 1{1 ("() bo ('( )7
Ayt

d. h. die Absehatzung (2.6).

Wir definieren jetzt die Funktion Jf’(,l(,,(u) Die Formel (3.7) gibt
% = 1. Daher bekommt man nach 1[1lfsvzt/, 3
04100

1
Fulaz(w) iy ‘J

2w
)

Goan#)

w'ds — G, (0) (10 > 0, 0 <0 <C1),
< 2

fieo

wo Gy, (8) die Funktion (5.59) ist.
1. Bg sel a; =@, = 0. Dann ist

041ca

- 2 (o171 __
(1) = 1 r*e-ta-s) |

Wegen (5.8) und (5.9) gilt daher

Foo(w) = —wU, (4w'?),
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2. Bs sel oy =1, a, =0 oder a4, =0, a, = 1. Dann ist

04-io0 . fy—1
: } P(z (DWS))J_"({_. (1 “—h)) w" ds
SR (1 40)) 12 %) ’

I (w) = Foy () =

‘)ﬂ

woraus
1 ey
et (o) dy

B () = Fo () = —- —-
() = Fy () S s (1t

l;ai =

folgt. Wegen (5.17) und (5.18) ergibt sich daher
Frp(w) = Fyy () = w'J; (4w'F).
3. HEs sei a; = a, = 1. Da G4;(0) = =~ ' ist, so hat man

Fu(w) =IT—="",
WO

1 0410 F2(2‘ s))

(5.60) Izg’:{e_m TE )

w'ds  (0<0<1).

Andererseits gilt die Relation

3/4-t-ico Y
1 , T 1P (1—s)
- Cos* —g- -
Ot : 2 8
34100

(5.61)

(dw)°ds

ERE
o

3 ’ 2
— WP, (40! — S K (o)
TE

Tatsichlich, wendet man fiir das Integral die Beweismethode des Hilfs-
satzes 4 (siehe auch Arbeit [16], § 3, Beweis der Formel (3.27)), und fiir
die Funktionen Y;(w), K,(w) die bekannten Entwicklungen (siehe [20],
Formeln 3.7(8), 3.6(1), 3.54(2), 3.52(3), 3.1(8)) an, so ergibt sich, daB
die linke und die rechte Seite der Formel (5.61) dem Ausdruck

4 12y X2 12\ 4m 13
— —w'log (4’”} ) 2 1 du ) 4
b 2 ] I'2m+2)I'(2m+ 3) 2

2 1 §°~, Aapf? \oms
oY LT 2m+3 ( 2 )
o«

2 r (2m+2) 4qpt2\amts
I'(2m-+ 3) F2(2m+2)( 9 )

gleich sind.
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Das Integral (5.60) geht aber nach gewissen Umformungen in das
[ntegral (5.61) iiber. Man hat daher
Py () = w'B{Y, (') — 2 (o))
Damit ist der Satz 4 bewiesen.

*
L

Bs wel jetzt 0 <z < 1. Wegen (5.48) ist fiir ¢ 2> 1 die Reile
S
(5.62) Za(s; 2, h) Z Yot 2)*

absolut konvergent, und es gilt auBerdem die Relation
(5.63) Zo(8; = = ${Z( ,~,/1)+71(b 2, h)}.

SATZ 5. Bs seien 0 <z,2 <1; hl,h2 Mell @y, @y =0 und 1. Hs
ser weiter R(x) dic Residuensumme von -- Zﬂ( 5 21y ) Z5 (85 24, hy) auf

der Strecke 0 <s <(1. »

Bs bezeichne Ly, Ly, ... dic wachsend geordneten verschiedenen positi-
ven unter den Zahlen (vy--2,)(vy+2), wo o, vy > 0 und ganz sind. Hs
set endlich '
(5.64) ey, = Z e(hyvy -+ hawy).

199220
(B+2) @y t+2)=Lo,

Die dibrigen Bezeichnungen werden aus Satz 4 genommen.

Dann gilt die Identitét

(5.65) ,Y‘ 0,,1,""%0(50) == R(w) +Ex 2 gftoe Zan,ulazl;;‘palaz (;an)ﬂ
L;;Em ay,a=0,1 M)

wo ¢(x) = ¢, fiir » = L,, und c(x) = 0 sonst.
Beweis. Wegen (5.64), (5.62), (5.63) und (5.55) ist die Reibe

00 X
-8 —8 1
= 2 only® = 2 2 C'n,,a.luzln = ) nlu.> (85 2, 0)
=1

0y, @9=0,1 =1 ztl,af,mol

fiir o > 1 absolut konvergent, und es gilt anBerdem

(5.66) CRB@) = Y Ragl@).

y,85=0,1
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Auf Grund von (5.52) und (5.64) ist ferner

v Cwm, wenn I, =01L,,
Cy s =

)
apigm0,1 0, wenn L, #L,.

Deshalb ist

Z e —4e(x) = 2 ( 2 ‘*n,,mlu‘_,“'é("alnﬁ(w))'

Ly <t ty,85=0,1 * Ip<®

Wenn wir nun fiir jeden der vier Summanden der rechten Seite seinen Wert
ang der Identitit (5.54) einsetzen, so ergibt sich wegen (5.66) die Tdenti-
tat (5.65). Was zu beweisen war.
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