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ACTA ARITHMETICA
X (1964)

Ein Gitterpunktsproblem

E. Kri1zEL (Jena)

§ 1. Einleitung. Bs bezeichne r,,(n) die Anzahl der ganzzahligen
Losungen von
@+ =mn,

also die Anzahl der Darstellungen einer natiirlichen Zahl als Summe
von zwei Quadraten. Mit R, 5(2) soll die Anzahl der Gitterpunkte bezeich-
net werden, die in oder auf dem Kreis '

4y =0
liegen, so daB

gilt. Bine elementare Abschitzung von R,,(#) besagt, daB in
1 Byo(2) = no+0(2%)
die Konstante ¢ in dem Bereich

0<ax<t

zu suchen ist. Eine Verkleinerung des fiir « in Frage kommenden Inter-
valls [0, 3] ist moglich iiber eine transzendente Darstellung von R, (w):

) LA L)
@) Ung,z(t)dt S +n7§ 22 g, (@ na).
Fithrt man noch die Funktion
Rs 4 fii 01
Riu(a) = 22 () 1.1.1? zs=0(1),
Rog(@)—3700(w) fir 2=0(1)

ein, so besteht fiir diese die Hardysche Identitiit

]

(3) Ry a(%) = m+1/52 “’1"’/(_” ) Jy(2xVna).
N1 n
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Die Abschitzung der absolut-konvergenten Reihe in (2) erlaubt eine
Verbesserung der Abschitzung (1) zu

Ry, () = mw+0(5"),

ein Brgebnis, welches schon Sierpifigki (1906) bekannt war. Hardy und
Tandau schatften (1915) a > + und van der Corput zeigte (1923), daB o < }
igt. Diese Brgebnisse sind bei Landau [3] nachzulesen. Ubrigens zeigte
noch Titchmarsh (1933) o <3 und Hua (1942) a <j.

In dieser Abhandlung soll das Kreigsproblem in einen. allgemeine-
ren Zusammenhang eingeordnet werden. Mit 7,z ,(n) werde jetzt die An-
zahl der ganzzahligen Losungen von

a4 b =g,
bezeichnet. Mit Ry ,(w) wird die Anzahl der Gitterpunkte angegeben,
die auf der Fliche liegen, die von der Kurve

g — g
begrenzt wird. Es ist daher

(4) Ropp () =

D ra(n),

n<w

und entsprechend wie im Kreigfall wird noch

fir
fiir

R 2 (%)
Rzk,z (z)— %""zk,z ()

© 0 (1),
R, =
22 (%) =0(1)
gesetzt. Zur Abschitzung bzw. zur Darstellung von R ,(x) treten nun
zum Kreisfall — der hier fiir & = 1 also Spezialfall enthalten igt — ana-
loge Probleme auf.
In §2 werde ich die triviale Abschitzung

1 I*(1/2k) o*

1
-1
% T(1/k) % R

6)  Rualo) = +0 (), <z
beweisen, die keine transzendenten Hilfsmittel bendtigt.

In § 3 geht es um die Ubertragung von (2) und (3). Das dies in ent-
sprechender Gestalt — Reihe tiber Bessel-Funktionen — nicht méglich
gein wird, diirfte von vornherein klar sein. Ich werde die rechte Seite in
Form einer Faltung darstellen. Wie iiblich werde ich

t

Ft)*6(t) = [ F(r)G(t—7)dr
[
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schreiben. Ich setze

1 G sin2
1. nL
8(z) = = § =
i n
N=—00

In der Reihe hat n = 0 einen Sinn, indem man hierfiir die Potenzreihen-
entwicklung der Sinus-Funktion aufschreibt. Ich werde
x
(6) [ Buea(t)dt = S(@) « 8 (&)
0
beweisen. In der Formel (6) ist fiir k¥ = 1 tatsdchlich (2) enthalten, da
nach Doetsch [1]
x
1

fsm2wm/rsm amVo—rdr = J,, (an/(n +m*) )
0

w(n —l—

gilt. An Stelle von (3) wird dann

@) Ripa(a) = 7 B@™) « 5%
erscheinen.

In § 4 wird
®) Rayale) = - DO e g o)

gezeigt. Fir ¥ =1 ist hierin das Ergebnis von Sierpinski enthalten.
§ 2. Triviale Abschitzung.

X D T D !

=] nik—g-mzkgz In!{-’clﬂk Imlg(z—nZk)I/ﬂ‘

— 2 (1+2[(m——~n2k)mk]) —9 2 (m_nik)l[2k+0(m1[2k)

Ry (%)

Inj<zl /2% int<alizk
[ml 12k] pl/2k
— 4 2 (m_nzk)l/zk+0(m1[2k) =4 f (m-t”‘)lﬂ"dt+0 (ml/zk)
n=0 0

1

:%ftllzk—l(l__t) _1_ 1’2(1/270) L
0

12k 172k
REg 10 I:
TO@) = Tam

+0 ().

Damit ist ap <1/2k gezeigt. Nun ist noch az >1/k—1 nachzuweisen
Annahme, es gilt

1 I'*(1/2k

Rua(a) = = G20

1k 1k—1
v Tam ° @
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Ts sei n eine ganze Zahl, dann ist

1\ 1 I*(1/2k) 1\* 1 I*(1[2k)
Ry s (%-I— 5) % -ﬁl/T) ('n‘l‘ 5) — Ry (n)+ % TR 0

Fapm nl’kil—(lrl-)w} -5 LB ety ooy

1 P S D S S
=% Tk K T(1/k)

im Widerspruch zu obiger Annahme.

§ 3. Transzendente Darstellungen. Ausggangspunkt ist die Theta-
funktion

T

)= 3 6, el >0

= — 00

Sie besitzt auf Grund der Posissonschen Summenformel eine zweite Dar-
stellung der Gestalt
400 +0o0

(9) ba () = 2 f exp {2717; (91,1.1- %Tzk)} dr.

Niheres iiber solche ,,Hoheren Thetafunktionen’ findet sich in [2]. Nun
wird mit ¢ > 0 (Integral iiber die vertikale Gerade mit der Abszisse ¢)
gebildet:

k
f s‘ze“’”Gik(—i) ds =
k)

©

4 o0

f s~ 2exp {s (w— 0 —m™)} ds

nM=—co ()

- Z‘ (@ —n2* — m me(t

w2k ke

Das ist die linke Seite von (6). Um die rechte Seite von (6) zu erhalten,
wird die zweite Darstellung (9) der Thetafunktion benétigt. Hierzu ist
zn bemerken, daB die verwendete Integralbildung gerade die Umkehr-
formel der Laplace-Transformation darstellt. Es ist also zu untersuchen,
welche Funktion durch Laplace-Transformation auf

1 ks
L o(%)
s =
in der Darstellung (9) abgebildet wird. Diese Funktion wird S(s%) sein.

Weiter wird dann ausgenutzt, daf die Faltung zweier Funktionen durch
Laplace-Transformation auf das Produkt ihrer Laplace-Transformierten
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abgebildet wird. Bs ist
1 12K 10 12k
£ 3-— sin 2xnt'? mf ¢~ sin 2mnt' ™ di
k1312 nno

ok ) NS

& 3 ok . ; + 512K
= =L f =16~ 8in Qi dt = f P gy
7

—o0

Das gilt auch fir » = 0, also
- 1 ks
LS = = Oy [—
s o

und
N -

LLS[HFF) « S(1PF)} = 57205 (—) .

Damit gilt T

T

[ Baa (08 = (") » 8@,

0
und die Formel (6) ist bewiesen.
Formel (7) ergibt sich nun leicht:

1 k: 1 5
fs ““’sz( :) ds = f;exp {s(@—n" —m™)}ds = Rup(®).

© nM=—00 (€)
d 172k 172k r —
L\ S« S0 =fe
o

r . k
=s { e 8@y « S (PR At = Eazk( 8)
5

a
st 172k 1/2k
= SO+ @) dy

Also gilt die Formel (7)
, d ok
Raa(@) = 2 S(@'™) + 8(2%F).

§ 4. Verbesserung der Abschétzung. Die Formel (6) besagt
[ Rz
0

1 IR g i
— = 12K o3 __\l/2k 1
= %1 Tam + E fsm ot sin 2rem (m— 1)V 4t ().

n2+m2>o

(*) Bildet man das Quadrat der Thetafunktionen in der Darstellung (9), und
transformiert die entstehende Doppelreihe nach der Laplaceschen Umkehrformel,
5o entsteht die rechte Seite dieser Darstellung gliedweise. DaB diese Reihe absolut
konvergiert, kommt bei der Abschitzung auntomatisch mit heraus.
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Bs wird gebildet (spater wird B = (4k—3)/(4k—1), a=1/2k(4k~1)

gesetzt):
2P
T 1 I*(1/2k) m}
R gt
zf Rt~ &
v Y= ztaf
=éz- 2 1 fsinantllﬂ‘sinan(@/—t)”z’“dt] +
Fid m =

n
nm >z2a 0

k 2 f f — §)42=1gin 2tV cos 2rom (y — 1) dtdy .

wmgzz“
n2+m?>0

Es sind nun die beiden Summen abzuschitzen. Zunéchst ist

.

¥
1 A
) - — f sin 2t/ sin 2mem (y — £)Y2" dt
0

2k—1 ! (270—1)

4 9
= T2 grrane f (1= 008 2mm [y (1— 1”"2 g A 9,1

A,(n,y,1) = t‘"‘”“”””(yn)-(”“)/%os[zm (yt) 2 4 _"2_”]

Fiir jedes einzelne Integral gilt

1

1
1 —ﬁyl‘”’”‘ f (1— 1)1 608 3mm [y (L— )% 4, (n, y, 1) dt\
[]
2k

1
1—pj2k [ tl—(v+2 2k\1/2k—1
\Wy vl ft (""')(l—t )/
1

cos (2rmy1’ LR 1—; )1 a

1-1/4k2— /2% y1_1/4k2

Y

<6 ST T

< bS5
= 1n2+1/2k

icm®

Die vorletzte Abschitzung muB mnoch gerechtfertigt werden. Es werde

fir einen Moment z = ny*™ gesetzt. Fir grofe # gilt

1

f < J’(l tm)llzk”ldt< f(l

1—1fz 1-1f% 1-1/z

xlzk—x &t = 2kz_”2k,

Lo
£>
[~
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und nach dem zweiten Mittelwertsatz ist

1-1/z
~1/2k

1\ 2kU2k-1
g[l—(l——h) ] ENpY
z k17

1-1/4k2
IHI(y)l < bz 7+1[2k -

0
Folglich ist

Wegen der Symmetrie der Faltung gilt auch
1-1/4k2

[Hy ()] < bs =577 ARSI

1
‘ “+1j"k ? m2+1/2k

50 daB schlieBlich

] Z;'|<ba;1 sk Z

nm>22e nm >z

wird. Hier folgt weiter:

Z P Py

nmszle Rzt M

2 9n'z + 1/21::}
ngm

= 2b, PR 111121; < b6m1._1/4k'-’_a/2k
E —T .
n

n>at

Nun ist noch die Abschitzung von

Igin 2ent¥?* cos 2mm (y — 8)* dt

v
1 9
By(y) = [ ="

vorzunehmen. Es ist ]

12k — 174k2

Ha()] < Y= gin dren (yt) 1 2F| dit < Dy

P ERIE

1
2k‘ ok 2,
_n_ yI/_L f tﬂ‘_l (1 _ t‘k)
0

Diese letzte Abschitzung folgt genau wie bei H,(y). Sie gilt auch fiir
m = 0 (?). Entsprechend ist (auch fir n =0)
1/2k—-1]4k2

vy
mEE

Hs ()] < De

(2) In diesem Fall kann spiter diber n durchsummiert werden!
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Damit erhdlt man
nam. <zza

7 ’
@
n2+m2‘0

2 T2 .
< Daml/y‘"l“k +A +D4$1/2k_1’m +8 § 1 Min

Lnmgale

1
%1~|-1/§E’ ;,')1+1[27c

1
1/2k—1/4k2 48 1/2%— 1424
< Dy / + 2D,y PSR ; PR ERTE
1gnge?® 1 <m<Min(n,a%)

1 Min(n, 2%)

2% —1/4k2 1/20—1/4%2
e LR Y L e b 1713k

= Dya"
1gn<ale
< Dswllﬂc- 1/4k‘-’-+ﬁ+ 2D, w1/2k—1/4k2+ﬁ (ama(buzk) + bmﬂ(l—«l/k))

< D5m1/2k—1/4k2+ﬁ+a(l—- 120

Damit folgt nun endlich
(10)
z1ab

[zt~

z

1mmmﬂ
k T(1/k)

Andererseits ist

z12f
_l *(1/2k) 17k 1 ]‘2(1/2k)
! {Rzk,z(t) & TR —1 }dt mﬁ{Rzk,z(m‘) 7 I’(l/k) (w—{—w”)l/"}
1 ]’2 1/2
Zwﬂ{Rzk,z( @)— k P(lllk) 1f”}+0(w25_1+1,k)’
also
1 1"2(1/270)

<0 (wﬂ—1+1/k) +0 (m1—1[4k2_a/2k—ﬂ) -|-0(ml/z"‘”‘kz‘*"(l‘”z"’))

Nimmt man in (10) das Minuszeichen, so erhilt man auf entsprechendem
Wege in (11) das >>-Zeichen, also besteht Gleichheit. Setzt man

_ 1 g = 4%—3
2k(4k—1)’ T 4k—1

3 — 0(w1~1/4k2—a/2k)_!_0(ml/zlc—l/Akz-}-ﬁ—|-a(1—l/zk)).,

icm
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so werden die drei Exponenten in (11) gleich, und es ergibt sich

1 F‘(1/2k) 2 5
R 1k _y_ ) (@ D/k(sk =1y
ok () = T a /k +0(x )
In
1 I'(LJ2K)
Rz o —_— 1L ok
_k,_($) T F(l/k) X T0($ )
gilt also sicher
2k—1 1 1
g S——— = —— — .
k(4k—1) 2k 2k(4k—1)

Die Abschitzung von H,(y) legt es nahe,
1 1

%o T
zu vermuten. Damit entsteht das Problem, die wahre Konstante in den
Grenzen

1 1 < 1 1
el P Qi —
Bk 4KE S F S op ak(4k—1)

zu bestimmen, aber diese ist noch nicht einmal im Fall des Kreises (k = 1)
bekannt.
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