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Wir wollen noch ein weiteres Beispiel betrachten. HEs seien «,, ..., a, aus
einem reellen algebraischen Zahlkérper & vom Grad s-+1 und es seien
1, a,...,0, linear unabhingig, so gilt bekanntlich fir alle ganzen
(hry eeesh) # (0, ..y 0), [[R]] = Max (|hy, ..., [h])

oyt F oo} = oK) IB™°,  {o} = ilifla—hl‘
Wir nehmen jetzt wieder das zweite Beispiel und wihlen fiir die g;, die

Zahlen {o;p}, dann folgt sofort, daf wir stets haben M; > ¢p’®+) | denn
es gilb ja fir (Bl # 0 mit hyg+...4 hsgs =0 (mod p)

e(®) IR < 1P (hyay+ ...+ B ) — (gt - ..+ Ty gs)|
<l ..o+ el < Bl
also
(38) IT—1Il < o(k)(2008* (1 -+ logp))* /p*e+

wenn in (34), (35) f die Bedingung (32) erfiillt.
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ACTA ARITHMETICA
IX (1964)

Zur Gitterpunktlehre von mehrdimensionalen Ellipsoiden

von

V. JArNiK (Praba)

Es sei Q(u)=Q(us,us,...,u,) eine positiv definite quadratische
Form. Wenn es ein a >0 gibt, so daB Q(u) = @, (w) ist, wo @, ganze
Koeffizienten hat, so heie die Form @ rational, sonst irrational. Fir
#>0 sel A(z) die Anzahl der Gitterpunkte im Ellipsoid Qu) < z;
V(z) = V(1)2™" sei das Volumen dieses Bllipsoids, und man setze P (z) —
= A(x)—V(z). Fir jede Form @ ist

P(z) = Q2"

(vgl. [1]). Fiir rationale Q und » > 4 ist die definitive GroBenordnung
von P bekannt:
Pz) = 02",

(vgl. [2], [3]). Weiter betrachten wir nur irrationale Formen der spe-
ziellen Gestalt
Qu) = (Ul + ot ool )byt ul,),

>0, >0, nt..Ffr=r>4, =2,
Fir diese irrationalen Formen gilt P (x) = o (#"*™") (vgl. [4], [5], [6]) und
diese Abschéitzung 188t sich nicht verschirfen, solange man alle irratio-
nalen Formen der Gestalt (1) zuldBt (vgl. [4]). Bs gilt aber

Sarz 1. Fir fast alle Systeme (o, ..., a,) von positiven Zahlen (im
Sinne des Lebesqueschen Massbegriffes) und fir jedes e > 0 gili (vgl. [71)
@) P(@) = 0@ ")  (r>4,7>2),
wo
(3) 2= D'Min(1, }ry).

=1

P(z) = Q")

®

Mann sieht, daB immer 1 > 1 ist. Ubrigens 158t sich #° durch eine
Potenz von logs ersetzen. Hier sind zwei Fille besonders interessant:
Sind alle 7; <4, so lautet (2)

P(z) = 0(a"™*);
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sind dagegen alle r; > 4, so lautet (2)
(4) P(z) = 0 (@™ ™).
Diese letzte Formel ist darum interessant, weil stets

Pz) = Qa7

ist (vgl. [8]). Im Fall
(8)
kann man noch genau diejenigen a;, a, angeben, fiir welehe (4) fir jedes
&> 0 gilt. By sei néimlich 4 die Menge aller Zahlenpaare (ay, az.) (0 > .(),
a, > 0), welche folgende Eigenschaft haben: Zu jedem & > 0 gibt es ein
I, >0, sodaB fir alle ganzen p, ¢ mit ¢ > 0 die Ungleichung

'7,‘=2, 7'12‘17 "”2241

8

q1+s

o >.
Qaz P

gilt. Aus (¢, a;)ed folgt offenbar (a,, ¢;) ¢4 und es ist bek:mnt.: (und sehr
leicht zu beweisen), daB fast alle positiven Zahlenpaare in A liegen. Und
es gilt folgender

SaTz 2. Gilt (B), so gilt (4) dann und nur dann fiir jedes & > 0, wenn
(o, a)ed (vel. [9]). . o

Ubrigens kennt man im Fall (5) noch viel mehr: man lhcann die Gro-
Benordnung von P(z) fiir jedes Paar o, ap genau bestimmen, wenn
man weiss, wie gut sich o0y ! dureh rationale Zahlen annihern 148t
(vgl. [9], [10]). o

Der Fall v > 2 ist natirlich prinzipiell viel schwieriger zu behandeln
(es handelt sich um mindestens zwei Zahlen a;a;*, a; o5*). In dieser Note
werde ich fiir 7 > 2 folgenden Satz beweisen, der im Spezialfall 7; > 4
als eine Verallgemeinerung der ersten Hilfte (,,dann”) des Satzes 2 ange-
sehen werden kann:

Sarz 8. Bs sei rt+rt..tr,=r>4, 1>2, >0 gane. Bs
set (ay, a)eA. Dann gilt fir fast alle Systeme (as, ..., a;) von positiven
Zahlen o; und fiir jedes & > 0 die Formel (2), wo @ die Form (1) bedeu.tet.

Da A fast alle Paare positiver Zahlen enthilt, so ist Satz 1 eine
TFolge des Satzes 3. Ich bemerke noch, daB sich die erwihnten Resultate
samt Beweisen unmittelbar auf etwas allgemeinere Formen

0y Q1 (U zy ooy Upp)Foe ot Qe (Unyy - ey Uep,)

iibertragen lassen, wo o; positive Zahlen und @, positiv definite quadra-
tische Formen mit ganzen Koeffizienten sind.

§ 1. Metrische Hilfssiitze. Im. folgenden seien sieben Zahlen =,
a1, wmy; Oy D, &, ¢ gegeben: v >3 ganz, (a, ;m)ed, 0 <0 < Min(a;, ay),
D > Max(a, ), e >0, a>0.
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Mit ¢ (meistens ohne Indizes) bezeichnen wir positive Zahlen, die
nur von den sieben angegebenen Zahlen abhingen (sodaB z.B. 3¢ 2¢ = ¢);
mit 4 bezeichnen wir komplexe Zahlen, die von beliebigen Parametern
abhingen diirfen, dem absoluten Betrage nach aber héchstens gleich 1
sind. Um komplizierte Exponenten zu vermeiden, schreiben wir gelegen-
tlich

2™ = exp(m).

Wir betrachten Systeme

(6)

von ganzen Zahlen b; >0, n; >0, 0 >0, 0 < & < 2°*'. Fir jedes sol-
che System sei

(7) M (ks k5 n; )
die Menge aller Punkte a = (q, ..., a,) des Wiirfels

(s ooy By Toyy oy B Ay ooy N5 @} = {B5 k; n; o}

C<y<D (j=3,...,1),

zu welchen es mindestens ein reelles i gibt, fiir welches
27 h]-] a N

(8) t— a,-.k; k,?,—"i"'g G=1,..,7)

gilt. Sind 1, my,...,m, ganze nichtnegative Zahlen mit m; < @, SO
sagen wir, daBl das System (6) und ebenso die Menge (7) zur Klasse
(9) (55 My ey Mgy My, oy mey 0] = [1; M5 5 0]

gehoren, wenn 2° < hy < 271, 9™ < &y < 27t (=1,2,...,7). Es sei
(10 N{l; m; n; o5 a)

die Anzahl derjenigen Mengen (7) der Klasse (9), welche den Punkt
@ = (a3 ..., a;) enthalten. Unser Ziel ist eine Abschiitzung von (10)
zu finden, die fiir fast alle a = (qy, ..., a,) unseres Wiirfels ¢ < a; <D gilt.
Dabei beschrinken wir uns auf solche Klassen (9), fiir welche gilt:

(11)
(12)

oMHNL > 2Matne
2T oMY 5 | s oMty
Wir unterscheiden zwei Fille:

L 2™it™ » 9™stns, II.  2™t™  oMathy,

Fall 1. Soll ein Punkt a = (a3, ..., ;) in der Menge (7) der Klasse
(9) im Fall I liegen, so muB
1 h1 1 hj

a kl_""f’ka'

0 -
(13) g (J=25..0,7)
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gein. Daraus folgh

h, )
(14) ozl—ml<%_f_<c2l—m1

)

fiir o > ¢;; weiter sei stets ¢ > ¢;. Flir j = 2 folgt aus (13) (wegen
(g, az)ed)

(15) cexp(—(l+m2)(l+§))<

by =Ty | < 00XD (10— ty— o).

2

Bei vorgegebenem hy %, hat man also hichstens ¢ Moglichkeiten fiir #,%,.
Sind a,b,a’,b" ganz und positiv, b #b, Max(b,d’') < cexp(l-+m,),
so ist

— (a—« Evl-b)’ > ¢exp (—(l-{-mz) (l—l— —i)),
ay 2
da (oy, ap)ed. Aus (15) folgt also, daB es fiir die Zahl h,k, hochstens

c(l—}—exp(ml— Ny— 0+ 1+my+ %e(l—i«mz)})

Méoglichkeiten gibt, und hier darf man noch wegen (15) den Summanden
1 weglassen. Da die Anzahl der Teiler einer natiirlicher Zahl m gleich
O(m") fir jedes 7 >0 ist, so hat (15)

(16) HORXD (Mg — My — o414 my + el emy)

Lgsungen in zulé,ssigen hyy kyy hyy ky. Pir jedes solche Quadrupel und
fir beliebig vorgegebene hy, ky, ..., by, k, mit 2™ <%y < 2™+ hat die
Menge der Punkte o = (a3, ..., a,;) des Wiirfels ¢ < o; < D, welche den
Ungleichungen (13) fiir j =3, ..., v geniigen, das MaB
pcnexp(ml—mj—n,-— e—1).

j=3
Dabei ist nach (14) h; < cexp(l+m;—m,). Die Summe der Masse aller
nichtleeren Mengen (7) der Klasse (9) ist also gleich dem Produkt von
(16), (17) und von

an

,wn exp (14 2m;—m,),

j=3
d.h. gleich ucF(l; m; n; p), wo
(18) F(l; m; n; o) = eXP(“(T"1)9+*3(l'§-"'rb2)—l—l—l—fm,l)1’] exp (m;— ny).
i=2
Das Mafl der Menge derjenigen a = (a, ..oy &), Tiir welche
(19) N (5 m; n; g5 a)

>F(l; m; n; Q)expls(+mt...+metm+... 40+ o))
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ist, ist also gleich
poexp(—e(l+my+ ...+ m4n+ ...+ 04 0)-

Summiert man diesen Ausdruck tber I,my,..., %0, %, ..., N, 0, SO
bekommt man eine konvergente Reihe. Also gilt: Die Menge derjenigen
Punkte a, fiir welche die Ungleichung (19) fiir unendlichviele Klassen
[t; m; n; o] gilt, hat das MaB Null. Daraus folgt insbesondere

Hmrssarz 1. Fast alle a = (g, ..., a) des Winfels ¢ <o <D
haben folgende BHigenschaft: BEs gibt eine (von ay, ..., a, abhingige) Zahl
00 > 0, sodaf fiir alle Klassen [1; m; n; o] des Falles I mit o > gq fol-
gende Ungleichung gilt:

(20) N (; m; m; o; a)

< F(l; m; n; g)exp(e(l+m1+...+m,—|—n1+...—i—n,—{—g)).

Fall TI. Soll ein Punkt a = (as, ..., a;) in der Menge (7) der Klasse
(9) liegen, so muB wegen (8), (11) wieder (15) gelten; die Anzahl der
zugehdorigen Quadrupel by, &y, hy, k, ist wieder gleich (16). Fir jedes sol-
che Quadrupel muB weiter

1 Ryl

_____ i<
a Kk
sein, was bei gegebenen k,, &, ein Intervall der Liinge ucexp(—1—n,— o)
fiir ag liefert. Bei festem o; und festen kg, &y, Ay, byy ey byy b, muB
(wenn 7 >3) weiter gelten:

1k 1 R

< ¢exp(—m;— n;— p)

< cexp(—m;—n;— o) (j=47--.-517)1

was ein (7— 3)-dimensionales Intervall vom Inhalt

yc”exp(fml-m,‘—nj* e—10)
j=4
gibt (vgl. (14)). Da die Anzahl der zulissigen Systeme by, k3, ...,
gleich

ht’ k‘t

,ucn exp (2my;+1—m;)

=3
ist, 80 ist die Summe der Masse aller nichtleeren Mengen (7) der Klasse
(9) gleich ucG(l; m;n; ), wo
(21) G m; n; o) .
= exp(— o(r—1)+ 1+ my+ & (l+mg)— m—ny+ 2mg) [ | exp (my—mny).
T4

Daraus folgt wie im Fall T der
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HILpssATz 2. Fast alle a = (0, ...,0,) des Wiirfels C << a;<D
haben folgende Higenschaft: Hs gibt eine (von og, ..., o, abhdngige) Zahl
00 >0, sodaf fir alle Klassen [I; m; n; o] des Falles IT mit ¢ > gp die
Ungleichung gilt:

(22)  N(;m;n;e;a)
< G(l;m; n; 0)exp (e(l+my+ .. Mot ny 4.0+ 0)).
Bemerkung. Man beachte, das
G(l; m; n; 0)exp(—my—mny) = I (I m; n; 0)0XP(— My —ny).

§ 2. Beweis des Satzes 3. In [11] wurde fiir die Form (1) folgende
Formel bewiesen (8. 228 oben):
Es sei

+DO
0(s) = Z e-m%  fir  Res > 0;

My=—00

27
B = Max——r— s
<isr &
v = z(x) sel eine fiir # > 1 definierte Funktion, 0 < #(x) < 1. Dann ist
xt+ico T d
n 07 (ay8) 6™ (€5 — 1) -
.l +'L£ i=1 s

P(x)=0 (m”‘*—l— m””‘lz{——; +

i Iztico T ds

+ z\ fB gierf(%s)e”(e"’""——l) 7 )

l+i
T Yz
Wird s = 1 /o4 it gesetzt (# > 1), so ist auf unserem Integrationsintervall
|et*—1| < K Min(1, #t),

sobald #~! < Bz~ Y? ist; dabel ist K eine absolute Konstante (vgl. die
Rechnungen in [11], S. 230, Mitte). BEs ist also

(23) P(z) = O(a"*+ a2+ R (x)),
WO
+oo T 1 H
v : a
(24) R(z) = Bf !_—11 6% (az5) Mm(;,t\)—t—z-.
V&

Im folgenden seien a;, a, mit (a;, a)e A und drei Zahlen €, D, ¢ mit
0<e<3, 0<0<Min(ay,a), D>Max(e,,a) fest gegeben. Man
setze noch z(x) = o~ fiir » >1. Wir werden zeigen: Fiir fast alle
Punkte o = (a3, ..., a;) des Wiirfels ¢ < oy < D ist

(25) Ra(&) = O (&P

icm
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(wir schreiben R, statt R). Indem man ¢,(, D drei Folgen &, 0,
C, — 0, Dy, — -+ co durchlaufen lisst, bekommt man aus (25) den Satz 3.

1

Bei gegebenem o = (a, ..., a,) teilen wir das Intervall (By 2, 4- o),
wo 2z >1, in folgender Weise.

Ist # > 1, so bilde man alle Fareybriiche h/k (7, % ganz und teiler-
fremd, 1<% < V). Zwei Fareybriiche (und ebenso zwei Medianten)
heiBen benachbart, wenn zwischen ihnen kein Fareypunkt (bzw. keine
Mediante) liegt. Dabei bezeichne ich als Medianten alle Briiche
(h+h))(k+%), wo Rjk, b’ [k’ zwel benachbarte Fareybriiche sind. Mit
F,(h, k) bezeichne ich das abgeschlossene Intervall, welches den Farey-
punkt A/k enthilt und zu Endpunkten zwei benachbarte Medianten hat.
Bekanntlich ist

h 9 h 9" ]
Ked

26 k) =|o— 2o
(26) Fy(h, k) [k Pl

wo } <% <1,3i<9'<1. Ist M eine Menge von Zahlen, ¢ eine
Zahl, so bedeute 6 die Menge aller Zahlen dm mit me M. Bei jedem

2r
i(G=1,2,...,7) iberdecken die Intervalle — F,(h,k) mit >0
]
1
wegen (26) das ganze Integrationsintervall (Bx 2, +oo), da F,(0,1)
1 1

c[—« %, 2 2]. Bel gegebenem x >1 definiere man die ganze Zahl
0>0 durch 2° <2< 2°7'. Fiir ein gegebenes System von ganzen
Zahlen

Rygeves Boy Fyy ooy kgy Mgy ooy 1y

mit

>0, O0<k<Ve, (Myk)=1, >0
sei
(27) T{h; k;n; 25 a}

1
3

die Menge derjenigen ¢ > Bz 2, fiir welche

e 2 B k) 2n 1 /‘ 2 Iy| _ 2% 1

€— L —_— e < | b —_—

g I e emiyp o ko B2

fir § =1,2,...,7 gilt. Wegen (26) iiberdecken die Mengen (27) voll-
1

stindig das Intervall (Bz 2, +oc), mit Ausnahme von abzihlbarvie-
len Punkten 2w 'hyk;y . Um also R.(¢) abzuschitzen, geniigh es, die
Beitrige der einzelnen Mengen (27) zum Integral (24) abzuschitzen.
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Aug Symmetriegriinden geniigt es diejenigen Mengen (27) zu betrachten,
fiir welche
(28) 2Nk = 2%,

(29) C 9%k, = 2"k, > ... = 2™,

ist. Wir wollen sagen, daB die Menge (27) zur Klagse [I;m; #; o] (siehe
(9)) gehort, wemnn 2'<<h <2, 2 Iy < 2™N(i=1,2,...,1).
Aug (28), (29) folgt (11), (12). Auf der Menge (27) der Klasse (9) ist

(30) 2™ < t < 02-™,
R 1
. 1 3 11
(31) a(aj (-- +it)) = pe Min( ., mﬁzi“f)
@ zémy

(vgl. [11], 8. 245, Punkt II).
Das Mal der Menge (27) ist

(32) peexp(—m;—mn;—g) im Fall I aus §1,
(33) ucexp(—my—mny—po) im Fall IL

Ist nun die Menge (27) nicht leer, so gibt es ein reelles ¢, fiir welches (8)
mit @ = 2rC~" gilt, d.h. bei dieser Wahl von & ist ae M (h; k;n; o) (vel.
§1), sodaB die Anzahl der nichtleeren Mengen (27) der Klasse (9) hoch-
stens gleich N (I;m;n; 05 ¢) (vgl. (10)) ist. Nach den Hilfsitzen 1,2 ist
fiir fast alle Punkte a = (ay, ..., a,) des Wirfels ¢ < o; < D die Un-
gleichung (20) bzw. (22) erfilllt, sobald ¢, also @, hinreichend groB ist.
Man wihle ein solches a; dann ist also der Beitrag aller Mengen (27)
der Klasse (9) zum Integral (24) im Falle I gleich (um groBere Symmetrie
zu erreichen, vergrdfiere ich an einigen Stellen ¢ zu 2 und benutze gleich
die Beziehung ¢2° < Vo < 2+

1 ) i
(34) e Min (—, 2’*’"1) p2m~2t H Min( ?

2 i1 2§mjrj

Lo Lo
,mg,fzg :77) .

1
K27 ER (1 my v @) exp (e (b my+ .. oA Mgt my b o))
Handelt es sich um die Mengen (27) einer Klasse (9) des Falles
II, so bekommt man dieselbe Abschitzung. Das sieht man sofort, wenn
man (32) mit (33) vergleicht und die Bemerkung am SchluB des §1
bertcksichtigh. Diesen Ausdruck soll man nun iiber 2' > 1, 2M=1,
1 < 2™ < Vo summieren. Man bekommt zunichst

N S 11 )
ZMm(_z_’ 21 ”‘1) 2 1(1—26)+1my — /102“""’13_2’ — #cm,(rfl)-
1
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Die Summation fiber my, n; teilen wir in zwei Schritte:

a¥Texp (my (1+ 28)+n; (hry— 1+ 2¢))

Mty
=po > o Hexp(n (hr,—2),
2M<yx
w7 exp {my (1 — 47,4 2e) —n; (1— 2¢))
oM+
Mgy

= uc E w%rf"}"'eexp(m,-(Z—%r,)).

2MigyT
Beides gibt uext” 3 fir r; < 4 und poad 7 fir »; > 4. Dazu kommt

in (34) noch der Faktor # ¥+, Im ganzen bekommt man also fiir (34)
die Abschétzung

O+ - wabw.
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