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SUR UNE EQUATION DIFFERENTIELLE FONCTIONNELLE
A ARGUMENT ACCELERE

PAR

T. DLOTKO (KATOWICE) Er M. KUCZMA (CRACOVIE)

Le but de cette communication est d’établir quelques théorémes
concernant les équations de la forme

(1) H(t,qp(t},(}:(h(t))! 9"-'['3)) =0

ou les fonctions H(t,x,y,z) et h(t) sont données et la fonction ¢(7) est
inconnue. Nous nous bornerons au cas ol ’équation (1) peut s’écrire
sous la forme moins implicite

(2) ‘F(k(t)] = g(t! @(t), ¢ (”)1

(3) g () = f(t, (1), g (R(1)).

Suivant que h(t) >t ou h(t) <t, on peut considérer (3) comme une
équation différentielle & argument accéléré ou a argument retardé.

On a consacré au cours des derniéres années plusieures publications
aux équations différentielles & argument retardé, mais bien peu a celles
a argument accéléré (voir [7] et [9]).

Un théoréeme sur existence et 'unicité des solutions de I’équation
(3) dans laquelle h(t)=t+ const>t a été démontré par Doss et Nasr
[o] et généralisé par Blaz [3] aux systémes d’équations dans lesquels

h(t)—t peut étre variable. Un autre théoréme sur I’existence des solutions

de Péquation (3) a été établi par Bielecki [1]. Les propriétés asymptotiques
des solutions en question ont été étudiées dans [2] et [4].

Nous nous proposons de résoudre ici deux probléemes suivants se
rapportant au cas h(f) = t:

I. Trouver une fonction ¢(t) satisfaisant 4 Péquation (2) dans Pinter-
valle semi-ouvert <{a,b) et & la condition initiale

(4) () =a(t) pour a<t<h(a).
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II. Trouver une fonction ¢ (t) satisfaisant a ’équation (3) dans I’inter-
valle fermé <(a, b) ou semi-ouvert (a,oc) et & la condition initiale

(3) @(a) = @p.

Nous allons montrer au § 1 que si les fonctions g(t, z, 2) et h(f) sont
de classe C*, le probléme I a une solution ¢(t) de la méme classe. Cette
solution sera+ construite & 1’aide des prolongements successifs.

I’existence des solutions du probléme II sera établie au § 2 en admet-
tant que les fonctions f(¢, @, y) et h(f) sont continues et que la premiére
satisfait &4 une condition limitant la vitesse des accroissements de la
fonction f(¢,x,y) lorsque x et y croissent infiniment.

Le § 3 sera consacré & une généralisation du théoréme de Doss
et Nasr [b] et de celui de Blaz [3].

§ 1. Admettons les hypothéses suivantes:
H1. La fonction h(f) est de classe C° pour a <t <b ol b <oo
H2. On a h(t) >t et A'(1) >0 pour @ <t < b et limA(t) = b.
b
H3. La fonetion ¢(t, z, #) est de classe C* dans le domaine D{(t, #, 2):
a<t<b, —oo<x,2< +oo}.

Vu les hypothéses H1 et H2, la fonction h(f) posséde une fonection
inverse h~(t) de classe C* pour a <t < b. Posons

Go(ta Loy ml) = g(ta Loy 3?1)9

Guir(by oy Tyyeeny Tny Bnyy) =

0 7]
[k’(‘)]q[ Gn(ly Toy oony Tn) Byt .. “i‘ G (t, @oyeery mﬂ)wﬂ“l’
n=20,1,...
Pour tout n =1, 2, ..., la fonction G, est de classe C* dans le do-
maine {a <t <b; —oco < ®y,...,0, < +oo} et toute fonction y(t) de
classe C* dans un intervalle I < {a, b) satisfait pour tout » =1, 2, ...
4 ’équation

T

d
(6) dtﬂg{kﬂ(t),w[h-l(t)],w (22 (®)]) =
| = G (h72(), (A2 ()], ..y POV R (D))

Soit ay=a et a,,, =h(a,). En vertu de H1, la suite {a,} est crois-
sante et converge vers b.

THEOREME 1. Sous les hypothéses H1-H3, si a(t) est une fonction de
classe C* pour a <t < a, et satisfait aux candztwns

(1) a"(ay) = G,la, a(a), a'(a), ..., " (@) powr n=0,1,...,
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il existe une et une seule solution ¢(t) du probléme I étant une fonction de
classe C™.

Démonstration. On a en vertu des équations.(2), (4) et (7)
a(t) pour a<t<a,,

8 1) =
e g1 (0), ¢ [A ()], ¢ [A1(1)])  pour a, <t <D
et

a(a,) = g(h~(ar), p[h(a)], ¢’ [h (a1)]) .

La fonction ¢(t) est donc bien déterminée dans lintervalle fermé
{a,a,y et on montre par induction & l'aide des identités (7) qu’elle est
infiniment dérivable au point a,. Ceci étant, 1’équation (8) définit les
prolongements successifs de la fonetion ¢ (f) aux intervalles fermés <a,, a,>,
{ay, ayy et ainsi de suite. La solution du probléme I ainsi obtenue posséde
manifestement les dérivées de tout ordre dans l'intervalle semi-ouvert
{a,b).

Le théoréme 1 garantit 'existence et fait connaitre la construction
des solutions de 1’équation (2) si les fonctions h et g sont suffisamment
réguliéres (lorsque h(t) et g(f,x,z) sont des polynémes par exemple).

Remarque 1. Sous les hypothéses H1-H3, I'équation (2) a une
infinité de solutions dans l'intervalle <a, b). En effet, on peut évidemment
admettre que a(t) = F (i) pour a <t < ¢ < a,, F(1) étant une fonction
quelconque de classe C* pour a < < ¢, et ensuite prolonger la fonction
a(t) a lintervalle <{a, a,> de maniére que la condition (7) soit satisfaite
(cf. Whitney [11]).

Remarque 2. On peut appliquer la méme méthode (et le probléme
en devient plus simple) lorsque limhk(t) >b. En effet, il existe alors un tel

tb

indice m que a,, > b. Il suffit donec d’admettre que les fonctions h(t)
et g(t,x,z) sont de classe C™, que la fonction «(f) 'est pour a <t < a,
et qu’elle satisfait aux conditions (7) pour n = 0,1, ..., m. Les formules
(8) déterminent alors la solution ¢(t) de classe C' de 1’équation (2) avec
la. condition initiale (4) pour a <t <<b (cf. [T]).

§ 2. Examinons maintenant 1'équation (3).

THEOREME 2. Admettons que la fonction f(t,.r,y) est continue dans
le domaine D{(t,z,y): a <t <b, —oco <&,y < +oo}, que la fonction
h(t) Vest dans Dintervalle a <t <b, que a < h(t) <b pour a <t<bh

et que lim h(t) = b. Admettons de plus qu’il existe des nombres M et N
tsb—0
tels que 0 < N << M et que

b

f [f(t, 2(t), (1) | dt < N lorsque |(t)] < M et |y(t)| <M

pour a<t<b.
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Admettons enfin que |p,| < M —N . Alors Véquation (3) posséde au moins
une solution @(t) de classe C' satisfaisant & la condition initiale (5), cette
solution est bornée par le nombre M et il existe des limites finies lim ¢(t)

{—b—0

et lim ¢'(t).
t—sb—0
Démonstration. Considérons dans l’espace de Banach dont les

éléments sont des fonctions continues ¢ définies dans l'intervalle fermé

{a, b) avec la norme || = max |¢(t)] un ensemble @ non-vide, fermé,
tecaby
borné et convexe, composé de fonctions ¢(f) pour lesquelles g/ < M.

L’opération
. t
(9) ?(t) = got [f(7, 0(2), 9 (h(7))) dr

définie pour les fonctions ¢(f)e® les transforme en fonctions appar-
tenant au méme ensemble, car les hypothéses admises entrainent

(10) 11l < lpol +¥ < M.

Les fonetions ¢(t) sont équicontinues dans lintervalle fermé <(a, b),

car on a
{4l

-+ —p@)] < [ |f(z, (1), p(h(r))|dr <e
t

lorsque t,t+Ateca,b), At =0 et |At| <ep' ol u = max|f(t,z,y)
dans le domaine D'{(t,x,y):a <t <b, —M <ax,y < M}. En vertu
du théoréme d’Arzela, l'opération (9) transforme donc l’ensemble @
en un ensemble compact. Il en résulte en vertu du théoréme de Schauder
sur le point invariant que 1’équation (3) posséde au moins une solution
@(t) continue, assujettie &4 (5) et bornée dans l’intervalle fermé <a, b>
en vertu de (10).

THEOREME 3. Admettons que la fonction f(t,x,y) est continue dans
le domaine D{(t,x,y): 1 =20, —oco <,y < +oo}, que la fonction h(t)
Pest pour tout t = 0, que h(t) = 0 et que |f(t, z,y)| < K pourt =0, x| < M
et |y| < M. Admettons de plus qu'il existe pour tout M > 0 un N tel que
0 <N <M et que

t
!ff(r,r(r), y(r))‘dr < N lorsque |x(t)] < M et |y(t)| < M
0

pour t=0,

les fonctions |x(t)| et |y(t)| étant supposées continues. Alors, & chaque con-
dition initiale (0, ¢,) telle que |p,| < M —N, vient correspondre aw moins
une solution ¢(t) du probléme II.
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Démonstration. Désignons par B ’espace linéaire formé de fone-
tions ¢(t) continues pour ¢ > 0 et telles que

(11) gl = sup{lq»{me-‘} < +o0.

L’espace B avec la norme (11) est complet. Soit U < B I’ensemble
des fonctions ¢(t) telles que |@(t)] < M pour t > 0. L’ensemble U est
non-vide, borné, fermé et convexe.

Examinons la transformation y(t) = Tp(t) définie pour ¢(t)e U par
la formule

t
(12) w(t) = qo,,+ff(r,qo(z), g(h(r))dr pour t>0.

On a d’aprés les hypothéses admises |y(f) < g,+N < M, d’ou
y(t)eU. Posons V = T(U). On a done V < U.

L’opération y(t) est continue. Considérons, en effet, la suite ¢, (%),
®2(t)y ..., qui converge vers ¢(t) d’aprés la norme (11). Pour montrer
que la suite y, (1) = T, (t), py(t) = Tp,(t), ... converge vers p(t) = Tp(t)
d’aprés la norme (11), il suffit d’établir la convergence de 1’expression
Sllp[q),l(t)—‘lp(!ﬂe vers 0 avee »n —oco. Or (12) entraine

t

(13)  lpa)— O] < [f((x, o), pu(h (D)) —F (7, 9(1), ¢ (h(r))) |dz
U]

pour ¢t = 0,

Soit 6, > 0. La convergence uniforme ¢, ~, ¢ dans Pintervalle <0, 6,>
entraine ’existence, pour ¢ > 0, d’un nombre N, tel que |p,—¢| < & pour
tout » > N, et tout te (0, 6,>. La continuité des fonctions f(t,xz,y) et
h(t) dans cet intervalle fermé entraine

F(tsa®y o (b)) =1(t, 000, o (1) | <en,

done [y, (t)— ()] <&, pour tout n = N, et te0, 0,>.

Vu (13), on a [y, (t)—p(#)] < 2M pour telh,, co), d’olt [y, (1) —yp(t)|e~*
< &0,e" pour tout n =N, et te(0, 0,>, et |p,(t)—yp(t) et < 2Me*
pour tout » =1 et t > 6,.

La continuité de Dlopération () étant ainsi établie, nous allons
montrer que 'ensemble V est compact. Soit dans ce but v, (£), y,(t), ... une
suite arbitraire des fonctions appartenant & V. Choisissons une suite de
nombres {6,.}, m =1,2,..., telle que lim 6, = co. Il vient pour
0<t, <t, <6, e

¥ (te) = ()] = [T @a(ts) — Toa(ty)

iy
=| [7(t, a(t), pu(h(0)) @t | < K (t,—1,).
4
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Ainsi, les fonctions w,(t), %.(f), ... sont équicontinues et on
a |ya(t)) < M pour n =1,2,... D’apres le théoréme d’Arzela, on peut
done tirer de la suite {y,(f)} une suite partielle {y,(1)}, » =1,2,...,
telle que u5(f) > '(t) dans Dlintervalle fermé <0, 6,>, la fonction y'(?)
étant continue dans cet intervalle.

En examinant la suite {y}(¢)} dans Pintervalle fermé <0, 0,), on peut
montrer d’une fagon analogue que les fonctions v (1) v sont équicontinues
et que |yL(t)] < M pour n = 1,2, ..., done qu’il en existe une suite par-
tielle {92 ()} telle que i (t) Z ¥*(t), la fonction ¢*(?) étant continue dans
cet intervalle. L’itération de ce procédé conduit pour tout m =1,2, ...
A une suite partielle {y'(t)}, n = 1,2, ..., de {yi' (1)} telle que y)'(t)=
— 9™(t) dans lintervalle fermé <0, 0,,>, les fonctions ™ (f) y étant con-
tinues. La suite diagonale i (t), 3(t), ..., ¥y (?), ... converge alors presque
uniformément dans Dintervalle (0,co) vers une fonction u(f)eU telle
que y(t) = y™(t) pour 10, 0,>. Ceci établi, fixons un nombre ¢ > 0
et posons 6, =In4Me'. Nous avons donc

(14)  sup p(t)—yh(t) e’ < sup lp(t)—yn(t) e "+ sup lp(t) — yh(t) e
=0 =020 =

On a pour le premier sommande du second membre de (14)

(15) sup lp(@)—ylh(t) et <27 "% pour =n =N,

s:‘-:t'_};ﬂ
et pour le second sommande

(16) sup |p () — k()] e < :supZMe" = 27,
=0, =0

11 s’ensuit de (15) et (16) que 'ensemble V est compact. Reste done
i appliquer le théoréme de Schauder (%).

Remarque 3. Les théoremes 2 et 3 semblent présenter un certain
intérét parce qu'il existe des équations différentielles de la forme (3) ayant
pour |go| < L une solution définie dans Pintervalle {a,b) tout entier,
ot b = h(b). Par contre (voir [9]), si |p, > L, cette équation n’a
pas de solutions qui soient définies dans l'intervalle {a,b) tout entier et
qui satisfassent & la condition (5).

§ 3. Soit maintenant f(t, #,y) une fonction satisfaisant a la condi-
tion de Lipschitz.

THEOREME 4. Admettons que la fonction f(t,x,y) est continue dans
le domaine D{(t,x,y): ay <t <A, —oo <@,y < oo}, que la fonction
h(t) Vest pour tout t =0, que h(t) =0 pour tout t = a, et qu'il existe

(!) Cette méthode de démonstration de la compacité de ’ensemble V a été
employée par Bielecki [1].
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une suite infinie croissanie de zéros {a;};_,, . de la fonction h(t)—t avec
A =lim a;. Admeltons de plus que la fonction f(t,x,y) satisfait dans

1—00

le domaine D a la condition de Lipschitz
If ¢, 2, y)—f(t, X, Y)| < Ly(t) Jo— X |+ Ly () [y — Y|
et qu’'en posant

ity

Bi= [ [Li(O)+L.()]dt,

on a B; <1 pour i =1,2,..., les fonctions L,(t) et Ly(t) étant supposées
continues pour a, <t < A. Alors Uéquation (3) a eractement une solution
@(t) définie dans UVintervalle semi-ouvert {a,, A), continue, de méme que
sa dérivée, dans cet intervalle et satisfaisant & la condition (5).
Démonstration. La transformation (11) définie pour les fonctions
®(t) continues dans l'intervalle fermé (a,, a,)> avec la métrique |jp— y| =

= max |p(t)—y(f)| satisfait aux hypothéses du théoréme de Banach
ag=tl=a;
sur le point fixe. ‘En effet, il est connu que 1'espace des fonctions ¢ (t)

en question est métrique et complet 11 suffit donc de poser p(t) = Ty(t)
et ¢(t) = Tp(t) pour avoir [|g—p|| < f[L () +Le()]dt o — |l < Bollp—yll.

D’aprés le théoréme de Banaeh sur le point fixe, 1’équation (3)
a exactement une solution ¢,(t) satisfaisant & la LOIld.lthIl (5). On peut
construire cette solution par la méthode des approximations successi-
ves. On peut construire d’une maniére analogue la solution ¢, () de
I’équation (3) dans I'intervalle fermé {(a,, a,> satisfaisant 2 la condition
initiale ¢,(a;,) = ¢o(a,), ol ¢y(t) est la solution trouvée de I’égquation (3)
dans Pintervalle {(a,, a;>. Il suffit de montrer que
(17) P1(a) = golay).

Les égalités ¢,(a,) = ¢(a;) et h(a,) = a, entrainent en vertu de
Ihypothése sur la continuité de la fonetion f(¢,x,y)

4 ]-E:nlnf (t: @(t), ¢ (k(tJ)) =t_>ljrn10f (t$ 1 (), f.irl(}[" (t”) s

d’ou Pégalité (17). Reste & procéder par induction en appliquant la méme
méthode pour tout <a;, a; ,> ou i>2

Remarque 4. Un théoréme analogue sur équation (3) a été établi
en 1953 par Doss et Nasr [5] en admettant que h(t)—t = const > 0,

que f [Ly(t)+Ly(t)]dt = B < 1 et qu'’il existe un point (x,, y,) pour lequel

J1f(t, @0, yo)|dt < co. Ce théoréme a été étendu par Blaz [3] aux syste-

mes des équations dans lesquels h(f)—t = 0.
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