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SUR LES FORMULES
DONNANT DES NOMBRES PSEUDOPREMIERS

PAR

A. ROTKIEWICZ (VARSOVIE)

Sierpiniski [2] a établi par linduction existence d’une infinité de
nombres pseudopremiers (c’est-a-dire des nombres composés n tels que
n|2"—2). Les théorémes qui suivent contiennent quelques formules
donnant directement une infinité de tels nombres.

THEOREME 1. Soit p wn nombre premier. Les mombres (2°"—1)/3
pour p >3 et les nombres (2°°+1)/5 pour p > 5 sont pseudopremiers.

Démonstration. Erd6s [1] a montré que les nombres (2°”—1)/3,
ou p >3, sont pseudopremiers. Vu que (2°°+1)/5—1 = (4"—4)/5 et
p>5, on adp|(2”+1)/5—1, d’ou

9p r
ﬁ}_ N [ s 9@*P+1)5-1__ 4 2 2l 2115 _o
Le nombre
241 (274 1— 2PN (9P 1 1 | o@+12)

b5 5

est donc pseudopremier, puisque 2°-+1—2P+V2 > 5 pour p > 5, ce qui
achéve la démonstration.

Posons maintenant F, = 2*"4+1 pour n =1,2, ...

THEOREME 2. Pour qu'un produit FoFoyeo By 0% My My oeny My
sont des mombres naturels et k >1 soit un nombre pseudopremier, il faut

et il suffit que Uon ait
n; # Ny pour i #j et 2mIn(MLN2.LM) - max (g, Noy ..y M)

Le théoréme 2 a été démontré en 1904 par Cipolla [3]. Le probléme
se pose s’il existe pour tout entier ¥ > 1 un nombre pseudopremier qui
soit un produit de ¥ nombres de Mersenne distincts. Le théoréme suivant
en est la réponse affirmative:
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THEOREME 3. Quels que soient k nombres naturels n, << n, < ... <ny
ot ny, < 2™, le nombre
F‘R 1“?’! ‘F'Hr
M=(2 "—1)(2 *=1)-...-(2 *—1)
est pseudopremier.

Démonstration. L’hypothése n.< 2 entraine =1 < 2™,
d’ou 2! | Fay—1 = 22" ot 2 plus forte raison 2"1+1|F,,i—1 pour
1>1, On a don¢ pour ¢ =1,2,...,k et j=1,2,...,k la relation
2"+l | F,. —1, d’ont

# i1 Fni—l ¥y
?11221. _'112 _'1|2 —2
Vu que (Fy,, n,)—l pour % # j, 011&])011)‘.‘]——12 ..y k la re-

1}.1

lation jr?‘ﬂ,t1 g ,,k1 2 7'—2, dou

Fy
2 7—1 =1(mod F, Fy,...Fy)

Fn F‘H- Fn.
et M =(2"'—1)(2 *—1)...2 *—1) =1(modF,F,,...F, ). Par con-
séquent,
I‘ ﬂ ﬂ 'H o b
2 _1]2 j il R‘_‘l|2:|-f—l_-1|2..}f_
Fy, (Fp, Fﬂ
et comme (2 ‘—1,2 —1)=2 " Y it i =i pour ¢ #j, on

a M |2"—2 ce qui achéve la démonstration.

COROLLAIRE. Les nombres de la forme (277 —1)(2"n+1—1) sont pseudo-
premiers pour n = 2,3, ...

Remarque 1. Il n'existe pas de nombres pseudopremiers divisibles
par un carré d’un nombre de Mersenne.

En effet, en supposant que M iz | 9" _g pour un x naturel et un

M, = 2"—1, on aurait M; | 2M~1_1 et le nombre 2, qui appartenant
modulo 2"—1 & ’exposant n, appartiendrait modulo (2"—1)* & exposant
n(2"—1) (voir mon travail [5], p. 6-7, et celui de LeVeque [6], p. 52).
On aurait done n(2"—1)| Miz—1, ce qui est évidemment impossible.

THEOREME 4. Chacune des progressions arithmétiques 8k+1, 8k+3,
8k+5 et 8k-+ T contient une infinité de nombres pseudopremiers.

Démonstration. Les nombres F,F,. , ou n =2,3,..., qui sont
pseudopremiers d’aprés le théoréme 2, sont évidemment de la forme 8k 1.

11 est facile de voir que les nombres 2¥7¥ni1_1 ot n = 2, 3, ... sont
aussi pseudopremiers; or ils sont évidemment de la forme 8k 7.

D’aprés le théoréeme 1, les nombres (2°”—1)/3 ou p est premier et
p >3 sont pseudopremiers; or on constate facilement qu’ils sont de la
forme 8%-5.

Enfin, les nombres

2P+1 2P—1  2¥—1

N, = e
P 3 4?—1)3u? 1)
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ol p = 1(mod 12) sont des nombres psendopremiers de la forme 8k+3.
En effet, soit N, = r(mod 8), donec :

(2°+1)(2%—1)(2%—1) = 3-7-31(2*—1)*r(mod 8).

Vu que p > 13 par hypothése, il en résulte que 1 = 3r(mod 8), d’ou1
7 = 3(mod 8) et N, = 3(mod 8). Reste donc & montrer que le nombre
N, est pseudopremier. Or on a 9-5 | 2¥—1|27~'—1 en vertu de I’hypo-
thése admise sur p et lidentité (2°+1)/3—1 = 2(2°-'—1)/3 entraine

2P 41
(4) 30p +1_
3
Pareillement, l'identité
2P _ 1 B (2”_1—-1)(22”“—}—2”“——6)
7(2°—1) " 7(2°-1)
entraine
2% —1
30 | —————
(3) p[,{(zp_n 1
et lidentité i
2% _1 B (29-1_1)(2w+1+2ap+s+22p+s+2p+4__30}
31(2°—1) 31(2°—1)
entraine
2% 1
6 —_— 1
B |31y
Il résulte de (4)-(6) que
(7) 30p | N,—1.

Les nombres (2°+1)/3, (2¥—1)/7(2"—1) et (2"—1)/31(2"—1)
sont deux & deux premiers entre eux, car 2°+1 | 2%+1, 2741 | 2% -1
et (2741,2%—1) = (2% 4+1,2%—-1) =1, d’ou

(2”—}—1 2% 1 ) (2”-{—1 2% .1 )
y i) = y =1
3 '7(2°—1) 3 ’31(2°—1)

et comme (2¥—1,2%—1)=20"P_1 —97_1 on a aussi

2331__1 251?__1
_— | =1
(7(2”—1)’ 31(2”—1))
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En écrivant les relations (4)-(6) sous la forme

P ip__ | 5
2 +1 23039’__1’ 2 1 52303‘1__1 ot 2?—1 23635__1’
72" —1)| 31(2°—1)
on conclut done de (7) que N, | 2 —1 | 2¥»~1—1 | 2¥2— 2, ce qui prouve
que le nombre N,, est pseudopremier.

Remarque 2. On peut démontrer que le plus petit nombre pseudo-
premier de la forme 8%+ 3 est le ndmbre 1387 = 19-73.

J’ai démontré (voir [4]) que toute progression infinie de la forme
ar+b ou a et b sont des nombres naturels premiers entre eux contient
une infinité de nombres pseudopremiers.
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