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Ehresmann [3] a démontré I’équivalence des théories des deux no-
tions indiquées au titre de ce travail. Toutes les deux sont des théories
non-élémentaires, car il y a dans chacune d’elles un axiome contenant
une variable qui parcourt une famille d’ensembles. En rejetant les axio-
mes non-élémentaires, les deux théories cessent d’étre équivalentes. Le
probléme se pose done d’y remplacer les axiomes non-élémentaires par
certaing axiomes élémentaires qui suffiseraient pour démontrer 1’équi-
valence des deux théories ainsi formées et dites des extensions élémentaires
du grupoide inductif et du pseudogroupe respectivement.

Le travail présent apporte certaines solutions de ce probléme. Les
résultats partiels ont été publiés dans mon travail [1].

Les signes logiques A, V, =, <, A, V, et ¢ seront employés
dans leur sens usuel. Le symbole V/,, exprimera 1’existence d’un « unique.
Au lien de V.. ¢ et As.c leurs abréviations V. et A, seront employées
fréquemment ou méme le quantificateur général A, précédant un axiome
ou théoréme sera supprimé tout & fait.

1. Considérons d’abord les axiomes d’Ehresmann sur le groupoide
inductif et certaines conséquences de ces axiomes.

AxtoME I.1. [(2-y)-2¢C Ax-(y-2)eC] = (v y)-z =2 (y'?).

DerFiniTION 1.1, @eC, g 2e0ANyeo[(@yeC =2y =y)A(Y-veC =
=>yz=y)].

AxI0ME L.2". Az.cVigec,2 YeC.

AXIOME L.2". AzioVigec ¥ ®eC.

DErFINITION 1.2°. ¥ = ax z (yeCona-yel).

DEFINITION 1.2"., ¥ = ﬁwd«g(yeoo/\y-mem.

AxtoME L13. 2-yeC < av = fy.

AxiomE 1.4'. #-yeC = a(z'y) = ay.

AxioME 14", z-yeC = f(z-y) = pa.

AXIOME L5. AzeoVyeo(¥ @ = ar Az Y = po).
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AxIoME L6. (2" SzAy' 3ynra’ -y eChre-yeC)=a' -y 3x-y.

AXIOME L7. 232y = V(@ S Ay’ Synz =a'y').

AXIOME I.8. (3yAyeCy) = xeC,.

AXIOME 1.9. 23 ay = Vi (¥ 3yre = ay’).

AxioME 1.10. (z3yAy32) =z 3 2

AxtoME L11. Ap(z=3y, < x=Y,) =Y, = ;.

AXIOME L12. Aucof(Azca®3¥) = VeV 3YA (Azea®3Y) A
A Npree((Azeaz=3y") =y 39"}

Les axiomes I.1-1.5 avec les définitions 1.1, 1.2° et 1.2'"" déterminent
la structure du groupoide ([2], p. 2-3) et les axiomes 1.6-1.12 y on été
ajoutés par Ehresmann pour déterminer la structure du groupoide inductif
([3], p- 307). En particulier, ¢ (y) désignant la classe des tous les éléments x
tels que <3y, les axiomes I1.6-1.8 signifient que ¢(y) est un foncteur gé-
néralisé covariant ¢ en € ([2], p. 7-8). Les axiomes 1.9-1.12 coincident
avec les axiomes 1)-4) de [3], p. 307.

Le systéme composé d’axiomes I.1-I1.12 et de définitions 1.1, 1.2’
et 1.2" sera dit le systéme I et chaque formule n’exprimée qu’a l'aide
de signes logiques et de notions déterminées par le systéme I sera quali-
fiée formule du systéme 1. Deux formules du systéme I s’appeleront duales
lorsque 'une se transforme en l'autre par substitution simultanée de «
a f et § 4 a et, dans chaque produit, par l'inversion de Pordre de ses élé-
ments, toutes les autres notions restant intactes. Une formule duale
d’elle-méme s’appellera ipso-duale. De méme, un systéme d’axiomes sera
dit ipso-dual lorsque leur produit logique est une formule ipso-duale.

ReEMARQUE 1.1. 11 est évident que le systéme I devient ipso-dual,
en y supprimant I’axiome 1.9, donc ¢’ étant un théoréme résultant du
systéme I dépourvu de 'axiome L9, la formule ¢’ duale de ¢’ est aussi
un théoréme résultant de ce systéme d’axiomes.

On a les théoremes suivants sur le systéme I:

THEOREME 1.1. Les axiomes 1.2', 1.2, 1.5 et les définitions 1.1, 1.2’
impliquent que Ag.c,0v = & = fa.

Démonstration. D’apres 1.5, il existe pour tout xeC, un y tel que

(1) Yo = ax et (2) z-y = fu,
done
(3) y-xeC et (4) xyeC.

D’aprés la définition 1.1, on a =y en vertu de z<C, et de (3),
d’olt y = ax en vertu de (1). Par conséquent, y<C, d’aprés la défini-
tion 1.27.

D’aprés la définition 1.1, on a y-@ = z et -y = @ en vertu de yeCy,
(3) et (4), ce qui entraine la theése du théoréme en vertu de (1), (2), I1.2°
et 1.2,
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TueorREME 1.2. L’axiome 1.9 résulte des axiomes 1.1-1.8.

Démonstration. Nous allons démontrer d’abord que z—<Say en-
traine 'existence d’un y’ tel que ¥y’ 3y et # = ay’, et ensuite que cet y’
est unique.

D’aprés 1.8 et la définition 1.2', x3 ay entraine zeC,. D’aprés L5,
il existe un z tel que

(1) yz=py et 2y=ay;

on a donec z=3z+y et on en conclut en vertu de I.7 qu’il existe un 2’ et
un y’ tels que

(2) 23z, (3) ¥y 3y et  (4) =2z 9.
D’aprés 1.4°, (4) entraine ax = ay’, d’ou en vertu du théoréme 1.1
(b) ay' = x.

Les propriétés (3) et (5) de y’ sont bien celles qu’il s’agissait de
prouver.

Admettons & présent qu’un y’’ posséde les mémes propriétés, & savoir
que

(6) Y3y et (7) ay” = a.
En vertu de 1.3, I.4"” et (4), on a

(8) az’ = By’

et fx = p2’, d’onr

(9) pz' ==

en vertu du théoréme 1.1. D’aprés 1.3, on conclut de (7) et (9) que
(10) Y2 eC

et d’aprés 1.6, on conclut de (6), (2), (10) et (1) que y"' -2’3 fy. On a done
y''+2' ¢C, d’aprés 1.8. Il en résulte en vertu de ’axiome I.4' et le théoréme
1.1 que "2 = a(y"-2') = a2, Aot y''-2' = fy’ en vertu de (8). On
a done
(11) (y"-2")y =y

Enfin, on conclut de (7) et (4) que y"' =y ay” =y =y"-(2"y"),
ce qui entraine y”’ =y’ en vertu de L1 et (11).

REMARQUE 1.2. D’aprés le théoréme 1.2, le systéme I équivaut
& lui-méme dépourvu de ’axiome 1.9 et d’aprés la remarque 1.1, le dernier

systéme est ipso-dual. Nous pouvons done désormais nous borner & dé-
montrer un seul de tout couple de théorémes du systéme I dont 'un est



166 L. DUBIKAJTIS

dual de l’autre. Pour cette raison, les théorémes (et définitions) qui se
correspondent par dualité en question porteront les mémes numéros
avec un ' ou un '’ respectivement. Le théoréme suivant est évident:

THEOREME 1.3. Les axiomes 1.10 et I.11 entrainent Vimplication
@3y ny3a) = (¢ =y).

THEOREME 1.4. Les axiomes du systéme I entrainent A,y-=3y.

Démonstration. Soit A la classe de tous les x tels que =3 y:
(1) wed < x3y.

On a donc Az 423y, d’olt Pexistence en vertu de 1.12 d’un y’ tel que
(2) y 3y et (3) Neca®3y'.

Or, (1) et (3) entrainent I'implication #<3y = x 3y’ et (2) entraine
Pimplication inverse z 3y’ = 3y en vertu de 1.10. Ainsi, 23y’ < 3y,
d’out " =y en vertu de I.11 et par conséquent y <3y en vertu de (2).

THBEOREME 1.5. Les axiomes du systéme 1 entrainent Vexistence d’un 2z
le plus petit; en formule: V,A\yz2=3y.
Démonstration. Soit A la classe vide. Il est évident que
Azea®=3y pour tout y.
On en conclut en vertu de I.12 qu’il existe un y’ pour lequel
/\u“[( f\xedm-% y”) = y,%y”]'

A étant vide, on a Ay Ag 423y ; par conséquent, la formule qui
précéde prend la forme A,y 3y”, ce qui montre que z =y’ satisfait
a la thése du théoréeme.

TutorREME 1.6. Les axiomes du systéme 1 entrainent
AegVele 3@ A28y A Nat[(Z B30 A2 3Y) = 2" 32]}.
Démonstration. Soit 4 la classe déterminée par la condition
(1) ued < (u3zAu3y).

On a done Ay, 4% 3@, d’ol il résulte en vertu de I.12 'existence d’un
x' tel que

(2) @32, (3) Aueau=320" et (4) Aen[(Aueauw=32") =>a'32"].

D’une fagon analogue, on a A, 43y d’aprés (1);il existe done en
vertu de I.12 un %’ tel que

B) 93y, (6) Aueau3y" et (7) Apn[(Aucau39") =y 39"].
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On conclut de (7) et (3) que y' 32’ et de (4) et (6) que o' <y’.
On a par conséquent #’ =y’ en vertu du théoréeme 1.3. En posant

8) = =y,
on a donc d'une part
9) (#3xrz23y)

d’aprés (2) et (5) et d’autre part, pour tout » tel que u3z et w3y,
on a ued d’aprés (1), d'ol v-32, d’aprés (3) et (8). Ainsi,

(10) Au[( 232 AUu=Y) =>u=32].
Les conditions (9) et (10) forment la thése du théoréme.

2. Considérons & présent un nouveaun systéme d’axiomes, qui sera
dit le systéme II. Tous les axiomes de ce systéme étant élémentaires, je
propose d’appeler groupoide inductif élémentaire la structure déterminée
par ce systéme d’axiomes.

Les axiomes IL.1-IL.5 et les définitions 2.1, 2.2" et 2.2"" de ce systéme
seront les mémes que les axiomes I.1-I.5 et les définitions 1.1, 1.2%, 1.2"
respectivement. En voici les autres:

Axiome I1.6. 23 .

Axtome IL7. (x<3yAy=32) >0 =1Y.

Axioms II.8, (x3yAy32) =>aw=32.

AxioME IL9. (x=3yAyeCy) = xeC,.

AxtoME I1.10. (2’ 32 Ay 3yAx -y eCrxyeC)=a'y' 3z y.

AxioME I111. (222 yAz-YeC) = Vay (@ 32AYy 3ynz =a'+y').

AXIOME IL12. AgyecyVeec{z 3 2A2 3 YA Aareo [(2" Bz Zy) =
= 2'32]}. :

11 est évident que les axiomes du systéme I résultent de ceux du
systéme I, car I1.8-11.11 coincident avec les axiomes 1.10, 1.8, 1.6 et 1.7
respectivement et les axiomes IL.6, II.7 et IL.12 résultent directement
des théorémes 1.4, 1.3 et 1.6. Il est aussi facile &4 montrer que les axiomes
1.1-1.11 résultent des axiomes du systéme II. Dans ce but, il suffit de le
montrer pour les axiomes 1.9 et I.11. En effet, 1.9 en résulte en vertu du
théoréme 1.2, et 1.11 est une conséquence directe des axiomes IL.6 et IL.7.

REMARQUE 2.1. Il est ainsi établi que le systéme II est plus général
que le systéme I et que le systéme I dépourvu de I'axiome I.12 est plus
général que le systéme II.

REMARQUE 2.2. Le systéme II étant ipso-dual, tout théoréme dual
d’un théoréme qui résulte de ce systéme d’axiomes en résulte également.
On peut par conséquent en omettre la démonstration.
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Nous allons maintenant développer un peu la théorie du groupoide
induectif élémentaire.

D’apreés la remarque 2.1, I’axiome I.9 résulte des axiomes du systéme IT.
Le théoréme suivant est donc valable dans ce systéme:

THEOREME 2.1'. 2=3ay = V1, (¥ 3y Az = ay’).

En vertu de la remarque 2.2, le théoréme qui suit, dual de 2.1, peut
donc étre admis sans démonstration.

THEOREME 2.1". 238y = V. (¥’ 3y Az = By’).

Désormais, la plupart des théorémes ayant leur dual déja établi
ne seront plus formulés explicitement.

THEOREME 2.2. 23y = az -3 ay.

Démonstration. Soit #3y. En vertu de II.2’ et des définitions
2.1 et 2.2/, il existe donc un ay tel que

(1) ayeCy et (2) yay =y,
d’olt #3y-ay. Il en résulte d’aprés II.11 D'existence de z et u tels que
(3) U= ay et (4) r=2zu,

d’out ueC, en vertu de IL9 et (1). On a donc u = az d’aprés (4) et la
définition 2.2’, et # = 2z d’aprés la définition 2.1. Ainsi, # = ax et il ne
reste qu’a appliquer (3).

THEOREME 2.3". (2, 3YA@,=3Y A axy, = ay) = &, = 5.

(’est une conséquence directe de 2.1’ et 2.2’.

THEOREME 2.4'. (2, 3Y A2, =3y A axy, 3 ap,) = 2,3 5.

Démonstration. L’hypothése x, 3y entraine d’aprés 2.2’

(1) ’ ax, =3 ay
et 'hypothése ax, < ax, entraine d’aprés 2.1’ lexistence d’un z tel que
(2) 2=z, et (3) az = ax,.

Enfin, ’hypothése z, < y entraine d’aprés (2) et II.8 2<3y. On a donc
d’aprés (3) et 2.3' z = @»,, Aot 2,3z, d’aprés (2).

THEOREME 2.5. L’élément z dont Vexistence résulte de Vaxiome 11.12
est déterminé par cet axiome dune maniére univoque.

Démonstration. Si 2, et 2z, satisfont aux conditions de laxiome
I1.12, on a 2,32, 2,3y et A [(¢ 3xA2 3y) =2 <32,]. On en conclut
immédiatement que z,-32,. D’une maniére analogue, 2z, 3z,. Reste & ap-
pliquer I'axiome IL.7.

On est conduit par IL.12 et 2.5 & la
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DEFINITION 2.3. 2 =&Y o {z,yeConz3cAn23YN A (SN S
y) = ' 3z2]}.

Les théorémes suivants en sont des conséquences directes:

THEOREME 2.6. Azyco,Viecc? =& N Y.

THEOREME 2.7". Azycc,® Y32

THEORBME 2.8. (#,yeConz30xA23Yy)=> 232 y.

THEOREME 2.9. Azy.c,® ~ YeC,.

THEOREME 2.10. Agy.cp® N Y =Y N &

Nous allons établir encore quatre théorémes qui suivent:

THEOREME 2.11. Agy.c (8 ny) n2z2 =2~ (¥ ~2).

Démonstration. En posant % = (x ~y) ~n2, on a d’aprés 2.7
w3z et u3w ~y, dol

(1) w3 et (2) u=3y.

On conclut de u=3z, (2) et 2.8 que w3y ~ 2z et, comme y ~ zeC,
d’aprés 2.10, on a w32~ (y ~2) en vertu de (1) et du théoréme 2.8, c’est-
-i-dire (¢ ~ y) ~ 2232~ (y ~ 2). La démonstration de la relation inverse
est analogue. L’égalité 4 démontrer en résulte d’aprés l'axiome ILT7.

THEOREME 2.12. (2=3yAyeCy) <=z~ y = @,

Démonstration. En admettant que z 3y et yeC,, on a xeC, d’aprés
11.9. Vu que 23« d’aprés I1.6, on vérifie aisément que 2z = x satisfait
aux conditions de la définition 2.3, done que # ~ y = x. L’implication
inverse résulte directement de la définition 2.3.

THEORBME 2.13. (¥, 2eConeSy) =2~ 23y n 2.

Démonstration. Les hypothéses entrainent xzeC, en vertu de IL.9.
On en conclut en vertu des théorémes 2.7" et 2.7 que z ~ 2323y et
x ~ 232, d’ou la thése & démontrer d’apres I1.8, 2.9 et 2.8.

THEOREME. 2.14'. AyAzec,V1:(23YAN02 = ay x).

Démonstration. L’axiome IL.2' et la définition 2.2" entrainent
Pexistence d’un ay tel que ayeC,. En vertu de 2.6 et 2.7’, il existe donc
pour tout zeCy un w = ay ~ x tel que w3 ay, ce qui entraine en vertu
de 2.1’ Pexistence d'un z tel que 23y et u = az.

Reste & démontrer l'unicité d'un tel 2. Or si 2z, Sy, 2,3y et ag; =
= ay ~ & = aZ,, on a nécessairement 2, = 2, en vertu du théoréeme 2.3".

Le théoréeme 2.14' qui vient d’étre démontré et son dual conduisent

aux définitions suivantes:

DEFINITION 2.4'. 2 = y(&) & (xeConz3Y Aaz = ay ~ o).

DEFINITION 2.4, 2z = (2)y b (xeCon2=3Y APz = Py ~ o).
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REMARQUE 2.3. La forme de ces définitions met en évidence la dua-
lité des notions y(x) et (#)y. En remplacant donc y(z) par (z)y et réci-
proquement dans une formule ¢, en méme temps que toutes les autres
notions qui y figurent par leurs notions duales, on obtient la formule
duale de ¢.

Voici quatre conséquences directes de la définition 2.4" et du théo-
réme 2.14':

THEORBME 2.15". AyAzcc,V1:2 = ¥(%).

THEOREME 2.16°. y(x) 3.

THEOREME 2.17". a[y(2)] = ay ~ .

THEOREME 2.18". y(ay) = ¥.

On les verra intervenir dans les démonstrations des théorémes sui-
vants:

THEOREME 2.19". (#3y AzeCy) = 2(2)3y(2).

Démonstration. L'existence de x(z) et de y(z) résulte de I'hypo-
these 2ze¢C, en vertu du théoréme 2.15’, et I’hypothése <3y entraine
ar ~z=3ay ~ z d’aprés 2.2 et 2.13. Il en résulte d’aprés 2.17° que

(1) a[z(2)]3 aly(2)]
et on a d’aprés 2.16’
(2) y(2)3y ot (3) @(2) 3.

Enfin, # 3y entraine d’aprés (3) et I1.8 que z(2)3y. La thése & dé-
montrer s’ensuit en vertu de (1), (2) et du théoréme 2.4.

THEOREME 2.20°. (2, 3@, AZyeCy) = y (@) 3y (2y).

Démonstration. L'existence de y(z,) et y(«,) résulte du théoréme
2.15" et de laxiome IL.9. L’hypothése x, 3, entraine ay ~ z, <3 ay ~ @,
en vertu de 2.13 et 2.10, d’oit a[y(z,)] 3 a[y(x,)] en vertu de 2.17’. On
a y(»)3y et y(x,)3y en vertu de 2.16, d’ou y(z,) 3y (x,) en vertu du
théoréme 2.4°.

TaEoREME 2.21°. (2)y = y(a[(z)y]).

Démonstration. En posant z = (z)y, on a 23y d’aprés 2.16",
donc az3 ay d’aprés 2.2’ et a2z ~ ay = az d’aprés 2.12. Vu que 23y et
azeCy, la thése 2 = y(az) en résulte d’aprés la définition 2.4".

THEOREME 2.22'. (zeCyAy-zeC) = (2)[y 2] = (w)y-(a[(:c)y])z.

Démonstration. En posant % = a[(z)y], on a

1) @)y = y(u)
d’aprés 2.21°. L’hypothése y-2¢C entraine en vertu de II.3
(2) ay = f.

On a a[y(u)] =ay ~u et p[(u)z] = pz ~u en vertu des théore-
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mes 2.17' et 2.17" respectivement. Par conséquent, a[y(w)] = f[(u)2]
d’aprés (2), d’ot a[(z)y] = B[(u)z] d’aprés (1). On a done d’aprés IL.3

(3) (@)y-(w)zeC.
Le théoréme 2.16"" entraine
(4) (@)[y-2]13y-=

et [(#)y =3y A (u)2=32], ol en vertu de I’'hypothése que y-z<C, de (3)
et de II.10,

(5) (@)y-(u)z3y-2.

Enfin, on a f{(x)[y-2]} = ply=z]l ~a =y~ et fl(x)y (u)2] =
— Bl(z)y] = By ~ @ en vertu du théoréme 2.17" et de l'axiome IL4",
done f{(z)[y-21} = Bl(@)y-(u)z]. La thése & établir en résulte d’aprés
(4), (5) et 2.3".

THEORBME 2.23". Azy.c,[2(2)](y) = 2(@ ~ ¥).

Démonstration. On déduit du théoréme 2.16' par une application
itérée que
(1) [2(2)](y) 32 et (2) 2(e ny)3%.

On a daprées 2.17" af{[2(2)](¥)} = al2(@)] "y = (r~nx) Yy et
al2(@ ~ 9)] = az ~ (2 ~ y), Pout a{[2(2)] (1)} = alz(z ~ y)] Lapres 2.11.
La thése & démontrer en résulte en vertu de (1), (2) et 2.3".

THEOREME 2.24. Az, a0, (@) [¥(22)] = [(21)y](2a)-

Démonstration. Posons
(1) Y= (@)Y et (2) Yo = (@)

ol @, 2y¢C,y. On a y,3y d’aprés (2) et 2.16", d’ott (@)Y, 3 (2,)y d’apres
2.19"”, c’est-a-dire (@,)y,=3¥,. Il en résulte d’aprés 2.2" et 2.13 que

(3) al(@)yas] » 2y Say; N X,
On a (2,)y, = Ya(al(®1)y,]) = [¥(x:)](a[(2,)y.]) d’aprés 2.21; done
(4) (@)Y = Y[ ~ a[(#)¥s])

dapres 2.23'. On a aussi y,(@y) = [(@)y1(z:) = [y(al(z)y])](z.) =
= [y (ay,)](x,) d’aprés 2.21°, done

(5) Y1(@s) = y(ay, ~ @)
d’aprés 2.23’. Enfin, il résulte de (3), (4) et (5) d’apres le théoréme 2.20'
que (#1)Ys=3 Y1 (@)

On établit pareillement, en comparant [y, (x;)] et py,, la relation
réciproque ¥, (@,) =3 (#,)y.. Reste & faire appel & laxiome ILT.

THEOREME 2.25. AgzyV1:R = x(Py): (ax)y.
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Démonstration. Les éléments x(fy) et (ar)y étant déterminés
d’aprés 2.15" et 2.15"" d’une maniére univoque, il suffit de montrer que
alz(By)] = B[(aw)y]. Or cette égalité résulte directement des théordmes
217" et 2.17".

DEFINITION 2.5. oy = z(fy) (ax)y.

I1 est facile de voir que 'opération y o @ est duale de zo y.
L’opération woy sera dite pseudomultiplication du groupoide C.

THEOREME 2.26. A,,V .2 = zoy.
C’est la forme que prend le théoréme 2.25 en appliquant la défini-
tion 2.5,

THEOREME 2.27. (xoy)oz =20 (y o 2).

Démonstration. Posons u = (ax)[y(B2)]. On a done u<y d’aprés
2.16" et 2.16", d’out d’aprés 2.2" et 2.12

(1) au ~ ay = ai

En appliquant successivement la définition 2.5, P’axiome II.4"7, le
théoréme 2.22’, la définition de u, 2.23", (1), 2.18" et 2.23’ il vient

2o (yoz) = »(B[y(B2) (ay)2]): (az)[y(Bz)- (ay)2] =
= 2(B [y (2)]): (ax) [y (B2)- (ay)z] =
= a’(13[.@'(1!‘3’2)1}'I(a»’ﬂ)[?}'(ﬁ’z)]'(t:t[(t'm)[y(ﬁz)]]) [(ay)2]} =
= 2(B[y(B2)]) {u-(au)[(ay)z]} =
z(Bly(B2)])- [u- (au ~ ay)z] = z(By (B2)]) [u- (au)z] =
= [x(ax)](B[Y(B2)]): [u-(au)z] = z(aw ~ B[y (p2)]) [u- (au)z].

11 en résulte que

Il

(2) 0 (yo2) = a(fu):[u-(au)z],

vu que fu = ax ~ f[y(fz)] d’aprés la définition de u et en vertu de 2.17".

Comme on a en méme temps u = [(ax)y](fz) d’aprés 2.24, un pro-
cédé analogue conduit & Dégalité (xo y)oz = [z(fu)-u]-(au)z qui en-
traine la thése du théoréme en vertu de (2) et de II.1.

THEOREME 2.28'. yeCy = oy = x(y).

Démonstration. L’hypothése entraine (ax)yeC, d’aprés 2.16"
et IL.9, d’ou zoy = x(By):(aw)y = x(By) d’aprés les définitions 2.5
et 2.1. Il en résulte la thése du théoréme, car fy = y d’apres le théoréme 1.1.

THEOREME 2.29. 2 =2 ~ y < (2, yeCy A2 = @0 ¥).

Démonstration. Si z =2 ~y, on a x,yeC, d’aprés le théoréme
2.7". 11 suffit donc de prouver que

(1) tNy=x0y
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pour tout couple &, yeC,. En effet, on a d'une part d’aprés le théoréme
2.7 et d’autre part d’aprés les théorémes 2.9 et 1.1

(2) rNYy3T et (3) a(@ny)=xnyY
respectivement. De méme, 2.16" et 2.17" entrainent

(4) w(y)3» et (5) cafz@y)]=avny=x~y
respectivement. On conclut de (2), (4), (3), (5) et 2.3" que # ~ y = z(y),
ce qui entraine (1) d’aprés 2.28’.

THEOREME 2.30. Ay [2eCAz0o® = z].

Démonstration. D’aprés le théoréme 1.1, on a 2 = ax pour tout
2eC,. 11 en résulte wo z = (z) = w(aw) = x d’aprés 2.28" et 2.18', et
la définition 1.1 entraine xeC.

THEOREME 2.31. Agzy.c,@ 0 YeC,.

THEOREME 2.32. Azy.c,20Y = YO &.

Les deux théorémes sont des conséquences immédiates des théo-
rémes 2.9, 2.10 et 2.29.

THEOREME 2.33". =3y < & = y O az.

Démonstration. On a d’une part yo ax = y(ax) d’apres 2.28',
d’olt
(1) yoarsYy
d’aprés 2.16’. En admettant que =<3y, on a d’autre part ar= ay d’apres
2.2, d’olt
(2) ax ~ ay = ax
d’aprés 2.12. On a en outre
(3) a[yo az] = a[y(ar)] = ay ~ ax

d’aprés 2.28' et 2.17'. On conclut de (2), (3) et 2.10 que az = a[y o azr],
d’olt # = yo ax d’aprés 3y, (1) et le théoréme 2.3".
Réciproquement, on a y o ax = y(ax) 3y d’apreés 2.28" et 2.16’, done
r=9yoar=x 3Y.
THEOREME 2.34.  =yoax <o = froy.
(Pest une conséquence directe des théorémes 2.33" et 2.33".
TuRoREME 2.35'. A,V,y = ar.
(est une conséquence de la définition 2.2’ et de laxiome IIL.2'.
THEOREME 2.36. 2 = &'y < (2 = xo y Aax = fy).
Démonstration. Si z = oy, on a P’égalité ax = fy en vertu de
I1.3. 11 suffit done de prouver que I'on a z-y = zo y pour tout couple
@,y satisfaisant & cette égalité. Or on a en effet zoy = z(By) (ax)y =
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= @ (ax)* (Y)Y = 2y en vertu de la définition 2.5 et des théorémes 2.18’
et 2.18".

THEOREME 2.37. A,V,(yo2 = axAwoy = fz).

Démonstration. Tout y dont lexistence résulte de IL5 satisfait
aux deux conditions en vertu de 2.36.

THEOREME 2.38'. ¥ = av <> [yeCoAwOy =@ A Nseoy(0 2 =z =
=yoz=y)]

Démonstration. Si y = aw, on a d’aprés la définition 2.2’ et d’aprés
les théorémes 2.28' et 2.18’

1) yeC, et (2) zoy =a(y) ==
respectivement. Si & présent z¢C, et xoz =2, on a » — @ (2) d’aprés

2.28', d’olt aw = aw ~ 2, c'est-d-dire y = y ~ 2z d’aprés 2.17' et par con-
séquent yoz =y d’aprés 2.29. Ainsi, ¥ = az entraine également;

(3) Neeqy(@O02 =2 = yoz =y).
On a done
4) y=oaw=>[yecCA20Y =8A A, (@02 =0=yoz=y)]
d’ot
(5) axeCy, (6) zoax ==, (7) Nsecy(20 2 = & = ax 0 2 = ax).
Réciproquement, si y satisfait & (1), (2) et (3), on & aroy = ax
d’aprés (1), (2) et (7), en méme temps que y o ax = y d’aprds (5), (6) et
(3). Les deux égalités entrainent Yy = ax d’aprés 2.32. L’implication
inverse & (4) est ainsi établie. .
3. Appelons pseudogroupe élémentaire la structure satisfaisant au
systéme suivant d’axiomes et de définitions, qui sera dit systéme III:
AxiomE III.1. NeyeeVizec? =20 W.
AxI0ME IIL.2. (o y)o2z = a0 (yo 2).
AxIoME IIL3. @, yeCy = 20 yeC,.
AXIOME IIT4. 2, yeCy=> 20y = Yo a.
AXIOME IIL5. 2eCy= (2cCA20 2 = x).

DEFINITION 3.1'. ¥y = aw — [yeConmoy = A Azecy(®02 = 2 =>
>yoz=y)]

DEFINITION 3.1". y = f= < [YeCoAyo® =2 A Nseg (202 =2 =
=>zoy =y)]

AXIOME IIL.6". Ay cVyeo¥ = ax.

AXIOME IIL.6". A..cVy.oy = fa.

AXIOME ITL7. Agz.oVye(@o@® = avAxo ¥y = fx).

AXIOME III.8. # = yo ar < x = fr~ 4.
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Les définitions 3.1’ et 3.1" exigent la démonstration préalable de
Punicité des notions (duales) uxz et px. La voici

THEOREME 3.1'. Les conditions
(1)) %Gy (2) @oys =2, (3) ANsc,(®02=2=>y;02=1y),

o i =1 et 2, entrainent y, = y,.
Démonstration. (1,), (2,) et (3,) entrainent

(4) Y20 U1 = Y5
de méme, (1,), (2,) et (3,) entrainent
(5) Y10 Y = Y1.

Enfin, (1,), (1,), (4) et (5) entrainent %, = y, d’aprés 'axiome IIL.4.

Le théoréme dual est vrai en vertu de la remarque suivante:

REMARQUE 3.1. Il est évident que le systéme III est ipso-dual par
rapport aux couples de notions duales ax, fx et x oy, y o x les mémes
que dans le gystéme II). On peut donc en particulier omettre la dé-
monstration, méme sans le signaler, de tout théoréme dual d’un autre
qui a été déduit des axiomes du systéme III.

REMARQUE 3.2. Il est facile de vérifier que tous les axiomes et dé-
finitions du systéme IIT se laissent déduire des axiomes du systéme II
et des définitions 2.1-2.5, & savoir par ’application successive des
théorémes 2.26, 2.27, 2.31, 2.32, 2.30, 2.38, 2.35, 2.37 et 2.34.

REMARQUE 3.3. On verra (p. 183) que le systéme III d’axiomes du
pseudogroupe élémentaire est plus général que celui du pseudogroupe
di & Ehresmann (voir [3], p. 308-310), o d’ailleurs seul I’axiome IIIL.8
est différent:

IV.8. AuccVyo(Asea¥30) A[B#AcOo=> Aseo((Aceaz32) = 239)]}

et précédé par la

DirFiNiTION 4.1, 239 e Viee,(@ =y 0 2).

C’est donc un axiome non-élémentaire ().

La plupart des théorémes sur le pseudogroupe ¢élémentaire qui seront
déduits ici des axiomes et définitions du systéme IIT serviront & prouver
I’équivalence entré la notion de pseudogroupe élémentaire et celle de
groupoide inductif élémentaire.

(1) Dans le travail précité d’Ehresmann, cet axiome est de la forme

Nacey VyeCl(Azeay 32) A Azec[(Azeaz3 ) =23yl

Or il est évident que A désigne ici un ensemble non-vide. En oufre, certaines
considérations ultérieures y sont basées sur l'existence du plus petit élément dans
I’ensemble O, tandis que l'axiome en question n’en entraine l'existence que dans
I'ensemble (.
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THEOREME 3.2, AgaxeC,.

THEOREME 3.3". (yeCyATOY = @) = ar0 ¥ = a.

Les deux théorémes résultent directement de la définition 3.1'.

THEOREME 3.4". xeC, < av = 2.

Démonstration. L’implication axr = = we(, résulte immédia-
tement du théoréme 3.2'. Pour en établir 'inverse, admettons que xeC,;
on a done zo x = v d’aprés ’axiome IIL5. Il en résulte # = ax en vertu
de la formule évidente A, c,(z0z=®=roz=wx) et de la définition 3.1’.

THEOREME 3.5'. aax = ax.

THEOREME 3.5". ffr = fuw.

THEOREME 3.6'. faxr = ax.

THEOREME 3.6". afx = pu.

Ce sont des conséquences immédiates des théorémes 3.2 et 3.4.

DEFINITION 3.2. 23y Lo = Y O am.

THEOREME 3.7. v 3y <o = fzoy.

C’est une conséquence immédiate de la définition 3.2 et de 1’axio-
me IIL.S8.

REMARQUE 3.4. En comparant le théoréme 3.7 & la définition 3.2,
on voit que, tout comme dans les systémes I et II (voir p. 164), la notion <3
est duale d’elle méme aussi dans le systeme III.

THEOREME 3.8". yeCy, = vo y3a.

Démonstration. Posons 2z =xo0y. L’hypothése yeC, entraine
alors 2oy = (zoy)oy =xo(yoy) =xoy, daprés III.2 et IIL.5; on
a donc zo y = 2. Il en résulte d’apres 3.3’ que azo y = az, d’oll 0 az =
=xo0 (Yo az) = (xoy)oaz =20 az =z d’aprés IIL2 et TIL.4, donc
23« d’apres la définition 3.2.

THEOREME 3.9". 23y <> V0@ = Y02

Démonstration. En posant 2 = ax, on a zeC, et I’hypothése z 3y
entraine que x = yoz d’'aprés la définition 3.2. Réciproquement, les
hypothéses # = yo 2 et 2¢C, entrainent * = yo 23y d’aprés 3.8'.

THEOREME 3.10°. zeC, = (¢ 3y < & = yo x).

(C’est une conséquence immédiate de la définition 3.2 et du théo-
réme 3.4'.

THEOREME 3.11". @, yeCy = (#=3Y < V,c® = Y0 2).

Démonstration. L’implication 23y = V,& = y o z résulte directe-
ment de la définition 3.2, méme pour x et y n’appartenant pas a C,.

Réciproquement, si x,ye¢C, et £ =yoz on a yoxr =yo(yoz) =
= (yoy)oz =yoz =uw daprés les axiomes IIL.2 et IIL.5, donc 23y
d’aprés le théoréme 3.10'.
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THEOREME 3.12'. a(xo y)=3 ay.

Démonstration. En posant xoy =2, ona 2oay = (zoy)o ay =
=wo(yoay) =x0y =2, d'oll azo ay = az d’aprés 3.2’ et 3.3, done
023 ay d’aprés le théoréme 3.10".

THEOREME 3.13'. 3y = ar =3 ay.

Démonstration. Siz3y, on a ¢ = fro y d’aprés 3.7, done ax =3 ay
d’aprés 3.12".

THEOREME 3.14'. 23y = zo0x320 .

Démonstration. Si 3y, on a = y o ax d’aprés la définition 3.2,
donc zow =zo0(yoar) = (20y)o ar d’aprés II1.2. La thése qu'il
fallait établir en résulte d’aprés 3.2° et 3.9'.

THEOREME 3.15. 23 x.

C’est une coméquence directe des définitions 3.1’ et 3.2.

THEOREME 3.16. (z3yAy32) = 2 = .

Démonstration. L’hypothése entraine # =yoar et y = 2o ay
d’aprés la définition 3.2. Par conséquent, 2 = yo ax = (v 0 ay)o azx =
=0 (ayo ax) =0 (awo ay) = (0 ax) 0 ay = ¥ 0 ay = y d’apreés I11.2,
II1.4, 3.2' et la définition 3.1°.

THEOREME 3.17. (x3yAy32) = 32

Démonstration. L’hypothése entraine # = yoar et y =zo ay
d’aprés la définition 3.2. Il vient done @ = yo ax = (20 ay)o ax =
=20 (ayo aw). Or ayo aveC, d’aprés 3.2" et IIL.3, d’ou x<3z d’aprés
le théoréme 3.9'.

THEOREME 3.18'. (#,, 2,3y Ay = aiy) = @, = @,.

Démonstration. L’hypothése z,,2,<y entraine z, = yo ax, et
Ty = YO ar, en vertu de la définition 3.2. Par conséquent, ’hypothése
ar, = ax, entraine la thése x, = x,.

THEOREME 3.19. (x 3y AyeC,y) = xeC,.

Démonstration. L’hypothése yeC, entraine y = ay d’aprés 3.4’
Par conséquent, I'’hypothése z-=3y, cest-d-dire # = y o ax, prend la
forme # = ay o ax, d’olt la thése x<C, d’aprés 3.2’ et I11.3.

THEOREME 3.20". yeC, = [a(xoy) = ax o y].

Démonstration. Si yeCy, on a d’aprés 3.2', I11.3 et 3.4’

(1) alaxoy) = aroy.

On a aussi 20y = 2o aro y d’aprés la définition 3.1’, done en vertu
de 3.12'

(2) a(zo y)Salaro ¥).

Colloquium Mathematicum XII, 2 12
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En vertu de IIL.7, il existe un 2 tel que 2o 2 = ax, d’olt axoy =
=zowxoy. On en conclut d’aprés 3.12" que

(3) a(axo y)3a(zoy).

La thése & établir résulte de (1), (2) et (3) en vertu de 3.16.
THEOREME 3.21'. AV, (y0o 2 = avAz0 Yy = fzAax = PYy).
Démonstration. Il existe d’aprés ITII.7 pour tout # un z tel que

(1) 202 = aw et (2) xoz = fux.

11 suffit de montrer que les conditions du théoréme sont satisfaites
pour y défini par 1’égalité

(3) Yy =20Z0RZ.

Or (1) et (3) entralnent yox =zozxoz0x =axo azx = ax en
vertu de III1.2, ITL.5 et 3.2’. Pareillement, (2) et (3) entrainent zoy =
=gozowxoz =fxo fr = pr. Enfin, (1) et (3) entrainent py =
= f(z0x02) = f(axr02) = ax0 fz = Pro ax = fzo (20 ) = (fzo2)o @ =
=zox = ar en vertu des axiomes IIT.2 et IIT.4, des théorémes 3.2’
et 3.20"" et de la définition 3.1".

THEOREME 3.22'. 8¢ y;0@ = ax, 0 y; = fw et py; = ax pour ¢ =1
et 2, on a Y; = Y,.

Démonstration. Les hypothéses entrainent y, = fy,0 ¥, = awo ¥y,
=Y2020Y; = Y08 =Y,020Y, = a8 O Yy = fy,0¥y, = Y, en vertu
de la définition 3.1" et de l’axiome IIIL.2.

Les deux théorémes 3.21’ et 3.22" permettent d’introduire la défi-
nition suivante:

DEFINITION 3.3. y =7 g(yo 2=ar xoy = fx APy = ax).

THEOREME 3.23. A V¥ =Z.

C’est une conséquence immédiate de la définition 3.3 et des théo-
rémes 3.21" et 3.22’.

La notion % est ipso-duale. Pour le démontrer, il suffit de prouver
que y =% < (roy = PrAyox =ar ay = fzr) et il suffit pour cela
de montrer que (zoy =pfrAyox = ax) = (fy = ax < ay = fx) ou
méme seulement que (zoy = PrAyow = ax)= (fy = ax = ay = fx),
car Pimplication inverse ay = fo = fy = az a lien par dualité. La dé-
monstration se réduit ainsi au théoréme suivant:

THEOREME 3.24. y = T = ay = pe.

Démonstration. On a yoz =ax, zoy = fr et Py = ax par
définition de Z. Il en résulte que ay = a(fyoy) = a(axoy) =
=oa(yoxoy) =a(yopr) =ayo fr =Proay =xoyoay =x0y = fr
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d’aprés les théorémes 3.2', 3.2, 3.20', les axiomes III.2, II1.4 et les dé-
finitions 3.1" et 3.1".

L’ipso-dualité de la notion # est ainsi établie.

Le théoréme 3.24 implique aussitét en vertu de la définition 3.3
deux théorémes suivants:

THEOREME 3.25. Ap(a% = fz AfZ = ax).

THEOREME 3.26. A,& = a.

THEOREME 3.27. zeCy = Z = 2.

Démonstration. Si #eCy, on a az =2 = fo et 20w =z d’aprds
3.4 et 1IL.5, donc vo @ = aw, xo ¢ = fx et fr = aw. Reste & appliquer
la définition 3.3.

THEOREME 3.28. AV, ,Zoyoz = a.

Démonstration. Il suffit de poser y = z.

THEOREME 3.29". 20y = < aro y = av < ar3v.

Démonstration. On a d’une part zoy = 2w <>Zozoy =TFox <
< aroy = ar d’aprés 3.23 et la définition 3.3, et d’autre part azo y =
ax <> ar3y d’aprés les théorémes 3.2’ et 3.10".

THEOREME 3.30". ar=3ay <> V,.c® = 20 Y.

Démonstration. Si # =20y, on a az3ay d’aprés 3.12’. Réci-
proquement, si ax—= ay, on & xo ay = « en vertu de 3.29'. Reste & poser
Z=®0% pour avoir x =xoay =xoyoy =zoy d'aprés la défi-
nition 3.3.

THEOREME 3.31". av = fy = a(z0 y) = ay.

Démonstration. En posant u =z oy, I'hypothése ar = fy en-
traine Zou =Zoxoy =aroy =pfyoy =y. On a donc au3ay et
ay < au d’aprés 3.12" et par conséquent au = ay d’aprés 3.16.

DEFINITION 3.4. Lorsque az = fy, et seulement alors, on écrira

def
'y =x0Yy

et l'on dira que 2-yeC. L’opération z-y ainsi définie sera appelée
multiplication.

Elle n’est done pas définie pour tous les couples z,y. L’axiome III.1
implique que si z-yeC, le produit -y est déterminé d’une maniére uni-
voque. Il est évident que la notion duale de =y est y-a.

THEOREME 3.32'. Agz.c® = x-axeC.

C’est une conséquence immédiate de la définition 3.4 et du théo-
réme 3.6,

THEOREME 3.33". Az.car = Z-wel.

C’est une conséquence immédiate des définitions 3.4 et 3.3.
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THEOREME 3.34". zeCy <> N, c(x yeC =a -y =y).

Démonstration. Si xzeC,, on a az = v d’aprés le théoréeme 3.4".
D’aprés la définition 3.4, x-yeC entraine done fy = ax = x quel que
soit y. Il en résulte d’aprés 3.32" que z-y = fy-y =y.

Réciproquement, A,.c(@-yeC = 2y =y) entraine en particulier
(v axeC = x-ax = ax) pour y = ar. On a donc z-ax =ax en vertu
de 3.32', d’ou # = ax et weC, d’aprés 3.4".

THEOREME 3.35. £eCy <> {£eC A Nyo[(@-yeC =2y =y)A (Y- weC =
yo =y}

(Pest une conséquence directe de ’axiome IIL.5 et des théorémes
3.34" et 3.34".

THEOREME 3.36. [(z:y)-2eChw-(y-2)eC]= (2 y) 2= (y?).

(’est une conséquence directe de I’axiome II1.2 et de la définition 3.4.

THEOREME 3.37'. Axtcvy‘gu&'}'yic.

(’est une conséquence immédiate de l'axiome IIL.6" et du théo-
réme 3.32'.

THEOREME 3.38". (Y1, YseCoA®,y & Yy, B YoeC) = Yy = Ya.

Démonstration. Si z-y,eC et x-y,eC, on a py, = ax = py, en
vertu de la définition 3.4, et si y,eC, et y,eCy, on a py, = Y, et fy,=vy,
d’apres le théoréme 3.4"'. On a donc finalement y, = ¥,.

THEOREME 3.39". Az.cViyec,@ YeC.

(est une conséquence immédiate des théorémes 3.37" et 3.38'.

THEORBEME 3.40". ¥ = ax < (yeCyAx-yeO).

Démonstration. L’implication y = ax = (yeCyAx-yeC) résulte
directement des théorémes 3.2 et 3.32’. Quant & I'implication inverse,
yeC, et x-yeC entrainent fy =y et ax = Py en vertu du théoréme 3.4"
et de la définition 3.4.

TuioREME 3.41'. 2 yeC = a(z-y) = ay.

(Pest une conséquence immédiate de la définition 3.4 et du théo-
réme 3.31'.

THEOREME 3.42. A,Vy(y:'@ = av Az y = fo).

Démonstration. D’aprés la définition 3.4, on a les égalités y - & = ax,
xy = o, fpy = ax et pr = ay pour tout y satisfaisant aux conditions
du théoréme. D’aprés la définition 3.3 et le théoréme 3.23, il existe un
et un seul y = # satisfaisant aux trois premiéres égalités. Enfin, d’aprés
le théoréme 3.24, la quatriéme est satisfaite par y = z.

THEOREME 3.43. (2’32 Ay 3yAa’y ,x-ye0) = 2"y 3z-y.

Démonstration. Les hypothéses entrainent que 4’ = xo az’, y' =
=yoay, av' =py’, @'y =a'oy et z-y =wxoy daprés les défini-
tions 3.2 et 3.4. Par conséquent, 2’y =20y = (@woar')oy =
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= (o fy')oy =wxoy =wo(yoay') = (xoy)oay = (z*y) o ay’ d’apres

P'axiome ITI.2, done 2’ -y’ 32-y d’aprés les théorémes 3.2’ et 3.9".
THEOREME 3.44. (2 32y Az-yeC) = Vaou(®@ 3oy 3ynz =o' -y').
Démonstration. Les hypothéses entrainent

(1) ar =py, (2) zoy=ay e (3) z=(zy)oa.

En posant
(4) Y =yoaz et () ¢ =m0 fy,
on a d’aprés 3.2 et 3.9’
(6) 3z et (7) ¥y,

d’out ¥ = By’ oy en vertu de 3.7. Il en résulte d’apreés (5), 3.2 et 3.20
que ar’ = azo By’ et fy' = Py’ o Py, Aol ax’ = By’ en vertu de (1) et
de I'axiome III.4. D’aprés la définition 3.4, on a donc a-yeCeta’ oy =
=a"y, dolt 2y’ =20y = (@opy)oy = 20y = 2o (yo az) =
= (o y)oaz = (z-y)o az = 2z en vertu de (5), (4), (2) et (3). Les rela-
tions (6), (7) et I’égalité qui vient d’étre établie constituent les trois théges
qu’il s’agissait d’établir.

THEOREME 3.45. (¢, yeCyA2 =2 0y) = (#=38AZ=ZY A Al 3z A
N2 y) = 2’ 32]).

Démonstration. L’hypothése entraine (z=3xAz=3y) d’aprés 3.9.
En admettant que (2’32A2’3y), on a 2'<C, d’aprés 3.19 et par
conséquent 2’ =xoz et 2 =yoz daprés 3.10. Il en résulte que
' =wxo(yoz)=(woy)oz =zo02z, don 2z 32 en vertu de 3.9, ce qui
achéve la démonstration.

THEOREME 3.46. {@,yeCon232N2=Y A Apec[(F' SN2 [Y) >
>2'3z]}>z2=2a0uy.

Démonstration. En admettant que

(1) @, yeC,, (2) (@3zA23y),

(3) Ael(# B2 A2 Sy) =2'32],

le pseudoproduit z o y satisfait en vertu de (1) et de 3.45 aux conditions
(4) (zoysxAzoy3y) et (5 ANul(uszAu=3y)=>u3z0y].

Il résulte de (4) et (3) que zo y3z et de (2) et (5) que 23z 0 y. On
a done z = xo y d’aprés 3.16.

THEOREME  3.47. NapecyVizeelz 38 A2Z3Y AN [(2' 3202 3y) =
=2 3z2]}.

C’est une conséquence des théorémes 3.45, 3.46 et de ’axiome IIL.1.

Le théoréme 3.47 permet d’introduire une nouvelle définition,
4 savoir
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DEFINITION 3.5, 2=a Y = {w, yeOgnz32N23Yy AN ST A
A2 2y) =2 3z2]}

La notion # ~ y ainsi définie est évidemment ipso-duale.

THEOREME 3.48. 2 = ¢ Ny < (2, yeCoAZ =20 Y).

THEOREME 3.49. AzyecyVizec? =T N Y.

Les deux théorémes sont des conséquences des théorémes 3.45-3.47
et de la définition 3.5.

THEOREME 3.50°. 20y =>[2 =yox < (23yAnaz = ay nx)].

Démonstration. Si zeCy et 2 =yox, onaz3y et w=ayna
en vertu des théorémes 3.9', 3.20', 3.2’ et 3.48. Réciproquement, si x<C,,

(1) 23y et (2) @w=ay Nnx,
alors on a en vertu des théorémes 3.8’, 3.20", 3.2" et 3.48
(3) yox3y et (4) a(yow) =oay .

On a done az = a(y o #) d’apres (2) et (4) et par conséquent z = yo x
d’aprés (1), (3) et 3.18".

L’axiome III.1 et le théoréme 3.50° assurent pour tout couple xz,y
oll zeC, et yeC existence et I'unicité d'un z tel que 23y et az = ay ~ .

On peut donc admettre deux définitions suivantes, duales 'une de Pautre:

DEFINITION 3.6". 2 = y(z) & (zeCyA2=3Yy Aaz = ay ~ @),

DiFINITION 3.6". 2 = (2)y s (xeConz=3Yy APz = By » ).
En vertu de ces définitions, les théorémes 3.50" et 3.50” prennent la
forme du couple de théorémes qui suit:

THEOREME 3.51'. zeC, = y(2) =yoa.

THEOREME 3.51". 2¢C, = (z)y = x o0 ¥.

THEOREME 3.52. zoy = 2(fy):(ax)y.

Démonstration. On a z(fy) =xo Py et (ax)y = avoy d’aprés
le théoréme 3.51, donc a[x(By)] = axo fy = B[(ax)y] d’aprés les théo-
rémes 3.2 et 3.20. Il s’ensuit que «(By)o (ax)y = x(Py) * (ax)y d’apres
la définition 3.4. Vu le théoréme 3.2 et les axiomes III.2 et IIL.4, on a
donc z(By)-(az)y = @(By) o (ax)y = (x 0 py)o (a0 y) = wo (fy 0 ax)o y=
=go(arofy)oy = (o azr)o (fyoy) =x0y.

Les axiomes adoptés et les théorémes établis jusqu’a présent per-
mettent de conclure par le théoréme fondamental suivant sur les syste-
mes IT et III:

THEOREME 3.53. Le systéme 1L pourvu des définitions 2.1-2.5 équi-
vaut au systeme 111 pourvwu des définitions 3.1, 3.2 et 3.4-3.6.
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Démonstration. Les définitions des notions auxiliaires x ~ y,
y(x) et (x)y étant les mémes dans les deux systémes, il suffit de montrer
que les axiomes II1.1-I1.12 et les définitions 2.1, 2.2 et 2.5 sont vérifiés
dans le systéme I1II et, réciproquement, que les axiomes IIL.1-I1IL1.8 et
les définitions 3.1, 3.2 et 3.4 sont vérifiés dans le systéme II. Or en effet,
les axiomes II1.1-11.12 et les définitions 2.1, 2.2 et 2.5 résultent des théo-
rémes 3.36, 3.39, de la définition 3.4 et des théorémes 3.41, 3.42, 3.15-3.17,
3.19, 3.43, 3.44, 3.47, 3.35, 3.40 et 3.52 respectivement. 1l a été déja dé-
montré (voir la remarque 3.2) que, réciproquement, tous les axiomes
du systéme III et la définition 3.1 sont vérifiés dans le systéme II et il
est facile de constater la conformité des définitions 3.2 et 3.4 aux théo-
remes 2.33" et 2.36 respectivement.

REMARQUE 3.5. Le théoréme 3.53 a été établi dans [1] sous une forme
un peu différente par suite de certaines différences dans les définitions.
En particulier, la définition 3.2 y est remplacée par la définition 4.1, due
4 Ehresmann [3] (p. 309). L’équivalence de cette définition et des auntres
définitions de [1] & celles du travail présent résulte immédiatement
des théorémes établis ici.

REMARQUE 3.6. Ehresmann a démontré dans [3] (p. 310-312) que
le systétme 1 équivaut au systeme IV composé d’axiomes IIL1-IIL7
et IV.8 et de définitions 3.1 et 4.1. Pour établir cette équivalence, il in-
troduit, naturellement, les définitions convenables dans les deux systémes.
Or on peut vérifier aisément que toutes ces définitions sont équivalentes
2 celles admises dans le travail présent.

REMARQUE 3.7. Le systéme II étant, en vertu de la remarque 2.1,
plus général que le systéme I, qui équivaut & IV, tous les théorémes
résultant du systéme II résultent du systeme IV. En particulier, tous
les axiomes du systéme IIT en résultent donc¢ aussi.

Le probléme posé au début de ce travail se trouve done résolu.

4. Ajoutons pour terminer que le probléme posé au début de ce tra-
vail peut étre résolu également par une autre voie. Admettons, en effet,
Paxiome suivant:

AxioME IT*12. AsyoVec{z 32A23YAArcl(F 3TAZ 3 Y) =
= 2'32]}.

En remplacant 11.12 par II*.12 dans le systeme 1I, on est en pré-
sence d’un nouveau systéme; désignons le par II*. En ajoutant le méme
axiome IT*.12 au systéme III, on aura aussi un nouveau systéme; désignons
le par IIT*. L’axiome II*.12 étant plus fort que Daxiome IL.12, il est
évident que les systémes IT* et ITI* sont équivalents, tandis que le systéme
I1* est moins fort que le systéme I d’aprés le théoréeme 1.6 et de la
remarque 2.1. Il en résulte immédiatement que les systémes IT* et IIT*
constituent, eux aussi, une solution du probléme en question.
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Cependant P’axiome II*.12, vu qu’il concerne la notion d’ordre =3,
n’est pas commode pour définir la notion de pseudogroupe. Il est mieux
de le remplacer par l’axiome suivant:

AXIOME IIT*9. AgzyccVueo,{®0u =younru=3awn Awegy[(@0 ' =
=you' Au'3axr) = u'<3ul]}, ol la notion 3 peut n’étre déterminée que
dans C,.

Le théoréme qui suit justifie la légitimité de cette modification.

THEOREME 4.1. En remplagant dans le systéme IIT* Daxiome IT*.12
par Vaxiome TII*.9, on a un systéme équivalent au systéme TIT*.

Démonstration. Admettons 'axiome II*.12. Il existe donc pour
tout couple z,y un 2z tel que

(1) 23z, (2) 23y et (3) As[(Z=32r2=3y) =2 32]

En posant u = az, on a 2 =20 az et 2 =yo az en vertu de (1),
(2) et de la définition 3.2. Par conséquent, o v = y o u et (1) entraine
d’aprés le théoréme 3.13" que az=3 ax, ¢’est-a-dire que v =3 ar. Admettons
ensuite que l’on a pour un w’

(4) rzou =you et (H) w' =3 ax.

En posant 2’ = xo ', on a par conséquent 2z’ 3 » et 2’ 3y d’aprés 3.9/,
done 2’3z d’aprés (3), c’est-a-dire wow' <3zowu. Il en résulte que
Toxouw 3Foxowu daprés 3.14', c’est-a-dire

(6) arow' 3aro u.

Vu que u,u'eC, d’aprés 3.19, il vient « = axou et u' = axo u'
d’aprés 3.10°. Par cet effet (6) prend la forme u’'-3u.

Il est ainsi établi que 0y = y o %, que u=3 ax et que (4) et (5) en-
trainent %’ <« pour tout «’«Cy. Or c¢’est bien la thése de ’axiome ITI*.9.

Réciproquement, admettons que I’axiome IIT*.9 soit vérifié. Il existe
donc pour tout couple x, ¥y un wueC, tel que

(7) rouw =you, (8) u =3 ax,
(9) Awl(@ou' =you Au'3ax) = w' 3ul.

En posant 2z =xou, on a 23z et 23y d’aprés 3.9".
Admettons ensuite que I’on a pour un 2’'eC

(10) 2=z et (11) 23y,
d’on
(12) Z =zoa =yoa? et az'3ax.

En posant a2’ = ', on a par conséquent zo w’ = yo u’ et u' 3 az,
ce qui entraine u’' 3w d’aprés (9), c’est-a-dire az’3u. Il en résulte que
xo a2’ 3zxowu d’aprés 3.14" et on a 2’3z d’aprés z = x o u et (12).
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Il est ainsi établi que 23, que 23y et que (10) et (11) entrainent
2’3z pour tout z’eC. Or c’est bien la thése de I'axiome IT*.12.

-5. Dans les parties 2 et 3 de ce travail, deux systémes d’axiomes,
% savoir II et III ont été formés et envisagés, qui peuvent servir des
définitions pour les notions de groupoide inductif élémentaire et de pseu-
dogroupe élémentaire respectivement. Leur variantes IT* de IT et III* de
IIT viennent d’étre étudiées dans la partie 4. Les relations logiques entre
ces systémes peuvent étre résumées par la simple table que voici:

I =1I* =11

¢ ¢ ¢
IV = IIT* = 111

Nous ne savons pourtant pas si les systémes I1* et II, de méme que
les systémes III* et III sont distinets. Pour prouver qu’il en est ainsi,
il faudrait

P 467. Démontrer que 'axiome II*.12 est indépendant des axiomes
IT.1-11.12.

Un autre probléme ouvert est celui de 'indépendance entre les axio-
mes II.1-I1.12 et entre les axiomes IIL.1-IIL.8 (P 468).
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