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Ayant défini d’'une maniére convenable certaines nouvelles notions
dans la théorie du semi-groupe régulier commutatif, nous allons démontrer
P’équivalence de cette théorie & celle du pseudogroupe élémentaire commu-
tatif, &4 savoir que tous les théorémes valables dans I'une de ces théories
sont valables dans 'autre. En développant ces théories, certains théore-
mes y seront établis en vue de les appliquer dans nos prochains travaux.

On peut trouver la définition du semi-groupe régulier dans le livre
de Liapine [5], p. 104. Dans la notation usuelle, les axiomes du semigroupe
régulier sont les suivants:

S1. AzyecVieec? =20Y,

ol V,, veut dire qu’il existe un et un seul x.

82, (woy)oz =m0 (yoz).

83. AzecVyccZOoyow =2

Les axiomes du pseudogroupe élémentaire (étant une généralisation
du pseudogroupe d’Ehresmann [4], p. 308-310) sont les suivants (voir le
systéme IIT dans [2] ou P* dans [1]):

P1. /\z,wﬂvlmcz =&xoy.

P2. (zoy)oz =m0 (yo2)

P3. z,yeCy =z 0 yel,.

P4, z,yeCy=z0y =you.

P5. zeCy = (xox = v rnxel).

Définition Dpl’. y = av < [yeCoAnz0y = A Ay (@02 = 0=
yoz=y)].

Définition Dpl”. y = o < [yeCoAyox =B A Aseg,(200 = =
oy =yl
Les deux définitions sont correctes car 'existence et I'unicité de ax et
de Bz pour tout x¢C résultent des axiomes P (cf. [4] ou [2], théoréme 3.1).
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P6". AzecVycy = aw.
P6". AecVyecy = po.
P7. NpcVaec(®' 0 = ar Az 02" = ).
P8. x =yoar< o =froy.
Si I'on ajoute aux deux systémes considérés P et § I’axiome suivant:
S4 =P9. 2oy =youx,
ces systémes deviennent équivalentes, ce que nous allons démontrer.

Dans ce but, développons d’abord la théorie basée sur les axio-
mes S1-S4. On a les théorémes:

Tsl. (royox =z Az0oy o =2)=>x0y =x0Y'.

En effet, 'hypothése 20y o # = # entraine oy = (zoyoz)oy’
et ’hypothése zoy’'ox = entraine zoy = (xoy' o @)oy. L’opéra-
tion o étant associative d’aprés S2 et commutative d’aprés S4, il en ré-
sulte la thése du théoréme.

En vertu de axiome 83 et du théoréme Tgl, il existe pour tout xeC
un et un seul 2 tel que

1°Vyoz =yox et 2°xoz=uz.

Nous pouvons donc admettre la définition suivante:
Dsl. 2 =ax < Vyel®# =yozATOZ = 2).

Le théoréme Tgl et I’axiome S3 impliquent

Ts2. AzecVixc? = a.

En introduisant deux autres définitions:

Ds2. fr = aw,

Dg3. zeCy < (xox =z ANeC),

les notions de la théorie du semigroupe deviennent les mémes que celles
de la théorie du pseudogroupe, et nous pourrons démontrer dans la pre-
miére tous les axiomes de la seconde.

Ts3. ,yeCy= xo yel,.

En effet, on a par hypothése xox =z et yoy = y en vertu de la
définition Dg3. On en conclut en vertu des axiomes S2 et 84 que (z o ¥) o
o(oy) =xoy, dou la thése o yeC,.

Ts4. ¥y = ax = y0,.

En effet, ’hypothése du théoréme entraine l’existence d’un z tel que

(1) Yy =zox et (2) roy = .

Done yoy = (202)oy =z20(xoy) =zo0x =y, ce qui entraine
la thése yeC, en vertu de la définition Dg3.
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Tsh. ¥y = ax = Nyo(@02 =2=>yoz2 =1Y).

En effet, I’hypothése du théoréme entraine l'existence d’un u tel
que zou = y. On a donc yoz = (xow)oz =uo (xoz) pour tout z,
dol yoz =wuox =y pour xoz = .

Tsb. [0y = XA Naegy(OZ =2 =>Y02 =Y)] =Yy = ax.

En effet, az satisfaisant aux conditions axeC, et v 0 ar = x en vertu
du théoréme Tgi et de la définition Dgl respectivement, I’hypothése
Nucy(O2 =2 =>y02 =Y) entraine yo ax =y et il existe d’apres
la définition Dgl un % tel que zou = ar. On a donec y = Yo ax
—yo(xou) = (xoy)ou =a0ou = ar, oul 'avant-dernier signe d’éga-
lité résulte de I’hypothése xoy = @.

Maintenant nous sommes 4 méme de montrer que tous les axiomes
et définitions de la théorie du pseudogroupe élémentaire commutatif
sont satisfaits dans celle du semi-groupe régulier commutatif.

En effet, les axiomes P1, P2, P9 et P3 coincident avec les axiomes
S1, 82, S4 et le théoréme T3 respectivement; 'axiome P4 résulte directe-
ment de S4, celui P8 de 'axiome P4 et de la définition Ds2; axiome P5
résulte de la définition Dg3, axiome P6’ est une conséquence directe
du théoréme Ty 2 et celui P6’’ ’est en vertu de la définition Dg2; 'axiome
P7 résulte du théoreme T2 en vertu de Dgl, Dg2 et de S4; enfin, la
définition Dpl’ est correcte en vertu de Tg4, Tgd, Tsb et de la défini-
tion Dgl et celle Dpl”’ est en vertu de la définition Dg2 et de 1'axiome S4.

Réciproquement, les axiomes S1-S4 et les définitions Dgl-Dg3 ré-
sultent des axiomes et définitions admis pour le pseudogroupe élémen-
taire commutatif. Pour le montrer, nous commencerons par établir cer-
tains théorémes résultant soit directement des axiomes P1-P9, soit des
théorémes sur le pseudogroupe élémentaire démontrés dans [2].

Tpl. ax = fa.

C’est une conséquence immédiate de I'axiome P9 et des définitions
Dpl’ et Dpl”.

Tp2., zeCy<wox = xel.

Démonstration. L’implication xeCy = x0 & = weC résulte direc-
tement de ’axiome P5. Admettons done que
(1) xox = xel.

D’aprés les axiomes P6’ et P7 et la définition Dpl’, il existe un ax
et un 2’ tels que
(2) roar ==,
(3) axeC,,

(4) z'ox = ax.
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D’aprés les axiomes P2 et P9 les égalités (1), (2) et (4) entrainent
*=xoar =zx0 (2 0x) =20 (20 ) =a' 0w = azr, Aot zeC, en vertu
de (3).

Tp3. 2 =ax < Vyc(z =yoaxAzO2 =),

Démonstration. En admettant que z = az, on a d’aprés la dé-
finition Dpl’

(1) roz=uo
et il existe d’aprés P7 un y tel que
(2) yowx ==z.

Réciproquement, en admettant (1) et (2), il vient 202 = (yo #)o 2 =
=yYo(rozg) =yow =z dol

(3) zel,

en vertu du théoréme Tp2.
On conclut de (3) et (1) en vertu de la définition Dpl’ que ax 0 z = az,
d’out

(4) 20 at = ar

en vertu de 'axiome P9,

Vu que zo ar = & d’aprés la définition Dpl’, on conclut de (2) et
(4) que 2 =yoxr =yo (zoax) = (Yo &)o a® = 20 ax = ax.

Vu que les axiomes S1-84 coincident avec les axiomes P1,
P2, P9 et le théoréme 3.28 de [2], et que les définitions Dgl-Dg3 coinci-
dent avec les théorémes Tpl-Tp3, les deux systémes considérés P et S
sont équivalents. Le théoréme suivant se trouve donc établi:

THEOREME 1. En définissant dans la théorie du semi-groupe réqulier
commutatif les notions a, f et Cy par les définitions Dgl-Dg3, elle devient
équivalente & celle du pseudogroupe élémentaire commutatif.

En conséquence, nous pouvons désormais nous baser sur tous les
axiomes et définitions de ces deux systémes ainsi que sur les théorémes
qui en résultent. Pour la méme raison, nous nous appuierons parfois sur
les théorémes établis dans [2] et qui sont valables aussi bien pour le pseudo-
groupe élémentaire que pour le groupoide inductif élémentaire. En par-
ticulier, nous ferons l’usage des définitions suivantes:

Dgt. 23y <2 = yo ax.

Dsb. y =Z < (yox = ar Aay = ax).

La définition Dg4 coincide avec la définition 3.2 de [2] et la définition
Dy5 est la forme que prend la définition 3.3 de [2] & la suite de Pa<in-
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me S4. Cette définition est correcte, car il existe pour tout xeC un et
seulement un élément % qui la vérifie (cf. [2], théorémes 3.21 et 3.22).

Parmi les théorémes de notre théorie qui cessent d’étre valables pour
les pseudogroupes non-commutatifs, notons ici les suivants:

Tg7. a(xo y) = axo ay.

Ts8. zoy =Zo 7.
Ts9. a(wo &) = ax.
En voici la démonstration commune. Dgl et Dgb entrainent

(1) zoar=ua, (2) yoay =y, (3) ZFox — ax,

(4) Foy=uay, (5) oF = az, (6) of = ay.
Posons

(7) 2=20Y.

Il vient de (1) et (2) 20y = (x0 ax)o (Yo ay) = (xo ¥) o (ax 0 ay),
d’out

(8) 2o (axo ay) = 2,

et il s’ensuit de (3) et (4) que axo ay = (Fox)o (Foy) = (Fo F)o (xo y),
c’est-a-dire que

(9) (Foy)oz=aro ay.
Enfin, on conclut de (5) et (6) que
(10) ar o ay = aro ay.

Dgl, (8) et (9) entrainent azo ay = a2z = a(xoy); le théoréme
Tg7 est donc établi. En vertu de lui, (9) et (10) deviennent respectivement

(11) (Foy)oz = az et (12) a(Zo y) = az,

d’on résulte le théoréme Tg8 en vertu de Dg5. Le théoréme Tg9 est
également une conséquence immédiate du théoréme Tg7.

Tsl0. 23y < zox =20Y.

Démonstration. Soit d’abord #<3y, c'est-a-dire £ = yo ax. Il
vient zorx =zoyoar =xoaroy = xoy. Soit maintenant zoz =
=20%.Onadonc e =avoxr =(Fox)ox =%o(wowx)=Z%o (xoy) =
= (Zoax)oy =aroy =yoaw, d’ol 3y d’aprés la définition Dg4.

I1 est bien connu que la relation < étant définie par Dg4, on peut
démontrer dans la théorie du pseudogroupe (pas nécessairement commu-
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tatif, mais quelconque) que la sous-classe €, y forme un ~-demi-treillis.
Dans le cas de pseudogroupe non-élémentaire, c’est d’ailleurs une consé-
quence directe d’un axiome d’Ehresmann (voir [4], p. 310, axiome 4), et
de la définition de ~-demi-treillis ([3], p. 27).

Le théoréme qui suit montre que seuls les axiomes du pseudogroupe
élémentaire sont indispensables pour démontrer cette propriété de C,.

THEOREME 2. Dans un pseudogroupe élémentaire, la sous-classe C,
est un ~-demi-treillis dont Uordre est déterminé par la rélation <3, et ou
Uintersection des deuwx éléments x ~ y est égale a xo y.

Démonstration. D’aprés les théorémes 3.15-3.17 de [2], 3 est
une relation d’ordre et d’aprés le théoréme 3.47 et de la définition 3.5
de [2], tout couple z,y d’éléments de ', posséde intersection z ~ y. Pour
montrer que x ~y = xo ¥, il suffit de s’appuyer sur le théoreme 3.48
de [2].

En admettant la définition

Dgb. yeCp < ay = xeCly,
on a le

THEOREME 3. Pour tout élément aeCy d’un semi-groupe réqulier commu-
tatif (aussi bien gque d’'un pseudogroupe élémentaire commutatif), la sous-
-classe O, est un groupe abélien dans lequel o est Vopération d’addition,
a est U'élément neutre (le zéro) et T est élément —wx, inverse de .

Démonstration. Il s’agit de montrer que C, satisfait aux conditions
suivantes:

(1) /\x,mcam 0 yeCy, (2) /\a-,y,s((.‘“(x oy)oz=wx0(yor),
(3) Noyec,0Y =yox, (4) aeC,,
(5)  Azc,®0 a =z, (6) Az, (TeConTox = a).

La condition (1) se déduit facilement du théoréme 3.31" de [2] et
de la définition Dg2. On peut la déduire aussi du théoréme Tg7. Les
conditions (2) et (3) résultent directement des axiomes S2 et S4, la condi-
tion (4) — de la définition Dgb et du théoréme 3.4" de [2], la condition
(5) — des définitions Dgb et Dgl; enfin, la condition (6) résulte des dé-
finitions Dgb6 et Dgb.

Vu que = et y étant deux éléments distinets de C,, les sous-classes
C, et C, sont disjointes, le théoréme suivant se trouve en méme temps
démontré:

TUEOREME 4. Tout semi-groupe régulier commutatif est Punion ) C,

xeC,
des groupes abéliens disjoints C, dont P’ensemble des indices C, est un r\-degni-
-treillis. Les opérations d’addition dans tous les groupes O, et Uintersection
~ dans le demi-treillis C, coincident avec Popération o.
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