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Hence the mapping f of §; into §, defined by
fo, = {f131 for s, elU,u Wy,
L =

T, for s eV,
is (1-1) and omto.

A new proof of the well-ordering theorem, as suggested by the proof
of our main theorem, will appear in Colloquium Mathematicum.

Addendum. The author wants to express his gratitude to the Editors
of Fundamenta Mathematicae for calling his attention to the following:
Our principal theorem is a generalization of a theorem by A. Tarski
(4 Tattice-theoretical fim-point theorem and its application, Pacific J. Math. 5
(1955), pp. 285-309). Some results concerning the same topic are included
also in the paper of E. 8. Wolk, Canad. J. Math. 9 (1957), pp. 400-405
and in the paper of A. O. Davis, A characierizcation of complete lattices,
Pacific J. Math. 5 (1955), pp. 311-319. Concerning the theorem of Cantor-
Bernstein, a proof analogous to ours is included in a paper of R. Sikorski,
On a generalization of theorems of Banach and Cantor-Bernstein, Collogquium
Math. 1 (1948), p. 140-144, and also in the book of A. Tarski, Cardinag
Algebras.
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Mehrfach wohlgeordnete Mengen und eine Verschirfung
eines Satzes von Lindenbaum

von

E. Harzheim (Koln)

§ 1. Einleitung. Hat man in einer unendlichen Menge I eine
Menge 7' von Wohlordnungen, so nennen wir eine Teilmenge K C M
einen beziiglich T ordnungsgleichen Kern, wenn in K alle Wohlordnungen
aus T iibereinstimmen. Nennen wir ferner eine Teilmenge M'C M, die
M’ = M erfiillt, einen Vollteil von 1I, so besagt der Satz von Lindenbaum
aus [2]:

Hat man eine unendliche Menge M und in M endlich viele Wohlord-
nungen, so gibt es zu diesen einen ordnungsgleichen Kern K C M der
Michtigheit K = 1I; —K ist also Vollteil von M.

Ziel dieser Arbeit ist es, diesen Satz auch noch auf mehr als endlich
viele Wohlordnungen auszudehnen. Es wird sich ergeben:

Ist I = s,1, ¢ die Kleinste Kardinalzahl, fir die 87> s, ist, und T
eine Menge von Wohlordnungen von M mit T < ¢, so gibl es einen ordnungs-
gleichen Kern beziiglich T, der Vollteil von M ist.

Fiir Limeskardinalzahlen wird ein analoger Satz hergeleitet werden.

Der Satz von Lindenbaum l4Bt sich beweisen, indem man ihn fiir
den Fall zweier Wohlordnungen beweist, woraus sofort seine Giiltigkeit
fiir den Fall endlich vieler Wohlordnungen durch Schluf von # auf n-+-1
folgt. Fiir unseren Fall 148t sich diese Methode nicht mehr anwenden.
TWichtigstes Hilfsmittel £iir unseren Beweis wird ein Satz graphentheoreti-
scher Art (Satz 1) sein.

§ 2. Definitionen. Wir brauchen im Folgenden einige Begriffe,
die etwas allgemeiner als die analogen Begriffe in [1] definiert sind.

Die zu einer Kardinalzahl k gehérige Anfangszahl bezeichnen wir
wieder mit (%), und W(a) bezeichne die Menge aller Ordinalzahlen,
die <a sind.

Unter einer Folge innerhalb W(w,) verstehen wir jede (transfinite)
Folge f: a9, ¢y, «ory Oy ...y <A, von Ordinalzahlen aus W(w,); dabei
heiBe A die Ldnge der Folge, sie sei auch mit I(f) bezeichnet. Statt a, schrei-
ben wir auch f(»). Ist » < 4, so nennen wir die Folge der a,, 0 < %, den

11%
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%- Abschndtl von f. Wir nennen sie einen echten Abschnitt von f, wenn » < 4
ist. Ist % > 2, so sei f selbst der x-Abschnitt von f.

Die Wechselzahl von f sei wie folgt erklért: Man bilde alle maximalen
Stiicke S des Abschnitts W(A), iiber denen f konstant ist. Die durch
die aus TV () induzierte Ordnung wohlgeordnete Menge S dieser Stiicke §
hat dann eine eindeutig bestimmte Ordnungszahl w(f) als Ordnungstyp,
die wir als Wechselzahl von f bezeichnen:

1) S = {8p; -ey Sy ou| e <w(f)}.

§ 8. Ein vorbereitender Satz iiber Folgen. Wir beweisen
nun einen Satz, der den in [1] ohne Beweis mitgeteilten Satz 5 umfassen
wird. Denn eine Dualfolge ist ja eine Folge aus W (w,), und es ist w,< 0,41
fiir jedes ». Mit Hilfssatz 2 aus [1] ergibt sich dann Satz 5 von [1] aus
dem folgenden

SATz 1. Es sei eine Kardinalzahl 5,1, gegeben und c die kleinste Kards-
noleahl mit o > 8,. Hs sei ferner eine Kardinalzahl 8, << 8,41 vorgegeben,
und F sei eine Menge von (nicht leeren) Folgen innerhalb W(w,), die fol-
gende drei Bedingungen erfillt:

(i) Ist feF und S ein Stick () des Definitionsbereiches W (l(f))
von f, dber dem f konstant ist, so ist § < w,.

(i) Ist g irgendeine Folge innerhaldb W (w,) (die nicht su F zu gehiren
braucht), wnd ihre Linge l{g) eine Limeszahl, und ist jeder echte Abschnili
von g Abschnitt von einer der Folgen aus F, so ist auch g selbst noch Abschnitt
von einer der Folgen aus F.

(iii) Zst f e F, so gibt es zu jedem x < l(f) mindestens eine Folge f' ¢ F
(mit einer Lange 1(f') = »-+1), die /(=) = f(»') fiir =" < 2’ und f'(x) 5 f(x)
erfiillt. Dann gilt:

Ist w(f) < w(ey+1 (2) fiir jedes f e F, s0 st @ = sup {{{f)| [ e P} < wppa.

Beweis. Wir zeigen zunichst den folgenden Spezialfall:
Fall (A). Ist w(f) < w(e) fiir jedes f e F, so ist Q < wyqy.

Ist f e ' vorgegeben, so ordne man ihm zu die Folge [oq, ..., Gy .|
< w(f)], wo o, das erste Element des Stiickes S, (vgl. (1)!) ist, iiber dem f
konstant ist. Wir nennen sie das Bild von f und bezeichnen sie mit b[f].
Es ist also b[f] die Folge aller Elemente & des Definitionsbereiches W(l(f))
von f, die die Higenschaft haben, daB es fiir jedes n < feinl mit n <& < &
gibt, so daB f({) #f(£) ist. Anschaunlich formuliert ist 4{f] die Folge der

(!) Unter einem Stiick einer totalgeordneten Menge verstehen wir eine Teilmenge,
die mit zwei Elementen auch alle zwischen ihnen liegenden Elemente der Menge enthilt.
(*} Es wirde fibrigens der spitere Satz 2 auch dann noch aus Satz 1 folgen, wenn
man diesen nur unter der stirkeren Voranssetzung w(f) < w(c) fiir f ¢« F beweisen wiirde.
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Stellen des Definitionsbereiches von f, wo f ,,den Funktionswert wechselt”.
Natiirlich kénnen dann verschiedene Folgen aus # dasselbe Bild haben.
Unter o.f) verstehen wir nun das Element o, aus dem Bilde b[f]
= [Ggy +e3 Ouy o] 2 < w(f)] von f. Wir wollen dann als erstes zeigen,
daB das Supremum aller o.(f), wo feF und = < w(f) ist, noch < w,4, ist;
wir behaupten also

(I) Bs gibt ein © < w41, so daf gilt

olf) <t fir alle feF und x<w(f).
Bs sei
B ={b[f]| { < F}.

Tir fest vorgegebenes x sei ferner B, die Menge aller x- Abschnitte der
Folgen aus B. Wir werden dann zeigen: Fiir jedes » < w(¢) gilt:

@) B.<x,.

Fiir x = 0 und = = 1 ist (2) trivial, denn B,y enthilt nur die leere Folge,
und B, enthilt nur die Folge, die aus einer Ziffer 0 besteht — es ist ja
af) =0 fiir jedes feP.

Bs sei dann (2) fir alle x< o efillt, wo o eine Zahl mit
1< o< w(e) ist.

Ist dann p keine Limeszahl, so gibt es ein 2 mit ¢ = 1+1, und so
ist B; < 8,. Dann sei eine Folge aus B;, die nicht schon in einem B, mit
x < A liegt, fest vorgegeben. Sie hat dann das Aussehen [of, ..., 0u,...| # <4].
Es sei nun L die Menge aller Zahlen o;, fiir die die Folge [63, ..., 0x; ... 02,
die also aus der vorgegebenen Folge [og, ..., 0x,...] x< ] durch An-
hiingen der Zahl o; entsteht, in B, liegt. Dann zeigen wir

(3) L.

Es sei indivekt L > 8,4, angenommen. Dann gibt es eine Menge F* von
8,41 vielen Folgen f ¢ F, 5o daB deren Bild b[f] als 4- Abschnitt die gegebene
Tolge [0G, -y Oy -] << 2] hat, und so daB fiir jedes feF* das A-te
Element von b[f], also b[f](2), noch existiert (und dann also der Menge L
angehort), und so daB die b[f](1) fir verschiedene f ¢ F* verschieden sind.
Man teile dann die Menge F* in disjunkte Klassen auf, wobei zwei Folgen
ang F* genan dann in dieselbe Klasse kommen, wenn sie an allen Stellen
oy, %< A, iibereinstimmen. Solche Klassen gibt es hochstens x,f viele,
da ja f(o}) fiir f ¢ F nur &, viele Werte annehmen kann. Wegen K, < K.
ist s} < &, welches wegen 1< ¢ gleich , ist. Da aber {b[fI(4)] f<F*}
die Machtigkeit %,4; hat, hat dann fiir mindestens eine Klasse K der
Aufteilung von F* die Menge {b[f]()] f ¢ K} die Michtigkeit ¥,41. De-
finieren wir dann ¢ als die kleinste Zahl, die groBer ist als alle oy, » < 4,
so ergibt sich also, da b[f](4) = ou(f) ist:
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(I1) Es gibt eine Menge K von 8,4, vielen Folgen f e F, deren o™ Ab-
schnitte alle gleich sind, und fir die die Werte oi(f), f ¢ K, definiert und zu
je zweien verschieden sind.

Es gibt nun in der Menge {oy| »x < 1} ein letztes Element oy, denn
sonst wire notwendigerweise oi(f) = sup {ox] # < 1} (= ¢") fiir alle fe K
mit Widerspruch zu (II). Damit folgt:

Alle Werte f(om), f € K, sind gleich.

Da die oi(f), fe K, zu je zweien verschieden sind, hat ihre Menge
einen Ordnungstypus >w,.:1. Man betrachte dann die Folge g, die wie
folgt definiert ist: Nach Konstruktion von K ist f(f) fir alle f ¢ K und
alle § < o derselbe Wert. Es sei dann eine Folge ¢ definiert vermoge
der Festsetzung g(f) = f(p) (fix f ¢ K) fr f < o7, und g(B) = f(om) fiir
alle f aus o, < f< om+ w11 Dann ist ¢ eine Folge innerhalb W(w,),
und jeder ihrer echten Abschnitte ist Abschnitt von einer Folge aus F
(speziell sogar aus K). Dann wire wegen Bedingung (ii) fiir F die Folge
g Abschnitt einer Folge & von F, was aber Bedingung (i) fiir F widerspriiche
—h wire ja konstant tber einem Stiick D {8 o7, < f < o+ @y} Damit’
ist dann (3) bewiesen. Aus (3) folgt nun B, < E;l +B—9_1’x,< 8.

Ist sehlieBlich p eine Limeszahl, so ist offenbar E: <[] J_B_—,, <8 = 8,

n<
da p < w(e) ist. Mittels transfiniter Induktion ist danng (2) fir alle
# < w(c) bewiesen.

Dann ist auch <U()B,c L ¥yr¢=1N,. In jeder Folge aus B,, » < w(c)
w<w(c,

liegen abt?r hochstens %z < ¢ < 8, viele Elemente. Dann hat die Menge

aller Ordinalzahlen, die Element von mindestens eciner der Folgen

aus L o : . e .
KK“J’(C)B;, sind, auch noch eine Michtigkeit <8, < 8,14, also ist

{odf){ T e F und » <w(f)} <w,. Aus (i) und der Bedingung w(f) < w(e)
f(.ﬂgt fiir jedes feF die Beziehung I(f) < w,4., da dieses regulir ist; also
sind alle 6f) < w,4q fiir fe# und x» < w(f), woraus mit der vo’m'gen
Abschitzung wegen der Regularitit von o,.; die Giiltigkeit von (I) folgt.

Hieraus ergibt sich nun die Behauptung (A):

Es sei f eine fest vorgegebene Folge aus F. Hat dann f die Eigenschaft
daB hinter einem jeden Element o von f noch ein von « verschiedene;
Element von f folgt, dann ist jedes a < einem c,(f), und dann ist sicher
I(f) <7 wegen (I).

) Im anderen Falle gibt es zu f eine Stelle y <1 so dal =7

ist fiir alle & > y, fiir die f noch definiert ist; dayes dgl)l’ll auch eifl(]i)lein;t(;zg
solches y gibt, nehmen wir noch an, daf y minimal sei. Dann ist y<T
wegen (I). Wiare nun I(f) > 7, so wire f (&) = f(y) fiir alle & aus y<E<LT
a:lso 7(z) = f(y). Nach Bedingung (iii) miiite es dann auch eine Folgé
f’ ¢ F geben, die f'(£) = f(&) fiir £ < 7 und f'(z) # f(z) erfiillt, so daB also v

1
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eing der of’) whre mit Widerspruch zu (I). Also ist Uf) <t < w,q fiir
alle f ¢ F', womit Fall (A) bewiesen ist.

Fall (B). Es seien nun noch Folgen mit der Wechselzahl o(c)-+1
in F enthallen.

Ist f eine solche, also ihr Bild b[f] von der Form [6q, -..; Gui], S0
ordne man f zu seinen ou(-Abschnitt ?, das ist dann eine Folge mit der
Wechselzahl o(¢). Ist w(f) jedoch <w(¢), so sei f= f. Dann erfiilllt die
Menge = {f] f e F} die Bedingungen, die man erhdlt, indem man in (i),
(ii), (iii) F durch F ersetzt, und es ist nach dem hisher hewiesenen
0 = sup{(f}| f € F} < wy+1. Dann ist auch 1(f) < Q' +2 < w4 fir jedes
# ¢ . Denn giibe es ein ' « F mit I(f') > 2'+2, so folgte w(f') = w(c)+1
und (@) = f (2" +1). Wegen (iil) ergibe sich dann die Existenz eines
FreF mit j(E) = f(£) fir §<Q und f(Q +1) # [ +1), also wire
w(f’’) = w(f')+1 = w(c) +1 41 mit Widerspruch zur Voraussetzung, wo-
mit Satz 1 bewiesen ist.

Bine einfache Folgerung aus Satz 1 ist dann

a7z 1°. Bs seien alle Voraussetzungen von Satz 1 erfillt mit Ausnahme
der Forderung (i), die weggelassen wird. Ist dann sup IO f e FY = 011,
s0 gibt es ein feF mit 1(f) = w,1. (Brselet man beidemale > durch =,
30 bleibt die Aussage giiltig.)

§ 4. Mehrfach wohlgeordnete Mengen. Wir beweisen nun den
bereits angekiindigten Satz iiber mehrfach wohlgeordnete Mengen:

SATZ 2. Hs sei M eine Menge der Mdchtigheit M = 8,11 und ¢ die
Kleinste Eardinalzahl, fir die 85> 8, ist. Bs sei dann T eine unendliche
Menge von Woklordnungen von M und T' < 6. Dann gibt es eine Teilmenge
K C M mit K = M, so dap alle Wollordnungen aus T in K dibereinstimmen.

Also: Bs gibt einen beziiglich T ordnungsgleichen Kern, der Vollteil
von M ist.

Beweis. Wir beginnen mit einigen vorbereitenden Konstruktionen.

Man ordne die Menge T woll, so daB sie den Ordnungstyp w(T) hat:
T = { <oy <ayorry <ry o] T< 0(D)}e
Unter einem Quader von M verstehen wir dann eine nichtleere Teil-
menge @ C M, die sich darstellen 148¢ in der Form
Q= M_8%,

<a(T)
wo §, ein Stilck beziiglich <, von M ist.
Ist @ ein Quader von M, der mindestens drei Elemente enthilt,
5o nenne man ein Element ieQ einen Teilpunkt von @, wenn es zwei
Elemente @, b in @ und eine Ordnung <, aus T' gibt, so daB & <,t<;b
gilt.
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Ist @ = N_8: ein mindestens drei Elemente enthaltender Quader
r<a(T)
von M und ¢ ein Teilpunkt von @, so definieren wir die durch t bestimmie

Quaderzerlegung von @ wie folgt:
Bs sel A ={we M| <.t} und B,= {z e M| ¢t <, 2} .

Die Menge aller nichtleeren Durchschnitte (7 Cr, wo O, jeweils entweder
z<o(T)

gleich A, oder gleich B, ist, nennen wir die durch ¢ bestimmte Quader-

zerlegung von Q.

Die Elemente der durch ¢ bestimmten Quaderzerlegung von @ sind
Teilquader von @; sie sind zu je zwei elementfremd, und ihre Vereinigungs-
menge ist = @ — {}. .

Aus der fiir ¢ geforderten Eigensehaft folgt unmittelbar:

(III) Ist Q ein Quader mit @ = 3, ¢ ein Teilpunkt von Q, so enthili
die durch it bestimmie Quaderzerlegung von @ mindestens zwei Quader.
Die dureh t bestimmte Quaderzerlegung von @ hat offenbar hochstens
27 viele Elemente. Es ist nun 27 < &) = ,, da ja T < ¢ vorausgesetzt ist.
Setzen wir 27 = 8, 80 ist also 8, < Ny4q.

Wir ordnen nun allgemein der Menge der 27 vielen Komplexe
[Dg; Dy, ey Dey o} v < 0(TN], wo D, entweder der Buchstabe 4 oder
B ist, eineindeutig die Menge W(w,) aller Ordinalzahlen zu, die <o,
sind. Diese Zmordnung sei mit Z bezeichnet. Ist o e W{w,), so verstehen
wir unter @(i, a) diejenige Menge C, ~ Cnunlen.a, < co(ﬁ), wo
O die Menge aller Elemente von Q ist, die in Bezug auf <, vor (bzw.
hinter) ¢ liegen, je nachdem ob in dem [Doy Dyy ooy Dy o] < w(T:)I,
das dem o vermoge Z zugeordnet ist, das D, gleich 4 (bzw. B) ist.

Tm néichsten Schritt werden wir in M eine stufenweise feiner werdende
Quaderaufteilung konstruieren.

M selbst ist Quader von M. Wegen hid >3 gibt es dann einen Teil-
punkt t(M) von M, und man bilde die durch t(M) bestimmte Quaderzer-
legung von M. Es sei {¢(M )} = By gesetzt und die durch t(M ) bestimmte
Quaderzerlegung von M mit QZ (E1) bezeichnet. Aus formalen Griinden
setzen wir noch B, = @ und QZ(H,) = {M}.

Allgemein habe man jeder Ordinalzahl x <z, wo 1<t< Wy ist,

eine Menge E, C M und eine Menge QZ(E,) von Quadern von M zugeordnet,
50 daB gilt

(4) Jedes Element von M —E, liegt in genau einem Quader von QZ(8,).

Dann ordne man t eine Menge B, C M und eine Menge QZ(F,) von
Quadern wie folgt zu:

(a) T habe einen unmittelbaren Vorginger 7—1.
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Dann wihle man in jedem Quader aus QZ(E,—,), in dem mindestens drei
Elemente von M liegen, einen Teilpunkt dieses Quaders. Die Menge
aller so gewihlten Punkte sei mit A (r—1) bezeichnet. Es sei dann
B, = B.—y v M (v—1) gesetzt.

QZ(E,) wird im Falle (a) wie folgt definiert: Man bilde von jedem
mindestens drei Elemente enthaltenden Quader aus QZ(E,.,) die durch
den in ihm liegenden Teilpunkt aus M (v—1) bestimmte Quaderzerlegung.
Die Vereinigungsmenge dieser Quaderzerlegungen der mindestens drei-
elementigen Quader aus QZ(H,_,) und der Menge derjenigen Quader aus
QZ(B.-), in denen hichstens zwei Elemente von M liegen, sei dann
QZ(E,).

Ist w e M —H,, so gilt auch z ¢ M —F, ;; dann liegt x nach (4) in
genau einem Quader aus QZ(E,,). Wegen x ¢ M(r—1) liegt # dann auch
in genau einem Quader von QZ(E.), so daB (4) fiir » = v erfiillt ist.

(b) 7 sei Limeszahl.
Dann sei B; = |J E,. In diesem Falle definieven wir QZ (E,) als die Menge

#<T

aller nicht leeren Durchschnitte (M) @., wo Q. je einen Quader aus QZ(E,)

%<t
bedeutet. Jeder solche nichtleere Durchschnitt von Quadern ist ja wieder
ein Quader.
Ist xe M—E,, so gilt x e M —E, fir jedes » <7, also wegen der
Induktionsvoraussetzung €@, fiir genau einen Quader Q. eQZ(E,).
Dann ist (1} @ ein — und dann auch der einzige — & enthaltende Quader

n<T
von QZ(H.), so daB auch im Falle (b) (4) erfiillt ist fiir » = 7.

Mittels transfiniter Induktion ist damit eine gewisse Menge Q von
Quadern definiert. (Die ,Schachtelung” von Quadern wird immer dann
abgebrochen, wenn man bei einem hdchstens zwei Elemente enthaltenden
Quader angelangt ist.)

Wir fithren nun den Begriff der Quaderschachielung ein. Ist @ ein
Quader aus Q mit § >3, so bezeichne man im Folgenden den bei der
Konstruktion von Q eindeutig in ihm fixierten Teilpunkt mit #(@). Wenn
eine Menge I (t(M), o) nicht leer ist, sei sie auch mit Q[a] bezeichnet.
Hat man allgemein einem @ ¢ Q eine Bezeichnung Q[ay, ..., a,,,=...] ® < 2]
zugeordnet, wo die a, € W(w,) sind, so betrachte man, falls @ > 3, die
Quader Q(t(Q), a) €@, wo also die a wieder Zahlen aus W(w,) sind. Ist
@’ ein solcher, also Q' =Q(t(@), as), so bezeichne man @' auch mit
Q[aq, weny Uy nesy (1;,—].

Ist A Limeszahl und hat man zu einer Folge ag, ..y ey .oy 2 <2,
fiir jeden echten Abschnitt a,, » <1’ (<4), dieser Folge einen Quader
Qlag, ..., ay, ...] %< '] definiert, so definiere man Q[ag, ...y Gy, ..-| %< 4]

‘als M Qlag, ...y &, -..| x < 2'], fallsy der letztere Durchschnitt nicht leer ist.
V<i
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Man macht sich klar, da8 auf diese Weise mittels transfiniter In-
duktion jeder Quader aus Q eindeutig dargestellt ist in einer Form
Qlery Gy -] %< 2] mit o, e W(w,). Und es gilt: Sind @y = Q[..., 0, .| % < 1]
und Qy = Ql..., ayy...] < A] mit 4 <y zwei Quader aus Q, so ist
0.0Q, und @, = Q,, —Q, ist durch ,Weiterteilung® aus ¢, entstanden.

Als Quaderschachtelung (in Q) verstehen wir dann eine jede (abstei-
gende, nichtleere) Folge @ [ay], @[, uls s Q[0 -5 ) | w<el, e, 0<,
falls 1 Limeszahl, bzw. ¢ < 4, falls 1 keine Limeszahl, von Quadern
aus @, deren Durchschnitt hochstens zwei Elemente enthéilt. Die Folge
a,, %< J, bezeichnen wir als die zu der Quaderzerlegung gehorige Folge.
Die Menge aller solchen Folgen sei F.

Dann erfillt # die in der Formulierung von Satz 1 erwihnte Be-
dingung (ii), wie man sich leicht an Hand der Konstruktion der Folgen
aus F klarmacht.

TFerner erfiillt ¥ die Bedingung (iii) von Satz 1. Denn ist f: a,, » < 1,
eine Folge aus F und o < A=1(f) vorgegeben, so betrachte man die zu f
gehorige Quaderschachtelung

Qla] D QLap; 0] D . D QL wony oy o] 2 < 0]y ooy o<,

falls A Limeszahl, bzw. ¢ < 4, falls 4 keine Limeszahl. Fiir ¢ = 0 ist man
sofort fertig. Fir o> 0 ist Q[ay, ...; &, ...] # < o] ein Quader dieser
Schachtelung, der wegen ¢ < A nochmals unterteilt wird, und zwar wegen
(IIT) in mindestens zwei Quader Q[ ay, ..., &y ..., ¢o] UDd Q[g, «ny Oy ovey 5]
mit o, ¥ a;. Dann gibt es natiirlich eine Folge f' ¢ F, die f'(») = f(x)
fir x < o und f'(¢) = a5 % a; = f(o) erfiillt, womit (iii) erfiillt ist.

Als n#ichstes wollen wir zeigen:

(IV) Bs gili w(f) < w(c) fiir jedes f < F.

Dazu bezeichnen wir mit H, die Menge aller a ¢ W (w,), die denjenigen
Komplexen [..., D, ...| < w(T)] (wo D, entweder 4 oder B ist) vermoge
Z zugeordnet sind, in denen D, = A ist. Dann gilt:

(V) Fiir jedes { <« F und jedes =< w(T) ist die Menge der &, jir die
1(&) e H, gilt, endlich: {£] f(€) e H.} < %,.

Denn wire fiir ein g F und ein x < o(T) der Wert g(£) ¢ H, fiir
abzéhlbar viele Werte £ < & < £,< ... von &, so betrachte man die
zu g gehorige Quaderschachtelung Q[g(0)], Q[g(0), g(1)], ... Insbesondere
betrachten wir davon die Quader Q[..., ¢(z),...| 7 < &J], 7 < w,. Dann
sel = H@Q[..., g(z), -..| T<é&n]), B < wy. Da g(&s) ¢ H, gilt, folgt dann:
1 liegt beziiglich <,, hinter allen Elementen von Q[..., ¢(7), ...| v < &,
also auch hinter allen Elementen #}, mit m> n, denn es gllt theQL...
9(z)y o} < En]CRL..., g(v), ...| T < &u] fiir m > n. Also hitte die Menge
{ta] m < e} beziiglich <, den Ordnungstypus f, was aber der Tatsache
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widersprieht, daBl <, eine Wohlordnung von Af ist. Damit ist dann (V)
bewiesen.

Hiermit ergibt sich:

(VL) Ist @ diejenige Zahl aus W (w,), die vermége der Zuordnwung Z
dem Fomplew [Dy, Dyy ...y Dyy .l 7 < 0(T)], wo alle D, = B sind, eni-
spricht, so hat fiir festes f ¢ F die Menge der &, fir die f(£) 5= a ist, eine
Michtigkeit <e.

Denn ist f(&) 5= @, s0 ist f(£) e H, fiir mindestens ein x < w(f), also

i a< UG i@ Bi<sT<e,
x<w(T)
da T<e und 7 unendlich war. Dann ist natiivlich auch w(f) < w{e)
fiir jedes f e, womit (IV) bewiesen ist.
Als nichstes zeigen wir:
(VIL) Fiir x < w,11 folgt aus B, <, dic Beziehuing 02 (By) < S».

Wihrend der Ausfithrungen zu (VII) und (VIII) sei = eine feste
Zahl < w,+;. Wir nennen zwei Elemente z, y von M —Z,, p-dquivalent
(fiir ¢ < w(T)), wenn im Sinne von <, kein Element von M — B, zwischen
x und y liegt. Hierdurch ist, wie man sofort sieht, fir jedes solche ¢ eine
Aquivalenzrelation R, in M —H, definiert, und M —F, wird beziiglich
R, in Aquivalenzklassen zerlegt, deren Menge sei K,. Ordnet man jeder
Klasse K, € K,, die kein Endstiick von M, <, ist, das bezliglich <, kleinste
Element m(K,) e I zu, das beziiglich <, hinter allen Elementen von
K, kommt, so gilt m (Kg) e B,, und es ist wegen der Eineindeutigkeit der
Zuordnung K,—>m(K,) die Menge der K, ¢ K,, die kein Endstiick von 3,
<, sind, gleichméchtig mit einer Teilmenge von E., so daB also fiir jedes
o < o(T) gilt
(5) K,<E. +1

(VIII) Ist K, e K, fir o< w(i’), so ist der Durchsehnilt = = [_K,
a<w(T)
Teilmenge eines Quaders aus QZ(F.,)

Man. sieht dies etwa mit transfiniter Induktion ein. Bs sei = # @ an-
genommen, um einen trivialen Fall auszuschlieBen. Es ist 7 C M ¢ QZ ().
Ist nun »' << x» und F'ECQ;,GQZ(E;,) fiir jedes 1< ', so ist, falls »’
Limeszahl ist, QZ(E,) ﬂQ,mer Und ist »' = %" +1, so gibt es ein

Q. eQZ(H,) mit QO m. Ist dabel Qur <2, 50 ist Qu eQZ(By); ist
jedoch Q,‘~> 2, so wird Q. unterteilt durch #(@.) e By = By, ud
einer seiner Teilquader mufB = umfassen, da ja in K, kein Element von
E,, also auch keins von B, C B, liegt und insbesondere also Q) ¢ K,
gilt. Damit ist (VIII) bewiesen.

.
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Da nun die Menge QZ(E,) ebenso wie die Menge P der z = N &,
oe<o(T)
eine Aufteilung der Menge M —F, in disjunkte Klassen ist, folgt aus
(VIII) nun

(6) P=07Z(B,) .

Damit folgt nun (VII). Denn ist Jffg 8,, 80 ist wegen (5) I?Q <8y, also

hat P={ (| K,| K, ¢K,} eine Michtigkeit P <& =y, da T < ¢ ist.
o<w(T)
Daraus und aus (6) folgt dann (VII).
Nun erg:bt sich
(IX) Fs st fir jedes # < 0,4

(7) jﬂj <N, wnd QZ (Ex) SN

Denn (7) gilt fiir = 0. Ist ferner (7) fiir alle » < 7 erfiillt, wo 0 < < w4y
gilt, so ist im Falle, daB v Limeszahl ist, T, < U E. <78, =8,; dann
gilt (7) wegen (VII) auch fir » — . =

Existiert v—1, 50 ist &, <8, und QZ (B,_) < &, 80 daB B, — B, ;
w M (r—1) wegen M(v—1) < QZ (B, < ¥, der Bedingung 7, < , geniigt,
so daB wegen (VII) wiederum (7) fiir » =7 gilt, womit dann (IX) be-
wiesen ist. Nun ergibt sich leicht:

(X) Bs ist sup ()] f < F}> wpua.

DeI’lll es 8el % < w,;, fest vorgegeben. Dann gibt es in QZ (#,) einen
Qua«(Er Q,: der mi]:ldestens drei Elemente enthilt, denn sonst wire wegen
(4) AU < B,+2-QZ(E,) < %, wegen (7) mit Widerspruch. Ist dann §, fir
0 < % der Quader aus QZ(H,), der  umfaBt, so ist die Folge der ¢, streng
monoton fallend, da keiner ihrer Quader ungeteilt fiir das nichste QZ (Ey11)
tibernommen wird, weil er ja § und damit mindestens drei Elemente
umfaBt. Also g'bt es fir jedes » < w,., mindestens eine Quaderschach-
telung der Lénge >x. Damit ist dann auch (X)) bewiesen.

Aus Satz 1’ folgt dann: Es gibt eine Folge f ¢ mit 1(F) > wyes-
An Hand von f wollen wir nun die gesuchte Menge K der Behauptung
konstruieren:

. Nagh __(VI) ist Ei & #dt<e< Rp1. Wegen 1(7) > W, 18t dann
F(&§) =& fiir 8,4, viele Elemente £, etwa fir & = £,, % < o1, WO & < &,

sei fiir «' < x". Man betrachte die zu f gehorige Quaderschachtelung
QIF(0)12 QL7 (0), F(1)]D ... und die Folge £(Q[7(0)]), t(Q[F(0), F(1)]), -»r
der zuge{lﬁﬁgen Teilungspunkte. Davon betrachte man nun die Teilfolge
?,, = t{Q[f(0), r 1)y | ¥ < &)y #< wy41. Dann liegt ¢, beziiglich eines
leden <., < w(T), vor allen Elementen aus Q[F(0), ..., 7(y), ...| » <&,
also auch vor allen i, mit > «, da diese in dem betreffenden Quader

enthalten sind. In der Menge K = {t.] # < ®,+1} stimmen also alle Wohl-
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ordnungen <., 7 < m(?‘) liberein, womit wegen K= N,11 unser Satz
bewiesen ist.

Wir geben nun noch ein Beispiel dafiir, daf sich der Satz 2 nicht
mehr auf T = ¢ verschiirfen laBt. Bs gilt:

SAtz 3. Hs sei n, eine beliebige unendliche Kardinalzahl und ¢ die
kleinste Kardinalzahl, die s, > s, erfiillt. Dann gibt es eine Menge I mit
H = 8,41 und eine Menge T von Wohlordnungen von M mit T = ¢, so
daf es keinen Vollteil K von M gibt, in dem alle Ordnungen aus T iiber-
einstimmen.

Beweis. Bs sei w,((co(c))) die Men e aller Folgen der Linge w(c)
von Ordinalzahlen aus W(e,) und M eine Teilmenge der Michtigkeit
8,41 VOL w,,((co(c))).

Zu jedem v < o (c) sei nun eine Wohlordnung <, gewihlt, die folgendes
leistet: Sind a = [ay, ..., &, ...] und b = [By, ..., B, ...] zwei Elemente aus
M, so ist @ <. b dann, wenn o, < f, ist (jedoch nicht notwendig nur dann).
Eine solche Wohlordnung ist ja unter Verwendung des Auswahlaxioms
leicht konstruierbar. Die Menge T der <., v < w(c), hat dann die Michtig-
keit T'<e.

Es sei nun indirekt angenommen, K = {kg, ..., Kuy -] 2 < 0p42} sei
eine Teilmenge von A mit der Bigenschaft, dab ans »’ < ' auch k<<, ke
f lgt fiir jedes 7 < o(c). Es sei

B =Koty oy Buey o] T < o(€)]-

Dann folgt aus der Konstruktion der Ordnungen <., daB fir jedes
T < w(c) die Folge der 7-ten Komponenten zu K, also die Folge %,
% < w,41, (Unstreng) monoton steigt mit ». Da aber die k.. aus W{w,)
sind, folgt fiir jedes v < w(c) die Existenz eines x'(r), so daB alle k.
fir % > «'() gleich sind (=e¢,), da andernfalls eine Zahl, die <w, ist,
ZU ,41 konfinal wire, was dessen Regularitit widerspricht. Ist dann
K. = {k, e K| ku: < &}, so gilt fiir jedes v < w(c)

(8) K, <n,.

Man betrachte nun das Element € = [€gy «ory by ...] T < 0(c)]. Zu jedem
Blement k, e K mit &, # e-gibt es ein v < w(e), so dal k.. < e ist, so
daB also K C L% )K, w {e}. Wegen (8) ergéibe sich damn K < ¢ % +1 =1,
r<a(C;
mit Widerspruch.
Wir untersuchen nun den Fall, wo M eine Limeskardinalzahl ist.
Fiir regulire Limeskardinalzahlen gilt der zu Satz 1 analoge

Sarz 4. Bs sei s, eine regulire Limeskardinalzahl und ¢ die kleinsie
Kardinalzahl, so daff es ein Produkt von ¢ vielen Kardinalzahlen gibt, die
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alle <x, sind, welches >x» st (3). (Bei Giltigheit der Kontinuumbypothese
ist ¢=n,.) Dann sei Sa<%, und F eine Menge von Folgen innerhald W (w,),
die die Bedingungen (ii) und (iil) von Satz 1 sowie folgende Bedingung (i)
erfilli:

(i) Ist f e F und 8 ein Stiick des Definitionsbereichs von f, iiber dem f
Tonstant ist, so ist 8 < 8.

Dann gilt:

Ist a < w(0) und w(f) < a fiir jedes | < F, so ist sup ()] f « F} < w».

Beweis. Durch eine Modifikation des Beweises von Satz 2 aus [1]
folgert man, daf gilt

(9) F<s,.

Nun ist der Definitionsbereich von jedem feF wegen (i) und w(f) < a
eine Vereinigungsmenge von héchstens @ < ¢ <n» vielen Mengen mit
Michtigkeiten <s,, woraus man wegen der Regularitit von s, leicht
folgert

(10) )< w»  fiir jedes feF..

Mit (9) und (10) folgt dann wegen der Regularitit von o, die Behauptung.
Analog zu Satz 2 erhilt man dann

Sarz 5. Bs sei M = 8, eine requlire Limeskardinalzahl und ¢ wie bei
Salz 4 definiert. Weiter sei ¢~ die ndchstkleinere Kardinaleall zu ¢, falls
eine solche existiert, andernfalls sei ¢~ = ¢. (Bei Giiltigheit der Kontinuum.-
hypothese ist 8,=¢=¢".) Ist dann T eine Menge von Wohlordnungen
von M und T < c—, so gibt es einen Vollteil V von M. , in dem alle Ordnungen
aus T dibereinstimmen.

Beweis. Setzt man 27 = s (T sei hier als unendlich angenommen),
80 ist %x < 8, wegen T < ¢, und wir konnen analog wie beim Beweise
von Satz 2 F, E, und QZ(F,) fir » < w» definieren, und es ergibt sich
Qu(B,) < s fiir jedes » < w» (vgl. (VIL)!), woraus sup (/)| f e P} > o
folgt. Fﬁr_(llie Folgen feF erhalten wir weiter w(f) <xo~1:’ = i also
w(f) < w(T"), wo T+_die nichstgroBere Kardinalzahl zu T bedeutet.
Da T<o gilt, ist T% < ¢ und infolgedessen, a = o(T%) < w(c). Mit
Satz 4 zusammen ergibt sich dann die Behauptung ganz analog zu dem
Beweise von Satz 2. _

In dem Falle, daBl M eine singulire Kardinalzahl ist, werden wir
uns vor allem auf Satz 2 stiitzen. Wir konnen dann Satz 5 in den folgenden
allgemeinen Satz einordnen:

(®) Aus der Voraussetzung tiber ¢ folgt dann, daB aunch jede Summe von weniger
als ¢ vielen Kardinalzahlen, die je <, sind, noch <n, ist.
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Satz 6. Bs sei M =, eine Limeskardinaleahl und ¢ wie bei Satz 4
definiert. Dann set ¢’ die kleinste Kardinalzahl, so daf es ein Produkt von
¢ vielen Kardinalzahlen <c gibl, das >c¢ ist. Weiler sei T eine Menge von
Wollordnungen von M mit T < ¢'. Dann gibt es bei Annahme der Kon-
tinwumhypothese einen Vollteil V von M, in dem alle Ordnungen aus T
iibereinstimmen.

Beweis. Ist &, eine regulire Kardinalzahl, so folgt diese Aussage
aus Satz 5, da bel Giiltigkeit der Kontinuumhypothese ¢ = ¢ = &, ist.
Bs sel also n, als singulire Limeskardinalzahl vorausgesetzt. Dann folgt
aus der Kontinuumhypothese, daf ¢ die kleinste Kardinalzahl ist, so daf
sich s, darstellen 148t in der Form
(11) S= D) K,

#<wlc)
WO Kg, <8, ist fir 4 < w(e). Da dann w(c) die kleinste zu w, konfinale
Zahl ist, ist ¢ regulér und ¢ < 8, wegen der Singularitdt von 8,. Man kann
dann auch eine solche Darstellung (11) von &, geben, daB aufler (11)
noch folgende Bedingungen (12) und (13) ertiillt sind:
(12) Die x,, wachsen streng monoton mit u.
(13) Ka, ist regulir und >c¢ fiir jedes u < w(c).

Nun gilt

(XI) Ist M'C M und I = Ny42 > €, SO gibt es eine Menge K'C M’
mit K = T, die ordnungsgleicher Kern beziiglich T' ist.

Denn ist m die kleinste Kardinalzahl, fiiv die s%; > %4, ist, so ist
m = 8,3; wegen der Kontinuumhypothese. Da ferner T < ¢ < 8,41 ist,
ist also T < m, und nach Satz 2 existiert dann eine Menge K’ mit den
angegebenen Eigenschaften.

Man kann dann wegen (XI) leicht Mengen My, My, ..., My, ..y
4 < w(c) konstruieren, so dal gilt:

(14) Die Mengen M, sind zu je zweien disjunkt.

(15) 2, ist ordnungsgleicher Kern beziiglich T und hat in Bezug auf
jede Ordnung aus I den Typ w,,.
Wenn wir nun zeigen, dafl die Menge U = <L% )M,,C M eine Menge
B<oXc; .
V der Michtigkeit x, umfaft, die ordnungsgleicher Kern beziiglich T ist,
80 ist der Satz bewiesen. Es sei

T o= {Cpy ey <oy o] T< (T} -
Dann betrachten wir das cartesische Produkt

C=W,x W, X ... x Wox .| 7 < o(T),
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worin jedes W, = W(w,41) ist. Sind dann @ = [@y, ..., &, .| < w(T)]
und ¥ = Yoy o5 Yoy -] 7< o(T)] zwel Punkte aus 0 uwnd 2. #y,, so
setzen wir

T Y o < Yse

Man sieht dann leicht: Die Menge U 148t sich so in O eineindeutig
abbilden, daf g.lt: Sind # # y zwei Elemente aus U, so gilt fiir deren
Bilder ' = [..., ;,...] und [..., ¥1, ...] in C, daB aus o <.y folgt @, < y.,
so dal also gilt

x <y w <,y

Wir konnen deshalb iiberhaupt so tun, als ob U eine Teilmenge von ¢
ist, bei der je zwei Punkte in allen Komponenten verschieden sind, und
bei der die Ordnung <3 nach der z-ten Komponente genau die Ordnung
<, ist. Dies sei also im Folgenden vorausgesetzt.

Unter I verstehen wir die Menge der 7-ten Komponenten der
Elemente aus M,. Dann setzen wir s, = sup(M};) und weiter

B =85y Shy vees 81y o] 7 < (D],

— wir nennen S, den Supremumspunkt zu M,. Dann gilt:

(XII) Sind p + u' zwei Zahlen aus W(w(c)), so sind die zugehorigen
Supremumspunkie 8, und Sy in jeder Komponente verschieden.

Denn die Komponenten von S, sind Ordinalzahlen, die wegen (15)
jeweils die obere Grenze einer streng monoton wachsenden Folge der
Lénge o, von Ordinalzahlen sind. Sie sind also mit @,, konfmal. Da
dieses wegen (13) eine regulére Anfangszahl ist, sind die Komponenten
von S, mit keinem 0y, Mit u’ 7 p auch noch konfinal, woraus (XII)
folgt.

Es sind dann in der Menge der Supremumspunkte 8,, u< w(e),
die die Michtigkeit ¢ hat, die Wohlordnungen <., 7 < w(7T), definiert.
Betrachten wir auch noch die Wollordnung ¢, die bestimmt ist durch

Sp1< Sm"’!“l< Hay
so folgt aus Satz 2 bzw. Sitz 5, da die um < vermehrte Menge der
Woblordnungen <, v < w(T), eine Michtigkeit <7T-+1= T hat:
(XIII) Bs gibt einen Vollteil S von {8 u< w(e)), so dap fiir u, < s
und Sy, Sy € S gili:
S < &, fiir jedes 1< o(T).

Es besagt also (XIII), daB in S alle Komponentenordnungen <,
mit der Ordnung nach dem Index g iibereinstimmen. Es sei nun
N = {u} SueS}, und es sei N’ die Menge derjenigen Ordinalzahlen aus

icm°®
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N, zu denen es in N eine nichstkleinere Ordinalzahl gibt. Dann ist
N =N = ¢, und es folgt aus (11)

(16) D ke, =,

ueN’
da N’ in W(co(c)) konfinal ist und die %, nach (12) streng monoton
wachsen.

Ist dann ein S, mit u e N’ vorgegeben, so existiert wegen (XIII)
ein Blement S¢S, das in Bezug auf jede Komponentenordnung <, un-
mittelbarer Vorginger von S, ist. Aus 8, = [sg, ..., 85, ...] und § = s’ ...,
&%, ...] folgt also s; > §” fiir jedes v < w(T), und da s7 = sup(M7) ist und
M, nach (15) in Bezug auf jedes <, den Typ o, . Dat, liegen fiir festes
<, alle Elemente von M, mit Ausnahme von weniger als Kq, vielen zwischen
s* und s;. Dann liegen aber auch alle Elemente von M, mit Ausnahme
von weniger als s,, vielen in Bezug auf jedes <3,, v < w(T), zwischen
s und s;. Denn ist 4, die Menge der Ausnahmewerte, so ist A, Vereini-
gungsmenge von T' vielen Mengen, die alle eine Michtigkeit <%, haben;
und danach (13) T < ¢ < Ng, ist, ist dann anch éﬁ < 8,,, da dieses regulir
ist. Bs gibt also mit V, = M,—4, einen Vollteil von J,, der

) F 2V 2e6
fir alle v < o(T) erfillt. Dann ist ¥V = |J V, eine Teilmenge von M,
wih

die nach (14), (15) und (16) die Michtigkeit &, hat, und in der alle Ord-
nungen aus I’ iibereinstimmen, da dies in den einzelnen V,, ue N', zu
trifft, und da nach Konstruktion V, <<, V. gilt fir x< x' und alle
7 < o(T). Damit geniigt also V der Behauptung unseres Satzes.

Wir geben nun noch zwei Sitze an, die zeigen werden, da8 man
die Aussage von Satz 6 nicht mehr auf T = ¢’ ausdehnen kann, wenn
man die Kontinunmhypothese annimmt.

SATz 7. Ist 8, Limeskardinalzahl und ¢ die kleinste Kardinalzahl, so
dap sich %, als Summe von ¢ vielen Kardinalzahlen darstellen 1ipt, die alle
<K, sind, so gibt es eine Menge M der Mdichtigkeit M = 8, und ¢ viele
Wohlordnungen in M, so daf es keinen Vollteil von M gibt, in dem diese
Wohlordnungen iibereinstimmen.

Beweis. Es ist o, darstellbar in der Form o, = Wy WO g, < 0,
#<w(c)

fir alle » < w(c). By seien dann M, , » < o(c), zu je zweien disjunkte
geordnete Mengen, wobei M, den Ordnungstypus o, habe. Es sei
V= | M, Weiter sei fiir »< w(¢) eine Ordnung <, definiert als

=<w(c)

die durch die geordnete Summe
X Mo+ 2 M,
22x% i<x

Fundamenta Mathematicae, T. LITE 12
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bestimmte Woblordnung von V. Die Menge T' der Wohlordnungen <,,
%< w(¢), hat dann die Michtigkeit ¢ und erfiillt die Behauptung unseres
Satzes, wie man leicht nachpriift.

SaTz 8. Ist s, Limeskardinalzahl und ¢ und ¢ definiert wie in Saiz 6,
s0 folgt aus der Kontinuumhypothese: Bs gibt eine Menge U der Mdichtigkeit
%, mit ¢’ vielen Wohlordnungen, so dapB es keinen Vollteil von U gibt, in
dem sie ubereinstimmen.

Beweis. Ist ¢ Limeskardinalzabl, so ist wegen der Kontinuum-
hypothese ¢ regulir und ¢’ = ¢, so dal aus Satz 7 die Behauptung folgt.
Bs sei also ¢ keine Limeskardinalzahl. Dann gibt es nach Satz 3 eine
Menge M der Michtigkeit ¢ und eine Menge 7' von Wohlordnungen von
M mit T = ¢, so daB kein Vollteil von M ordnungsgleicher Kern ist
beziiglich 7. Wir kénnen dann auch der Einfachheit halber M als die
Menge W(w(c)) annehmen (wobei die Ordnungen aus 7 dann natiirlich
von der iiblichen Ordnung der Ordinalzahlen verschieden sein kdnnen).
Bs sel T'= {<g, 0y <py .| T< 0(¢)}. Mit M(7) bezeichnen wir die
vermige <. geordnete Menge If.

Man nehme nun eine Darstellung % = Na,, WO die Kq, <&, sind.
w<ale)

Dann bilde man wohlgeordnete Mengen M"/ﬂ < w(e), die zu je zweien
disjunkt sind, und die M., = x,, erfiillen und setze U= |J M,,. Fir

n<o(e)
7 < w{¢’) sei nun <, diejenige Wohlordnung von U, die durch die geordnete
Summe
U= D M,

P,
e M(z)

bestimmt wird, wo also das Argument die vermdige <, geordnete Menge
W(w(a)) ist. Dann erfiillt U mit den Ordnungen <., =< w(¢'), die
Behauptung. Denn wire V ein ordnungsgleicher Kern und Vollteil
von U, so hitte V fiir ¢ viele verschiedene p mit Maﬂ Elemente ge-
meinsam, da ¢ regulir ist. Die Menge N dieser u-Werte wire dann
Vollteil von M, und in N miiBten alle Ordnungen -<,, und dann
auch alle Ordnungen <, aus 7, iibereinstimmen, was der Konstruktion
von T widerspricht.

§ 5. Eine Anwendung auf die Topologie. Die Siitze 2 und 6
gestatten eine gewisse Anwendung auf die Topologie. Bs seien W,,
%<4, wohlgeordnete Mengen. Wir betrachten dann das cartesische
Produkt B = W,xW;x..XW,X..| =< 1 Dabei sei folgende Umge-
bungsdefinition in R gegeben: Ist & = [y, ..., &y, ...| % < 1] mit @, ¢ W,
ein Punkt aus R, 5o sei eine Teilmenge U C R genau dann eine Umgebung
von z, wenn U= UyxU;x..xU,X..| x< 1, ist, wo jedes U, ein
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Segment der geordneten Menge W, ist, das 2, enthilt, und in dem 2z,
nicht erstes Element ist ().

Ist M C R, so nennen wir einen Punkt & ¢ R einen x,- Kondensations-
punkt zu M, wenn in jeder Umgebung von % mindestens x, viele Punkte
von M liegen. Dann gilt folgender

SATZ 9. Es sei 8, eine beliebige unendliche Kardinalzahl wnd ¢ und ¢’
definiert wie in Sats 6. Sodann sei A eine Ordinalzahl mit 1< ¢, falls 8,
keine ILimeskardinalsahl ist, baw. 1< ¢, falls s, eine Limeskardinal-
sahl ist.

Ist dann fiir jedes = << A jeweils W, eine wohlgeordnete Menge mit
cinem leteten. Element, so gibl es zu jeder Teilmenge M C R = Wox Wyx
Ko X W 32| 2 < A, mit der Mdchtigheit M = 8, einen N,- Kondensations-
punkt in R, wenn man im Falle, daf «, Limeskardinalzahl isi, die HKonti-
nuumhypothese annimmt.

Beweis. Wir nehmen an, da8 die W, Abschnitte der Ordinalzahl-
reihe sind, was ja die Allgemeinheit nicht einsehréinkt. Zu jedem = < 4
sei nun in M eine Wohlordnung <, definiert, so daf gilt:

Sind @ = [#g, -ory Ly o] WA ¥ = [Ygy o s Yu, -..] Elemente von M, so
folgt aus x <. ¥, dab x, <. (im Sinne des < fiir Ordinalzahlen) gilt.

Solehe Ordnungen sind ja leicht zu finden. Wegen Satz 2 bzw. Satz 6
gibt es dann eine Menge K C M der Michtigkeit K =+,, in der alle
Ordnungen <,, » < 2, fibereinstimmen. Wir konnen annehmen, daB K
in Bezug auf jede der Ordnungen <, den Typ w, hat, andernfalls
gehe man zu einer Teilmenge mit dieser Eigenschaft tiber. Es gilt

dann also:

(%) Sind & = [Byy vy Ly oo-] WG Y = [Yoy ooy Yy -] 0us K und ist x <. Y
fiir jedes © < 2, s0 ist &, <Y, fir jedes = < 2.

Ist @ e K, so bezeichne r, die »-te Komponente von z. Es sei dann
.= sup{mw, 2 e K}. Da W, ein letztes Element hat, existiert s,, und

€S ISt § = [Sgy -y 8xy .| # < A] Element von R. Bs folgh weiter, daB s
%,-Kondensationspunkt zu K ist, denn ist eine Umgebung U = U, %
KU, .| %< 2, von s gegeben, so gilt wegen (x) bei gegebenem

fiiv alle 2 ¢« K mit Ausnahme von weniger als , vielen, @, ¢ U,. Dann
ist die Menge A der Blemente aus K, die nicht in U fallen, Vereinigungs-
menge von /1 vielen Mengen, deren Michtigkeit je <&, ist. Wegen i<e
folgt aus der Bedeutung von ¢ (vgl. FuBinote 2!) also A < %, und es fallen
folglich , viele Blemente von K, also von I, in U, was zu zeigen war.

(*) Wir erheben nicht zugleich die analoge Forderung, dal nicht letztes Element
von U, ist, da Satz 9 auch ohne diese schon folgt.
12%
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Rotation groups under monotone transformations
by
A. G. Haddock (Batesville, Ark.)

Lucille Whyburn [1] has several theorems concerning rotation groups
under topological transformations. We generalize her results by relaxing
the condition that the transformation be topological.

Unless otherwise specified, § is to mean a compact Hausdorff space
(M is to mean a plane Peano continuum), 7' will be a monotone trans-
formation such that T'(S) =8 (I'(M)= M), and if T allows a set K
of fixed points then 7 (K)= K. The proofs of most of the theorems
follow in a straightforward manner along the lines of Whyburn’s proofs
and are not included.

TaworeM 1. If C, is a component of 8 —K, then T(C,) and T7(Cy)
are components of S—K.

TERoREM 2. Let C, be a component of S—K, Cp = T"(Cy) for each n,
and let @ be the collection Cyn. Then G forms a commutative group where
the group operation is defined for any two elements C; and C; as C;C; = T°(C5).

THEOREM 3. Buvery component of §— K lies in one and only one rotation
group.

LEMMA 1. If T(x,) = %, and {z;} is a sequence of distinct points con-
verging to @y, then {T '(x:)} is a sequence of sets converging to &,.

Proof. Letting L = ljm;, it follows from the continuity of 7' that

1=0 J—
TYIL) is closed and hence compact. Suppose first that a:oéli_mT”l(wi).
Then there is an open set U, about w, such that U, ~ T™ML) = @,. Let

oo

U; for i> 0 be an open set about z; such that Us~ (| ) = 0. It
7

#1,f=0

follows that U;= T~ %(U;) is an open set containing T~x;) such that
Uin G T Yx;)) = ©. Hence the eollection {T:} including i=20isan
T#i,7=0

open covering of 7 (L) which contains no finite subcovering. This con-
tradicts the fact that 77 '(L) is compact. Suppose now that there exists
a point y in Tm 7 (x;) such that y # @,. Then by the definition of the
limit superior, given any open set U about y, U intersects infinitely many
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