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Dualzerlegungen in totalgeordneten Mengen
von

E. Harzheim (Koin)

§ 1. Einleitung. Nach Sierpinski [8] und Gillman [2] ist jede total-
geordnete Menge der Michtigkeit », Zhnlich einer Teilmenge der lexiko-
graphisch geordneten Menge H, alier transfiniten Folgen (q, o, g ey Uiy on)y
% < w,, von Ziffern 0,1 der Linge ®,, zu denen es jeweils eine Zahl
A< w, gibt, so daB «, =1 and @, = 0 fiiv » > 2 ist. (Siehe auch [51!).
In der vorliegenden Arbeit werden gewisse Higenschaften von lexiko-
graphischen Darstellungen totalgeordneter Mengen durch 0, 1-Folgen
untersucht, wobei wesentlich der Begriff Dualzerlegung gebraucht wird.
Die wichtigsten Ergebnisse sind in den Sétzen 3 und 5 enthalten.

DEFINITIONEN. Unter einem Stiick (Segment) einer totalgeordneten
Menge M verstehen wir eine Teilmenge von M, die mit zwei Elementen
a < b auch alle » ¢ I enthélt, diea <z < b gentigen. Sind dann &, und 8,
zwei disjunkte nichtleere Stiicke, 50 sind alle Elemente von 8, vor denen
von 8, gelegen oder umgekehrt; wir schreiben dafiir 8; < 8, bzw. 8, < 8, ,
wihrend das Zeichen C die mengentheoretische Inklusion (im weiten
Sinne) ausdriickt.

Ist A eine Ordinalzahl, so sei W () die Menge aller Ordinalzahlen,
die <<} sind. Ist % eine Kardinalzahl, so sei o(k) die zu % gehorige
Anfangszahl.

Ist f: a,, p< 2, eine (transfinite) Folge, so nennen wir 1 die Ldnge
von [ und bezeichnen A auch mit U{f)- (Ist 2 = 0, so ist f die leere Folge).
Fir = < 4 nennen wir die Folge a., u < x, einen Abschnitt und im Falle
% <</ einen echten Abschnitt von f, genaner den x-Abschnitt von f; filr
%> 2 sei der x-Abschnitt von | gleich f definiert. Wir bezeichnen au
auch mit f(u).

Wenn jedes au, u < %, eine der Zahlen 0,1 ist, nennen wir f auch
eine 0,1-Folge. In diesem Falle nennen wir die Teilfolge der Glieder
von f, die =0 (bzw. =1I) sind, die 0-Folge (bzw. 1-Folge) von f.

Ist f: au, p< 3, eine 0,1-Folge, so definieren wir den Begriff
Wechselzahl von f wie folgt: Man bilde alle maximalen Sticke S des
Abschnitts W (1), iiber denen / konstant ist. Die vermoge der aus W (1)
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iibertragenen Ordnung) wohlgeordnete Menge S(f) dieser Stiicke § hat
eine eindeutig bestimmte Ordnungszahl w(f) als Ordnungstyp:

® S(f) = {8 #<w(f)};

diese Zahl w(f) nennen wir die Wechselzahl von f. Genauer schreiben

wir fiir S, auch S, (f).
Fast unmittelbar ergibt sich:

(2) Ist fiir eine 0, 1-Folge f die Wechselzahl w(f) > 1, wo A Limeszahl ist,
s0 hat sowohl die 0-Folge wie auch die 1-Folge von f eine Linge > 2.

Denn fiir 1 = w, ist dies klar, und dann auch fir jede Limeszahl 1,
da eine solche ja rechtes Vielfaches von w, ist.

§ 2. Hilfsséitze iiber Dualzerlegungen.

DEFINITION. Wir nennen eine Menge Z wvon Stiicken einer totalge-
ordneten Menge M eine Dualeerlegung () von M, wenn folgende drei Be-
dingungen erfillt sind:

1) MeZ _

2) Jedes S € Z mit einer Mdchtigkeit 8 = 2 ist gleich der Vereinigungs-
menge zweier nicht leerer Stiicke S, §* aus Z, die 8t < 82 erfiillen. Dabei
seien S, 8% eindeutig bestimmt; also wenn S*, 8%, 8%, S* nicht leere Stiicke
aus Z sind und S8 =81u 2= U 8 St< 8 §< 8 gilt, soll folgen
8t = 8 (und 8% = 8%).

3) Ist 2D 81D 82D .08 D ... eine fallende (transfinite) Folge won
Stiicken aus Z, so gehore auch der Durchschnitt (M 8" z2u Z.

DaB es immer solche Dualzerlegungen gibt, 148t sich unter Ver-
wendung des Auswahlaxioms (dieses werden wir im Folgenden stets ohne
besondere Erwidhnung benutzen) etwa so einsehen (vgl. auch [6], Theo-
rem 3): Man stellt 3, wofern I > 1 ist, dar als Vereinigung zweier dis-
junkter nicht leerer Stiicke S[0] < S[1], stellt dann S[»] (» =0, 1), falls
S[»]>1, dar als Vereinigung zweier nicht leerer Stiicke S[», 0] < S[v, 1].
Hat man allgemein bereits ein S[ay, ..., @, ...] % < 2] definiert und ent-
halt dieses mindestens zwei Elemente, so zerlege man es in zwei nicht
leere disjunkte Stiicke

Slagy ooy By o] < A] = Bagy vury Ay o | < 2y 07U S,y ooy @, oo < 4, 1],

wobei das erste Stiick auf der rechten Seite dem zweiten vorangehe.
Sind fir eine Folge von Ziffern 0, 1: av, v < u, wo y Limeszahl ist, Stiicke
Slag] D 8lagy @12 . D 8lagy evey oy ..] A< »] D ... definiert, die eine fal-
lende Folge bilden, so bilde man den Durchschnitt O Slagy ey tzy o[ A<<]
v<p
(*) Hierzu wesensgleiche Begritfshildungen sind bei Novak [6] und Padmavally [7]
eingefiihrt worden.
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und bezeichne ihn mit S[a, ..., a, ...| ¥ < u]. Enthilt er mindestens zwei
Elemente, so wird er weiter zerlegt usw. Die um M vermehrte Menge
aller so induktiv definierten S[ay, ..., ar,...] ist dann eine Dualzerlegung
von M ().

Unter einer Dualschachielung in Z verstehen wir eine jede Folge
U, 8[ag]; STaay rly -5 8oy -ve Gy | 9 < ], oo, 4 < 7, von Stiicken aus Z,
die (wie schon aus der Indizierung zu ersehen ist) streng monoton fillt
(im Sinre von O), und deren Durchschnitt entweder leer ist oder nur ein
Element enthilt. Die zugehorige Ziffernfolge o, iy veey Oy oeny v << 7 (falls
v Limeszahl ist) bzw. a,, ..., a,, ..., » < 7—1 (falls v keine Limeszahl ist),
nennen wir die Dualfolge der betreffenden Dualschachtelung. Die Menge
aller Dualfolgen zu simtlichen Dualsehachtelungen in (dem festen) Z sei
mit D(Z), kurz D, bezeichnet.

Nach Definition von D(Z) ergibt sich, daB keine der Folgen aus
D(Z) ein Abschnitt einer anderen solchen Folge ist. (Die leere Folge
gehort offenbar genau dann zu D(Z), wenn M < 1 ist, und dann besteht
D(Z) auch nur aus der leeren Folge). Man kann mithin die Menge D (Z)
nach dem Prinzip der ersten Differenzen ordnen.

Die Frage nach der Kennzeichnung simtlicher Dualfolgenmengen
zu sdmtlichen totalgeordneten Mengen beantwortet dann der folgende

Hrupssatz 1. Notwendig wnd hinreichend dafiir, daf es zu einer
JMenge F von 0, 1-Folgen eine Dualzerlegung Z einer totalgeordneten Menge
M mit D(Z)=F gibt, ist, daf F folgende drei Eigenschafien hat:

1) Keine Folge aus F ist ein Abschnitt von einer anderen Folge aus P,
(so daf man also F nach ersten Differenzen ordnen kann).

2) Wenn ayy ey tyy ooy ¥ < 2, eine Folge aus F ist, so gibt es zu jedem
v < A eine Folge fy, ..., B, ... in F von der Linge >v—+1 mit a, = B, fir
p<vund f,=1—aqa,.

3) Ist gt Yoy ey Voy -ony ¥ < A, irgendeine 0, 1-Folge, wo A Limeszahl
ist, und ist jeder echle Abschwitt von ¢ auch Abschnitt einer Folge aus I,
so ist g auch noch Abschnitt einer Folge aus F.

Beweis. Die Notwendigkeit dieser Bedingungen folgt leicht aus der
Konstruktion von D(Z) aus den Dualschachtelungen. Um zu zeigen, daf
die drei Bedingungen hinreichend sind, definiert man zu jeder 0, 1-Folge
Gy veey Gy oony ¥ << A, die Menge

Tlagy ooy s | v <Al = {f e P| f(») = q, tiir v < ).
Fiir 1 = 0 ist sie =F'. Jede solche Menge ist trivialerweise ein Stiick von 7,

und die Menge Z aller solchen Stiicke erfiillt dann, wie man verifiziert,

(%) Ubrigens ist die Existenz einer Dualzerlegung von M #quivalent damit, daf
sich A/ spaltbar ordnen 1iBt. (Vgl. [4], Satz 21).
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die Bedingungen einer Dualzerlegung der Menge F' selbst, und F ist die
Menge aller Dualfolgen zu Z.

Ist @ irgendeine nichtleere Menge von nichtleer.en. 0, l_F.Olgen’ von
denen keine ein Abschnitt einer anderen ist, so deﬁmerefl wir .als obere
Grenzfolge zu G diejenige 0, 1-Folge g,, die eindeutig bestimmt ist dgreh
die nachstehenden Bedingungen (i), (ii), wenn man nach ersten Diffe-
renzen ordnet:

(i) ¢o = ¢ fiir jedes g e G.

(ii) Ist ¢’ eine 0,1-Folge und g’ > g fiir jedes ge @, so0 ist g, < g’
oder g, ein Abschnitt von g¢'.

Man konstruiert g, wie folgt (woraus sich dann Existenz und Ein-
deutigkeit herleiten): HEs sei m, das Maximum der erst?en Glieder der
ge@, also my = max {g(0)| g ¢« @}; dann sei m, das Ma;mmul‘n der g(1),
g €@, fir die g(0) = m, und g(1) noch definiert ist usw. Mlt?els trans-
finiter Induktion erh#lt man so eine 0, 1-Folge m;, my, ..., die der Be-
dingung fiir g, gentigt.

Analog ist der Begriff untere Grenzfolge 2u G definiert. Man kann
dann mit der Bedingung 3) von Hilfssatz 1 zeigen, dafl jede Dualfolgen-
menge D(Z) abgeschlossen ist.

HILpssSATZ 2. Fir regulire w, sind folgende Aussagen Gquivalent:

(A) Es gibt in der Menge D(Z) einer Dualzerlegung Z der totalgeordne-
ten Menge M eine Folge f, deren 0-Folge (bzw. 1-Folge) eine Lénge
>, hat.

(B) M enthdlt eine Teilmenge vom Typ of (bzw. w,).

(C) D(Z) enthilt eine Teilmenge vom Typ wf (b2w. o,).

Zusatz: Brsetet man in (A), (B), (C) die Zahl o, durch eine beliebige
Ordnungszahl, so folgt auch noch (A)—(B) wnd (B)—(C). (Fir singulire
w, gilt jedoch (C)—(A) nicht mehr, wofir man sich etwa mit M = W (w,,)
ein Gegenbeispiel machen kann).

Beweis. Bs gebe eine Folge f: ap, ..., ayy ..., %< A, in D(Z), deren
0-Folge eine Linge >, hat. Dann gibt es eine Teilfolge

Gy Opegy vory Oagyyy memy L Wy
von f, so daB alle diese Oy, =0 sind. Man betrachte dann die Stiicke
Slagy ooy Byl D 8leagy ooey %] D o D 8[agy voey ]2y p< o,.

Jedes Stiick Sfay, ..., a, ] enthilt nach Konstruktion ein Element, das
grofer ist als alle Elemente von S[ay, ..., ax#+1:[‘ ‘Wahlt man dainn aus
jedem 8{a, ..., a,,] ein solches Element, so bilden diese eine Tellmegge
von M vom Ordnungstyp o). Im Falle, daB die 1-Folge von f eine
Linge > w, hat, ergibt sich entsprechend die Existenz einer Teilmenge
von M vom Typ o,, so daB also aus (A) (B) folgt.
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Aus (B) folgt (C). Denn ordnet man jedem = e« M die (vermoge D
geordnete) Menge aller Stiicke aus Z zu, die = enthalten, so ist jedem
ze M eine Dualschachtelung, und damit deren zugehorige Dualfolge
zugeordnet, wir wollen diese fortan mit f{2] bezeichnen. Ist & < yin M,
50 ist auch f[#] < f[y] in D(Z), M also &hnlich einer Teilmenge von D(Z),
so daB aus (B) (C) folgt.
SchlieBlich folgt aus (C) (A). Denn es sei etwa fo<h<.<fe<.,
% < o,, eine wohlgeordnete Teilmenge von D vom Typ ,. Dann be-
trachte man ihre obere Grenzfolge j:

fromgy My oy, o, x< AL

Als erstes ergibt sich dann: 1 = I( f) ist eine Limeszahl. Denn sonst hitte b
das Aussehen: my, ..., m, ;. Nach Konstruktion von f gibe es dann ein f,
mit % < w,, das f,(r) = m, = f(r) fir v < A—1 erfiillt mit Widerspruch
zu f > f,. Spezieller folgt:

(3) Die Fkleinste zu 1(f) konfinale Zahl w, 1§t =qw,.

Denn man wihle eine gegen 1(f) konvergierende Folge von Ordinalzahlen
B<bhi<i.<f<.., < o,. Es sel {f,] x<o}=0F, und fir jedes
7 < w, sei ¢, eine Folge aus F, die g,(¢) = m, fiir ¢ < B. ertiillt, — eine
solche existiert ja nach Konstruktion von f- Die Menge der ¢,, v < w,,
ist dann eine zu F konfinale Teilmenge von F. Da F = w, regulir ist,
mufl dann o, = o, sein.

Ist nun ¢, die kleinste Zahl, so daB 1(8.) # (also >) £4(3,) ist, so ist
wegen f, < f nattirlich f(4,) = 1. Da nun die Menge der §, (nach Kon-
struktion von f) mit W (1) und dann wegen (3) mit o, konfinal ist, hat
die 1-Folge von f eine Linge > w,. Da / Abschnitt einer Folge aus D ist,
ist die Behauptung erfiillt. Entsprechend folgt der Beweis fiir Teilmen-
gen F vom Typ w}, womit alles bewiesen ist.

Unmittelbare Folgerungen aus (2) und Hilfssatz 2 sind die nichsten
beiden Hilfssitze:

Hivrssarz 3. Fiir jede Limeszahl A gill: Gibt es in D(Z) eine Folge,
deren Wechselzahl > 1 ist, so gibt es in M eine Untermenge vom Typ A
und eine Uniermenge vom Typ 2*.

Hivrssatz 4. Ist o, reguldr, so gili: Ist Z eine beliehige Dualzerlegung

von M, so enthdlt M genau dann eine Untermenge vom Typ o, oder ),
wenn ein f e D(Z) existiert mit Hf) = o,.

Verstehen wir unter I+ die nichstgrofere Kardinalzahl zu ﬁ, 50
gilt iiber die moglichen Lingen der Folgen einer Dualzerlegung

Hrirssatz 5. Bs ist sup {I(f)|f e D(2)} < o(IT%) fiir jede Dualzerle-
gung Z von M.
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Wegen Hilfssatz 4 ist ndmlich jedes I{f) < w(M+), 111'.1d da:‘un gilt
dies auch noch fiir das Supremum der I(f), da man sonst leicht M+ viele
Elemente aus M auswihlen konnte. . ) .

Einen wichtigen Zusammenbhang zwischen beliebigen Reprasentatlf‘)-
nen einer totalgeordneten Menge durch 0, 1-Folgen und.solchen Repré-
sentationen, die sich aus einer Dualzerlegung ergeben, ergibt der folgende

HILFSSATZ 6. Bs sei M eine Menge von 0, 1-Folgen, von denen keine
ein Abschnitt einer anderen set, so daf man also M lexikographisch (nach
ersten Differenzen) ordnen. kann. Dann gibt es in der so geordm’.ten Menge I
eine Dualzerlegung Z, so daf die 0,1-Folge fla]e D(Z), d'l-,e dfam ael
zugeordnet ist, eine Teilfolge von a ist, und so daf M dhnlich ist zu der
lexikographisch geordneten Menge der flal, a e M vermdge a—f[a).

Beweis. Ist a ¢ M die Folge a,, x < 4, so ordnen wir a eine Folge
f[a] zu, gegeben durch f(0), f(1), ..., vermoge folgendgr Vor':schrift. Es gfai
», die kleinste Zahl, zu der es in M eine Folge §, gibt, dle_ a, = B, fir
x < 2% und a,, # f,, erfillt. Dann sei 7(0) = a,,. Ist allgemein f(q) =,
fiir alle 0 < v definiert, so verfiige man tber f(v) wie folgt: Es sei x, die
kleinste Zahl, die grofer ist als alle »,, o <7, und zu der es in M eine
Folge y. gibt, die o, = y,, # <u;, und a, #* y, erfillt, falls es iiber-
haupt solche gibt, und es sei dann f(7) = o, . Existiert keine solche
Zahl x., so sei f(o) nur fir die ¢ <7 erklirt. Die Folge f(0),7(1),...
-y f(0), ... aller so definierten f(o) sei dann die der Folge a: a,, » <-}.,
zugeordnete Bildfolge f[a], welche dann natiirlich Teilfolge von a ist.

Ist nun a < b in M, wo a die Folge a,, % < I(a), und b die Folge
By 2 <1(D), ist, so sei p die kleinste Zahl, so daB a, # (also dann <) B,.
Es seien ay, a, ... bzw. By, B, ... die Folgen fla] bzw. f[b]. Da;r.m ist
2, =2 und a, = B fir » <u Weiter muB dann noch Ty, existieren,
wo o die kleinste Zahl ist, die groBer als jedes » ist, fiir das », < u. Dieses
%, ist dann >p, und es folgt wegen der Bedeutung von u, daB %y Ky
also =gy ist. Also ist a,, = a,. Entsprechend ist Bry = Bu- Aus a, < B,
folgt dann also f[a] < f[b].

Wir miissen nun noch eine Dualzerlegung Z mit den behaupteten
Eigenschaften angeben. Dazu sei F' die Menge aller f[xz], # ¢ M. Man
bilde nun (wie beim Beweise von Hilfssatz 1) fir jedes A zu jeder
0,1-Folge &, &y, ..., d,, ..., » <2, die Menge

B[B0s ey By e ¥ < A1 = {f € F'| F(») = 8, fiir » < 1.

Jede dieser Mengen ist ein Stiick von ' und die Menge dieser Stiicke
ist eine Dualzerlegung Z’ von F', wie man verifiziert. Die zu Z' gehérige
Dualfolgenmenge D umfaBt natiiclich F'. Da M #hnlich zu B’ igt, ist
dann auch D noch Dualfolgenmenge einer Dualzerlegung Z von M, womit
alles bewiesen ist.
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Aus dem eingangs erwihnten Satze von Sierpiiski und Gillman
ergibt sich dann speziell

HILrssarz 7. Bs gibi eine Dualeerlegung Z der totalgeordneten Menge M,
so daf Uf) < w(M) st fiir alle f € D(Z). Dabei gilt fiir jedes w e M, daf
U]y < w (M) ist oder dap die Folge f[x] von einer Stelle an nur noch
den Wert 0 annimmnt.

Denn ist M = %,, 80 ist M #dhnlich einer Teilmenge M’ von H,,
und auf dieses ist Hilfssatz 6 anwendbar.

§ 8. Zusammenhinge zwischen Folgenlingen und Wechsel-
zahlen. Wir beweisen nun zwei Sitze iiber die Wechselzahlen der
Folgen einer Dualzerlegung, die den allgemeineren Satz 3 einleiten.

Sarz 1. Es set M eine totalgeordnete I enge der Mdchtigheit > Npt1,
die keine Untermenge vom Typ. w4 und keine vom Typ oy, enthalte.
Hs sei ¢ die kleinste Kardinalzahl, die 8¢ > N, erfullt. Ist dann eine Dual-
zerlegung Z in M vorgegeben, so gibt es Dualfolgen in D(Z), deren Wechsel-
2ahl Zw(c) ist.

EBs folgt dariiber hinaus, dap die Menge D' der Dualfolgen in D(Z),
deren Wechselzahl < w(c) ist, eine Mdchtigkeit I’ < s, hat.

Beweis. Ist f: a,, u < 1, eine Dualfolge aus D, w(f) ihre Wechsel-
zahl, so sei f, folgendermaBen definiert: Es sei o = min {o, w(f)}. Wir
bilden dann die Vereinigungsmenge X der o' ersten Stiicke 8. von W(A),
tber denen f konstant ist (vgl (1)!): X = U 8.(f). Sodann sei f, die

»<a’

Folge der a,, ue Z. Es sei ferner D, = {fs| f € D}.

Dann enthilt D, nur die leere Folge. Weiter ist D, < s,. Denn ist fr
eine Folge aus D,, so sind die Glieder von /1 alle gleich 0 bzw. alle gleich 1.
DemgemiB ist also D, die Vereinigungsmenge zweier Mengen D, (0) und
D, (1) von Folgen, wo die Folgen aus D;(0) nur aus Ziffern 0 und die
Folgen aus D, (1) nur aus Ziffern 1 bestehen. Dabei muf das Supremum
vy der Lingen der Folgen aus D, (0) der Bedingung y, < w41 geniigen.
Denn andernfalls gibe es zu jedem f < w,4; eine Dualfolge in D(Z),
die mit g vielen Ziffern 0 apfinge. Dann gibe es aber auch eine Dual-
schachtelung S[0]D S[0, 0] D 8[o0, 0,012 ..., deren Dualfolge eine 0-Folge
mit einer Linge >w,., hitte. Dann enthielte nach Hilfssatz 2 M eine
Teilmenge vom Typ of,, gegen die Voraussetzung. Entsprechend ist das
Supremum y; der Lingen der Folgen aus D, (1) Kkleiner als w,y;. Daraus
folgt dann D; < D;(0) D, (1) < 8,45, = &,. Bs ist also die Gleichung

{1) D.<s,

fiir 0 =0, 1 erfillt. Bs gelte nun (4) fiir alle o < 7, Wwo v eine Zahl mit
1<r<w(e) sei. Ist dann v keine Limeszahl, so ist D, < D,-8, <H,,
denn ist eine Folge aus D, vorgegeben, so entsteht sie aus einer gewissen
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Folge von D,_;, indem man an diese nur Ziffern 0 bzw. nur Ziffern 1
anhéngt, und zwar ist, wie man analog zu vorhin folgert, die Menge
aller Folgen aus D,, die so aus einer festen Folge von D, 1 entstehen,
von einer Michtigkeit <(»,, so daB also in der Tat I)r <D, 8, ist.

Ist jedoch 7z Limeszahl, dann ist jede Folge f, ans D, durch den
Komplex [fy, f1y .5 foy -], 0 <7, eindeutig bestimmt, so daB also
D, <=, ist, da ja 7 < c.

Bs gilt also (4) fir jedes o< w(e). Dann ist aber D' < U

< ¢ 8, = §,, womit wegen j): x> = 8,41 der Satz bewiesen ist.

Im Falle einer reguliren Limeskardinalzahl ergibt sich

SATz 2. Hs sei M totalgeordnet, i = N,, wo 8, requldyr und v eine
Limeszahl sei. M enthalle keine Untermenge von einem der Typen o,, of.
Ferner sei ¢ die kleinste Kardinalzahl, so daf ein Produkt von ¢ vielen
Kardinalzahlen, die alle <x, sind, =, ist. Ist dann eine Dualzerlegung
Z von M und eine Zahl ¢ < w(c) vorgegeben, so gilt fir die Menge D' der
Dualfolgen, deren Wechseleahl <a ist, D' < w,. (Bei Giiltigheit der Kon-
tinuumhypothese ist ¢ = 8,)

Der Beweis verlduft ganz analog zu dem von Satz 1 Wie dort wer-
den die Mengen D, definiert, und mittels transfiniter Induktion ergibt
sich D, < s, fiir jedes o < w(e), worans D’ < UD, < s, folgt.

Als Anwendung der Sitze 1 und 2 ergibtu;lch dann folgender Satz,
der eine Teilaussage eines Satzes von Erdés und Rado [1] ist:

Bei Giltighkeit der Kontinuwumhypothese enthdlt jede unendliche total-
geordnete Menge M, die keine wohl- oder inverswohlgeordnete Teilmenge
der Michtigkeit i hat, und fiir die - (= das Supremum aller Kardinal-
zahlen, die <M sind) reguldr ist, 2u jeder Kardinalzahl k < M eine wohl-
und eine inverswohlgeordnete Teilmenge der Michtigkeit k.

Denn ist i = 8,41 1nd &, reguldr, so ist wegen der Kontinuum-
hypothese das ¢ von Satz 1 gleich &,, und es existiert eine Dualfolge,
deren Wechselzahl >w, ist, woraus die Aussage folgt. Ist M = », eine
regulire Limeskardinalzahl, so ist wegen der Kontinuumhypothese
das ¢ von Satz 2 gleich x, und mit Satz 2 ergibt sich die Behauptung.

Wir kdnnen nun die Sttze 1 und 2 noch wesentlich allgemeiner
gestalten, indem wir eine Aussage iiber beliebige Realisationen von M
durch 0,1-Folgen machen, nicht nur iiber solche Realisationen, die wir
mittels einer Dualzerlegung von M erhalten. Es gilt nimlich:

841z 3. Bs sei M irgendeine Menge von 0, 1-Folgen, von denen keine ein
Abschwitt einer anderen sei, in der also eine lewikographische Ordnung vorliegt.

1) Ist dann w 2 8q1 und in M keine Untermenge von einem der
Typen ©,41, 0y, sowie ¢ die kleinste Kardinalzahl, fir die x>y, dst,
so gibt es hochsiens s, viele Folgen in M, deren Wechselzahl < w(c) ist.
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2y Ist > N,y wo N, eine regulire Limeskardinalzahl ist, ist ferner
in M keine Untermenge von einem der Typen ., w}¥ enthalten sowie ¢ wie
bei Satz 2 definiert, so hat fir jedes a < w(c) die Menge M’ der Folgen
von. M, deren. Wechselzahl <a ist, eine Michtigheit < s,.

Beweis. Nach Hilfssatz 6 gibt es eine Dualzerlegung Z von M,
s0 daB fiir jedes x e M die zugeordnete Folge f[z]e D(Z) Teilfolge von
x ist. Da nun die Wechselzahl der Teilfolge von einer Folge < der
Wechqelzahl der letzteren ist, folgen die Aussagen 1) bzw. 2) aus Satz 1
bzw. 2 (wegen <D ).

Es erhebt sich im AnschluB an die Sitze 1, 2 und 3 die Frage, ob
die Voraussetzungen dieser Sitze alle notwendig sind, und ob die ge-
machten Aussagen die bestmoglichen sind. Hierzn bringen wir noch
einige Beispiele und Ergéinzungen.

BrIsprieL 1. Unter den Voraussetzungen von Satz 1 braucht es keine
Dualfolge zu geben, deren Wechselzahl > w(c) ist, denn ist M etwa die
der GroBe nach geordnete Menge der Irrationalzahlen ans dem Intervall
(0,1), also M >, und betrachtet man die Dualzerlegung, die durch
die Teilpunkte %; 4, 2;%, %, %, §;...; ... usw. bestimmt wird, so hat jede
Dualfolge die Linge w, und mithin eine Wechselzahl <w, = w(c).

Es gilt jedoch

Satz 4. Es sei M totalgeordnet und I = 8,, wo N, requldr sei. Hs gebe
Leine Untermenge von M won einem der Ordnungstypen o,, o*. In M sei
eine_Dualzerlegung Z. gegeben, und es gelte fiir jedes ) < w, die Beziehung
D(l) <&,, wo D(A) die Menge aller A- Abschwitle der Folgen aus D(Z) sei.
Ist dann o < w, vorgegeben, so gilt fiir D' = {f e D(Z)| w(f) < a} die
Abschitzung D' < x,.

Beweis. Wir iibernehmen die Bezeichnung D, der Beweise von
Satz 1 und 2. Es sei ferner 1(D,) = sup {I(f)|f ¢ D,} gesetzt. Dann gilt
fiir alle o < o,

(5) D, <s,

wd  UD,) < w,.

Denn (5) gilt fiir 0 = 0 bzw. 1, wie sich bei Satz 1 und 2 ergab. Es sei
dann (5) fiir alle ¢ << erfiillt, wobei 1 <7< w, sei. Ist dann v keine
Limeszahl, so ist D, die Vereinigungsmenge von D,_; < &, vielen Mengen,
deren Michtigkeit je < s, ist, also D, ) D, <w,, da dieses regulédr ist; ferner
ist dann I(D,) das Supremum von D,_1 < s, vielen Zahlen, die < o, sind,
also selbst < o,.

Ist v Limeszahl, so ist I(D,) = sup {{(D .)| 0 <1} < 0, aus demselben
Grunde. Daraus folgt weiter, da8 D, dquivalent ist zu einer Teilmenge
eines gewissen D(1) mit 1 < w,, woraus wegen der Voraussetzung D, < 8
folgt. Mittels transfiniter Induktion ergibt sich also (5) fitr jedes o < o,,
woraus die Behauptung folgt.
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Im Anschlu8 an Satz 2 erhebt sich die Frage, was man fiir singuliire
Limeskardinalzahlen aussagen kann. Hierzu bringen wir

Berspren 2. Ist s, singulir, so gibt es eine totalgeordnete Menge ¥
der Michtigkeit w,, die keine Untermengen der Typen w,, w¥ enthilt,
und in F eine Dualzerlegung Z, so daB jede Dualfolge aus D(Z) eine
Wechselzahl < 3 hat. (Dall die Zahl 3 nicht unterboten werden kann,
ist leicht zu sehen.)

Beweis. Das singuliire w, ist darstellbar in der Form

w, = § Wa, s

n< @,

Wwo o, und jedes w,,, 4 < w,, kleiner als , sind, dabei soll die Folge der
@, mit g streng monoton wachsen. Es werde dann fiir jedes u < w, eine
Menge F wie folgt definiert:

Fiir eine 0,1-Folge f gelte f ¢ F', genau dann, wenn gilt: f beginnt
mit p vielen Ziffern 1, dahinter folgen weniger als W, viele — aber
mindestens eine — Ziffern 0, und hinter diesen noch genau eine Ziffer 1,
oder wenn gilt: f ist die Folge, die mit u vielen Ziffern 1 beginnt, hinter
denen dann genau noch w,, viele Ziffern 0 folgen.

Dann sei F = J F,u {};}, wo f, die Folge ist, die aus o, vielen
u<wy

Ziffern 1 besteht. Der Ordnungstyp der lexikographisch geordneten
Menge F ist dann

Fe D F+ifd= > (+ao)+1.
n<aw,

u<a,

Daraus folgt, daB F' ein erstes und ein letztes Element hat und ohne
Liicken ist. Mit Hilfssatz 1 verifiziert man dann, daB F eine Dualfolgen-
menge, z.B. zu der lexikographisch geordneten Menge F selbst, ist.
Ferner hat F keine Untermenge vom Typ w, oder o (vgl. [1], Lemma 1),
s0 daB ¥ also der Aussage von Beispiel 2 geniigt.

Man kann Satz 1 wegen Hilfssatz 4 auch so formulieren:

Sarz 1. Es sei M totalgeordnel, > 8,41, und eine Dualzerlegung Z
von M vorgegeben. Ist damn 1(f) < w,qy fiir jedes f e D, so gilt fiir alle | mit
Ausnalime von hochstens 8, vielen die Beziehung w(f) = w(e).

Man kann dann umgekehrt fragen, was sich bei Kenntnissen iiber
die Werte w(f) iiber die Werte 1(f) aussagen liBt. Hierzn erwihnen wir
folgenden

SA1z 5. Es seien die Voraussetzungen von Satz 1 erfillt. Weiter gelte:
Jede Dualfolge f D erfiille w(f) < w(¢) +1. Dann folgt: 2 = sup {T(HlfeD)<
< Wy
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Diese dussage ist scharf, denn es gibt eine Dualzerlegung einer Menge M,
die den Voraussetzungen von Satz 1 gendigt, und bei der jede Dualfolge eine
Wechselzahl < w(6)+2 hat, wobei aber O = w,., 4st.

Wir wollen die Hauptaussage von Satz 5 hier nicht beweisen, da
in [3], Satz 1 diese Aussage in allgemeinerer Fassung bewiesen wird.
Wir wollen hier lediglich noch ein Beispiel dafiir geben, daB unter den
Voraussetzungen von Satz 1 die obere Grenze Q der Léngen der Dualfolgen
gleich w,4; sein kann, obwohl w(f) < w(e)+2 ist fiir alle f e D:

BETSPIEL 3. Es sei N die Menge aller 0,1-Folgen der Linge w,.
Dann ist N =2%> ;1. Man bilde eine ‘Wohlordnung von N nach dem
Typ o(N):

N o= {lgy ey Mgy .0}y, < cu(j_\f) .

Ferner definieren wir fiir jedes x < w,41 eine Menge ¥, wie folgt:
F, enthalte die Folge [ay, ..., au,...], g <, wo alle a, = 0 sind, und
weiterhin enthalte F, alle Folgen [f,, vy Buy s B2, WO A<x, fr=1
und f, = 0 ist fiir alle 4 < A. Bildet man dann fir » < w,.; die Menge
L, aller Folgen, die man erhilt, indem man an die Folge n, je die Folgen
aus F, anhingt und setzt man fir » > o,y M, = {n.}, so ist, wie
man mit Hilfssatz 1 verifiziert, die lexikographisch geordnete Menge
M= E,(jﬁ)M" eine Menge von Dualfolgen zu einer Dualzerlegung von IM;

H<
jede Wechselzahl ist < w(c)+2, aber es ist sup {I(f)| f e M} = w,4+1, Wobei
jedoch I(f) < w, 4, fiir jedes fe M gilt, so daB also auch M keine Unter-
mengen der Typen w,.1, wf; enthilt.
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