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STUDIA. MATHEMATICA, T. XXIV. (1964)

Une remarque sur les logarithmes unilatéraux
par

W. KIERAT (Katowice)

J. Mikusingki a énoncé, dans la note [1], p. 234-2353, le théoréme
suivant:

THEOREME. Soient ay, ..., o, des nombres réels distincts et i, ..., B,
des nombres complexes non nuls. Pour que la fonction exponentielle

1 exp (B8 +...+ Bns™) A]

existe pour A =0, 4l faut et il suffit quil existe, powr ) = 0, chacune des
fonctions exponentielles

:eXP (B18"12), ..., exp(Brs™A).

La démonstration du théoréme est basée sur le travail [2]. Or, on
peut remarquer que la méthode y employée ne s’applique que lorsque
les fonctions sont considérées pour tout A réel, et qu’elle faillit, quand
ces fonetions n’existent que pour A < 0. En effet, il est alors impossible,
en général, de choisir les nombres &,,..., 8, (3, > 0), de maniére que
le systéme des équations de [2], p. 233, ait une solution non négative,
par rapport & 9,.

Dans la note présente, je me propose de donner une démonstration
modifiée, embrassant tous les deux cas cités ci-dessus.

Démonsbration. Si la fonction (1) est définie pour A > 0, alors
Vopérateur

(2) Br8 4. Busm

est un logarithme droit ou bilatéral. Du théoréme de [1], p. 238, il résulte
que l'opérateur

(3) BuFt b+ Punt o8

est un logarithme bilatéral (I'opérateur (3) est défini dans I'intervalle
0 <t<T = 4T, a est un nombre caractéristique (non-négatif) du loga-
rithme (2)).

Nous distingons les deux cas:
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I. Tout les nombres o; sont différents de 1;

II. On & ¢ =1 pour un certain <.

Dans le cas I, Popérateur (3) est un logarithme bilatéral, d’ou il
g'ensuit que, pour chagque d» >0 et y, réel, il existe une fonction

41
exp| 35 (B8 T4 fn 8,574 06,5) 1],

=1

(4)

ses valeurs &tant des opérateurs dans lintervalle 0 <t << T6*, ¢* =
= mind,. Admettons que §, =2" pour » =1,...,n-+1. Il existe alors
une solution dun systéme

N1

D 4n=0,

=l

n4l 4l

25:17’,:17 25:2%:07 LXY)
#=1 =1

et la fonction (4) se réduit & exp(B,s“4); elle est définie pour chaque 2
réel.
D’une fagon analogue, on peut démontrer que, pour chaque A réel,

il existe des fonctions
exp (B5™24), ..., exp(fns™1).

Dans le cas II, nous pouvons admettre que a, = 1. Alors I’opérateur
(3) prend la forme

B8+ .+ (But )3,
Pour chaque 8, >0 et y, réel, il existe une fonction

n

exp[ X' (80,804 + (Bat0) 8,3) 7]

=1

(3) "

dont les valeurs sont des opérateurs dans 0 < i< T46* 6* = min 4, En
admettant les mémes 4, que dans le cas I, le systéme

n n n
D=1, Ngm=0, .., Sy =0
p=] pa=1 pam]

posséde une solution par rapport i ¥,. Done, la fonction (5) se réduit
& la forme exp(f,54). On démontre d*une fagon analogue, pour chaque 2
réel, qu'il existe des fonctions exp(B25"24), ..., eXPp [(fn+ a)sd].

La fonction exp((8,+ a)sh) existe pour chagque A réel, i f4a=0
et seulement dans ce cas, ee qui entraine exp(fsi) = exp(—asi). La
fonetion & droite de la derniére égalité est définie pour 4 = 0.
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