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< P A . . .
Sur un théoréme de calcul opérationnel d’intervalle fini

Dar

W. KIERAT et J. MIKUSINSKI (Katowice)

Dans le travail [1] J. Mikusingki considére un anneau des fonctions
continnes dans I'intervalle 0 <i < T avec l'addition ordinaire et la multi-
plication dans le sens du produit de composition. Les éléments de I’anneau-
-quotient sont appelés des opérateurs.

Dans le travail cité ci-dessus, Pauteur considére trois types de fone-
tions exponentielles ¢“*: fonctions exponentielles droites, fonctions ex-
ponentielles gauches et fonctions exponentielles bilatérales.

La fonction exponentielle droite est définie comme solution de 1’équa-
tion différentielle a'(1) = wa(l) dans Pintervalle 0 <1 < oo, telle que
z(0) = 1.

D’une fagon analogue, on définie des fonctions exponentielles gauches.
Pour certaing opérateurs w, la fonction ¢ est définie pour tous A réels;
alors la fonction est bilatérale.

A chacune fonection ¢! correspond un opérateur w qui s’appelle
logarithme drost dans le premier cas, logarithme gauche dans le second
cas et logarithme bilatéral dans le troisiéme cas.

Dans [1] J. Mikusingki a démontré un théoréme sur la représenta-
tion des opérateurs qui sont des logarithmes.

Ce théoréme est lié avec la notion d’opérateurs partiels.

Définition. Soit w = ?, oll @ et b sont des fonctions continues

définies dang Uintervalle 0 <t < T. Par Popérateur pariiel de w, pour

P

a
Pintervalle 0 <t <T < T, nous entendons l'opérateur % = 5 ol

ot § sont des fonctions définies dans Iintervalle 0 < ¢ < T dont les valeurs
coincident dans Vintervalle 0 <t << 7, avee celles de a et b, respectivement.

Dans le travail cité, le théoréme suivant a été démontré:

Si w est un logarithme et a ([1], p. 288) est son nombre caractéristique,
Vopératewr partiel de w est de la forme W = W, — a5, ot w, est un logamthme
bilatéral et 3 est Vopérateur différentiel (dans Vintervalle 0 <1 <.

Remarque. Dang ce travail, on considére des intervalles ouverts
0 <t < T, mais le théoréme ainsi que sa démonstration sont aussi va-
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lables pour les intervalles fermés. D’ailleurs, I. Antosik a démontré
récemment que le corps des opérateurs dans V'intervalle formé 0 =t < I
est isomorphe au corps des opérateurs dans l'intervalle ouvert 0 <t < 7.
Son. résultat n’a pas été publié encore.

Dans cette note nous allons démontrer que la restriction aux opé-
rateurs partiels n’est pas néeessaire et que le théordme est vrai dans lg
forme plus forfe suivante:

TesorEME. 86 w est un logarithme et a son mombre ocaraciéristique
Vopérateur w est de la forme w = wy—as, ol w, est logarithme bilatéral
et s ¢st Vopérateur différenticl.

Pour la démonstration nous supposons que a > 0. Dans le cas « <0
la démonstration est analogue. Pour « = 0 la démonstration est triviale.

D’apres [1], p. 234, il résulte que l'équation

! . [
) fp(t—r)Yl(Z,r)dr - fq(t—«r)l'(}.,-c)dr (w =—q—)
0 0
a une solution ¥ (1, t) dans un rectangle
2 0<I<T, 0<A<iy,
telle que ¥ (0,t) ne s’annule pas identiquement au voisinage de ¢ = 0.
Nous prolongeons Iopérateur 3 Pintervalle 0 << 2T et le dé-

signons par w.
Nous considérons I'équation

t H
3) [ #0=1)2,2, ndv = [ § (1~ )53, v)dr
0 [}

dans le rectangle
4) 0 <tor,

Pour golution de Péquation (3) nous trouvons

(5) 2,0 = T4, 0470, 1),
ou
f(l, ) = Y@, pour 0<itg r,
Y(2,7) pour I'<tg2r,
f/'(ﬂ,t)=0 pour O <Li<T.

De plus V(s, 1) est une fonction continue dans rectangle (4).
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D’aprés (3) et (), on a

& t
6) = [BO—0V:(h, DA+ [§—0)T (2, v)ax

|2 t
= [p(t—0T:(4, v)dr— [G(t~0) T (2, 7)dr.

Posons
i

¢
(7) =50, 0) = [Pe—0T:(4, Ddr— [§(t—0)T (2, 1)dr.

Dans le rectangle (2) on. a f(x, t) = Y (4, %), ce qui entraine, en vertu
de (1), que ¢(4,t) = 0 dans (2).

Damns (6) nous posons ¢ = T4, nous changeons la variable d’intégra-
tion, ce qui donne, en tenant compte de (7),

®) [ Plu—oWV,(h T+w)do— [ §u—olV (i, T+ o) = p(, T+u).
-1 =T

La fonetion f’(l, T+ u) = 0 satisfait dans le rectangle —T < u < 0,
0 5 A < Ay, & équation (8).
Nous posons
V, THuw) =74, w), ¢, T+u) = p*(4, %)
alors )
Vi(d, Tu) = Vi(d, u).
TL’équation (8) peut alors s’écrire dans la forme
PTIH—GT* () =§" ()
(les opérateurs sont définis dans lintervalle 0 <t < T). Cette équation
egt équivalente & 1’équation
(9) pTi()—q¥*(2) = ¥ (4).
Jomme la fonction ¢* (1) est continue, il existe d’aprés [2], p. 325,
une solution de I’équation (9) de la forme
- 1l ~xray A=)
*(4) =-1;fqa (A" .

[
11 en résulte qu’il existe une solution Z (A,t) de 1’équation (3) dans
le rectangle (4) qui Z(0,t) nest pas identiquement nulle au voisinage
de ¢t = 0.
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D'aprés [1], p. 234, lopérateur o = = est un logarithme droit

Ry

dans Pintervalle 0 <t <27 avec le nombre caractéristique a.
D’aprés de théoréme cité au commencement de cette note, il s’ensuit,

pour T' =T, que w = w,— as.
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The norm of a discrete singular transform
by
B. MUCKENHOUPT (South Hadley, Mass.)

1. Introduction. In [3], Calderon and Zygmund proved that certain
discrete singular transforms bear a striking resemblance to the better
known continuous ones. The theorems concerning the I* or L* norm were
similar, and in the one-dimensional case the discrete and continuous ana-
logues have the same norm. It was natural to conjecture that this was
true in higher dimensions. Thig paper shows that this is not the case and
presents the first serious divergence between the discrete and continuous
theory. Incidentally, it produces an amusing summation formula.

The discrete transforms congidered in [3] are of the type

o r Q(k
) o= S
k

The points j and & are of the form m, e, 4 mye,4...+ mye,, the mi
being integers and the e; a fixed basis for n-dimensional Euclidean space.
The summation is over all such points except the origin. The a; and Q(k)
are real or complex valued, 2(h) = Q(k/|k|), the integral of 2 on the unit
sphere is zero, and £2’s modulus of continuity satisfies the Dini condition.
The principal result ([3], p. 268) was that the I norm of (1) is the essen-
tial least upper bound of the modulus of the function with Fourier series

I‘Q(k) ari(kx)
@) Z,CWWG ()

The continuous version of this theorem concerns the singular integral
in n dimensions of the form

®) im [ W sy ay,

n
&0 W>e I:‘/‘

where {2 has the properties given above ([2], p. 88-91). This transform
has I* norm equal to the essential least npper bound of the modulus of

(4) Tim * f ﬂyl AR gy
Tol<1/e
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