ZASTOSOWANIA MATEMATYKI
VII (1964)

A. SNIATYCKI (Sopot)

ZAGADNIENIE TRANSPORTOWE
DLA ZMIENNYCH FUNKCYJ POPYTU I PODAZY

Wstep. F. L. Hitchcock w roku 1941 i T. C. Koopmans w roku 1947
sformulowali i rozwigzali nastepujace zagadnienie.

Mamy m dostawe6w oferujacych jednorodny towar w ilo$eiach
a,, @y, @, ..., Gy oraz n odbiorcéw odbierajacych ten towar w iloSciach
by, by, bsy ..., b,. Zaklada sie, Ze suma popytu odbiorcéw jest réwna sumie
podazy dostawcéw. Dane sg liczby c¢; oznaczajace koszty przewozu
jednostki towaru od i-tego dostawey do j-tego odbiorcy. Nalezy znalezé
liczby =y, gdzie x; oznacza ilo§é przewiezionego towaru od i-tego
dostawcy do j-tego odbiorey, takie, aby ogélny koszt transportu towaru
byl najmniejszy.

Problem ten nosi nazwe zagadmienia iransportowego. Dotychezas
ukazalo si¢ wiele prac, przewaznie matematykéw amerykanskich, po-
§wigconych temu waznemu pod wzgledem ekonomicznym zagadnieniu.
Zajmowali si¢ nim takze matematycy radzieccy i polscy (por. np. [1]).
W roku 1958 zostalo wydane szersze opracowanie zagadnien programo-
wania liniowego w postaci ksigzkowej [3]. Autorom chodzilo przede
wszystkim o jak najwigksze uproszczenie do$é skomplikowanej metody
rozwigzania. Problem uzmiennienia stalych wystepujacych w zagadnieniu
by! rozwazany w pracy [2] w przypadkach gdy wielkoSei c¢; zaleza od
jednego lub dwéch parametréw.

Od roku 1952 datuje si¢ rozw6j maszyn réznego typu, rozwigzuja-
cych ogélne zagadnienia programowania liniowego, a takie maszyn
specjalnie przystosowanych do rozwigzywania zagadnienia transpor-
towego. ’

W niniejszej pracy, nawigzujac do metody przedstawionej przez
Szwarca w [1], podaje sposéb wyznaczenia optymalnej macierzy prze-
plywéw w przypadku, gdy wielkoSci a,, @,y @3y -.., @ OTaZ by, by, by, ..., b,
zalezy od jednego lub kilku parametréw. Zostaly podane takze dwa przy-
klady praktyczne. W jednym z nich parametrem ubocznym jest czas,
w drugim dwa parametry opisuja rozdzial kredytéw inwestycyjnych.

W pracy zostala podana nowa metoda wyznaczania wyjsciowej
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maeierzy przeplywéw, prostsza od metod podanych przez Gassa i Szwarca.
Metoda ma jeszeze te dodatkows zalete, ze ulatwia przejScie od optymal-
nej macierzy przeplywéw dla danego zakresu parametréw do optymalnej
macierzy przeplywéw dla innego zakresu parametréw.

Twierdzenia 1 i 8 podane w pracy 83 znane ([1], [3]), ale ich dowody
83 nowe. Twierdzenie 9, w podanym sformulowaniu, nie jest znane. Nowe
83: twierdzenie 10 i algorytm wyznaczania bazy optymalnej.

Zagadnienie formulujemy nastepujaco: Dana jest macierz kosztow
[ei;] skladajaca sie z nieujemnych liczb, zawierajagca m wierszy i n kolumn.
Dane s réwniez dwa uklady nieujemnych funkeyj a;, b;, ¢ =1,2,...,m,
j=1,2,...,n, zaleznych od jednego lub paru parametréw, takich ze

m n
Sa= 3.
i=1 i=1

Nalezy wyznaczyé takg macierz przeplywéw [x;;] zawierajaca m wier-
82y i n kolumn, ktérej elementy x; spelniaé beda nastepujace warunki:
1) @y sg takimi nienjemnymi funkejami parametrow, ze

n m
Zxﬁ:biy j=1,2,...,n, Za:ij=ai, i=1,2,...,m,

te=l i=1
m n

2) funkeja 2 2 c; 05 zwana funkejg kosztow osigga dla wszelkich

i=1j7=1
wartofci parametréw najmniejszg wartosé.

Macierze rownowazine.

DEFINICIJA 1. Macierz przepltywéw [x;;], zalezna na ogdt od parame-
tréw, ktéra dla danej macierzy kosztéw [¢;] i dowolnych wartoSci para-
metréw daje minimalng funkeje kosztéw, nazywamy optymalng macierzq
przeptywow dla macierzy kosztow [c;].

TWIERDZENIE 1. Jeseli macierz przeplywow [z;] jest optymalng ma-
cierzq przeplywow dla macierzy kosztdw [cy], to jest ona réwniez optymalng
macierzq przeplywow dla calej klasy macierzy kosztow réwnowainych ma-
cierzy [cy).

Dowdéd. Z warunku, ze macierz przeplywéw [z;] jest macierzg
optymalng dla macierzy kosztéw [c¢;;] wynika, ze dla kazdej macierzy
[y, ktoreJ elementami 83 nieujemne funkc]e speliajgee warunki

Zm;,=b,., j=1,2,...,m, 2w§,~=ai, i=1,2,...,m
=1 j=1
i dla kazdych wartosci argumentéw funkeyj =y, @y zachodzi nieré6wnosé

m n
[4
DRI Z w04 >

i=1 j=1 i i=1j=
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Niech macierz [d;] bedzie dowolng macierza ré6wnowazng macierzy [c;].
Na podstawie definicji maeierzy réwnowaznych istniejg takie liczby
u;, v, gdzie 1 =1,2,...,m, j =1,2,...,m, Ze d; = c;+u;+v;. Obli-
czymy réznice r funkeyj kosztéw obliczonych dla macierzy kosztéw [d;;]
i macierzy przeplyw()w [wy] 1 [%4]:

2 ai; mw Z 2 dij Ty =

i=17=1 i=17=1

ll

= Zm'zn’(c’w_i-u’b_'_”?)ww 22(61,7_*_%1,"*“”,-).16“ =
i=1j=1 i=17j=
= 22027“’17'*‘22%@7'*‘2 Z’iju ZZO”-wi,-—

o~

i=1 j=1 i=1j= i=1j= i=1j=
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= Zz%a}u—l—gu@aﬂ—{— Zv,b —

i=1 j=1

m n m n m n m n
- chiimii_zuiai—zvfbi = 22%%‘—22%%‘-
i=17=1 i=1 j=1 i=17=1 i=17=1
Otrzymana réznica jest identyczna z réznicg funkeyj kosztéw obliczo-
nych dla macierzy kosztéw [c;] i macierzy przeplywéw [z;], [2;]; stad,
wobee zalozenia i definicji optymalnej macierzy przeplywéw, wynika teza.

Przestrzen macierzowa, graf.

DEFINICTA 3. Punkiem p;; nazywamy pare liczb naturalnych i, j.
Jezeli dana jest macierz [c;], to kazdemu jej elementowi c; mozina przy-
porzagdkowaé punkt p;. Zbiér punktéw przyporzagdkowanych wszyst-
kim elementom macierzy [cy] nazywamy przesirzeniq macierzowq i ozna-
czamy przez P.

DEFINICTA 4. O dwéch punktach p; i py mOwimy, ze leiq w jednej
linii, wtedy i tylko wtedy, gdy jest spelniony co najmniej jeden z wa-
runkéw: 1) ¢ =%, 2) j =1
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DEFINICJA 5. Méwimy, ze punkt p; ledy miedzy punkiami py ¢ Py
wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi badz 1) ¢ = k = s i liczba j jest za-
warta miedzy liczbami li ¢, badZ 2) j = 1 = tiliczba ¢ jest zawarta miedzy
liczbami % i s.

DEFINICJA 6. Wagq punkiu p; nazywamy element c¢; macierzy [c;;].

DEFINICIA 7. Jezeli ustalimy pewien podzbiér @ zbioru P, fo pare
jego punktéw nazwiemy odcinkiem zbioru @ wtedy i tylko wtedy, gdy:
1) punkty te lezg na jednej linii, 2) zaden punkt zbioru @ nie lezy miedzy
nimi. Zbiér wszystkich odcinkéw zbioru @ nazywamy grafem i oznaczamy
przez G. Punkty nalezgce do Q nazywamy wezlami grafu G. W szczegdl-
nofci jezeli podzbiér @ jest jednoelementowy, to odpowiedni graf nie
posiada odeinkéw i ma tylko jeden wezel.

DErrFiNIcIA 8. Méwimy, ze graf G, jest podgrafem grafu @, jezeli zbiér
@, wyznaczajacy graf G, jest podzbiorem zbioru @ wyznaczajacego graf G.
(Moze si¢ zdarzyé, ze podgraf G, ma odeinki, ktére nie nalezg do grafu @G.)

DEFINICTA 9. Wezel grafu nalezagcy tylko do jednego odcinka na-
zywaé bedziemy weelem breegowym. Jezeli w grafie sg dwa wezly brze-
gowe, a W kazdym z pozostalych wezléw spotykaja sie dokladnie dwa
odcinki, to graf nazywamy lamang.

DEFINICIA 10. Jezeli w kazdym wezle grafu spotykajg sie dwa od-
cinki, to graf nazywamy cyklem.

DEFINICJA 11, Cykl nazywamy cyklem prostym, jezeli w kazdym
wezle cyklu spotkajg sie odeinki lezgce na réznych liniach.

DEFINICIA 12. Graf nazywamy grafem spdjnym, jezeli dla kazdych
dwéch wezléw grafu istnieje lamana nalezgea do grafu laezaea te wezly.

DEFINICIJA 13. Méwimy, ze graf zawiera cykl, jezeli istnieje podgraf
tego grafu, ktéry jest cyklem.

Dla grafé6w wyznaczonych przez podzbiory punktéw przestrzeni P
sg prawdziwe nastepujace twierdzenia:

TWIERDZENIE 2. Graf posiadajacy m-+mn weléw zawiera cykl.

TWIERDZENIE 3. Graf posiadajacy cykl ma cykl prosty.

TWIERDZENIE 4. Graf nie posiadajacy cyklu ma co najwyzej m—+n—1
wezlow.

TWIERDZENIE 5. Jeéeli ustalimy graf o m+n—1 wezlach, nie majgcy
cykli, to kasdemu punktowi przestrzeni P nie naleiqcemu do grafu jest przy-
porzadkowany jeden © tylko jeden cykl prosty wyznaczony przez dany punkt
1 wely grafu.

TWIERDZENIE 6. Jezelt graf nie ma cykli, to ma m+n— 1 wezltéow witedy
i tylko wiedy, gdy na kazdej linit przesirzeni P ledq jego wezly.
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Baza.

DEFINICJA 14. Bazq nazywamy m-+n—1 punktéw przestrzeni P
wyznaczajacych graf spojny, bez cykli. Baze oznaczamy przez B.

TWIERDZENIE 7. Isinieje jedna © tylko jedna macierz réwnowasna
macierzy [ci], ktéra dla ustalonej bazy B przyporzqdkowuje punktom na-
lesgeym do bazy wagi zerowe.

Dowé6d. Niech B bedzie dowolna bazg. Zalézmy, ze macierz [d;]
ré6wnowazna macierzy [c;] przyporzagdkowuje punktom nalezacym do
bazy B wagi zerowe. Przypusémy, ze punkt p;; jest dowolnym punktem
nie nalezgecym do bazy B. Na podstawie twierdzenia 5 punktowi p;;, jest
przyporzgdkowany jeden i tylko jeden cykl prosty wyznaeczony przez
punkt p;; i wezly bazy.

Zalézmy, ze cykl jest wyznaczony przez punkty p;;,, Disiys Pigiys
Pigiys Pigigy -+ 3 Pigy_iy_y» Piy_iy, (0@ DPodstawie definicji cyklu prostego,
na kazdej prostej przechodzacej przez wezly cyklu lezag dwa i tylko dwa
wezly).

Z definicji macierzy réwnowaznych i z warunku, ze z wyjgtkiem
punktu p,;, wszystkie inne punkty cyklu s wezlami bazy B, oraz z wa-
runku, ze cykl ma parzystas ilo§é¢ wezléw, otrzymujemy nastepujacy
ukiad réwnan:

Ciyp,+ Ui+ Vi, = gy
— iy — %i;— Yy = 0,
Cigiy T Wiyt Vjy = 0,

— Gy, — Ui, — Vjy = 0,

Cigiy -+ u,-3+ Vi, = 0,

.................

i _yigy T Ui Vi = 0,

—Cig_ g™ Wiy~ P = -
Dodajgc je stronami otrzymujemy
diﬂ'k = Cig Ciggy T Ciggy ™ Cigig ™ -+ + i iy Cig_ i

Z jednoznaczno$ci rozwigzania wynika teza.
Ostatni wzér pozwala sformulowaé nastepujgce twierdzenie:

TWIERDZENIE 8. Jezeli punkt p;; nie naledy do bazy B,, to wage
punktu p;; w macierzy zerowej dla bazy B, moina obliczyé w nastepujacy
8posob: Punktows p;;, jest przyporzqdkowany w bazie B, cykl I. Do wagi
punktu p;; dodajemy wagi tych wezldw cyklu I', kidre sq polgczone z punk-
tem p;;, tamang naletqeq do cyklu © skladajacq si¢ 2 parzystej ilodci odcin-
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kow. 0d otrzymanej sumy odejmujemy sume wag tych wezléw cyklu I', ktore
8q polaczone z punkiem Piy, lamang nalezqeq do cyklu © skladajgcq sie
2 nieparzystej ilosci odcinkow.

Z powyzszego wynika, ze wagi punktéw w macierzy zerowej dla
bazy B, mogg byé liczbami ujemnymi.
Wprowadzimy pojecie baz sgsiednich.

DrrinicJA 15. Dwie bazy B,, B, nazywamy sqstednimi, gdy roznig
si¢ jednym punktem.

TWIERDZENIE 9. Jeseli sq spelnione nastepujace warunks:

1) bazy B,, B, sq bazami sqsiednims,

2) macierze [cy], [dy] sa macierzami réwnowainymi i odpowiednio
macierzami zerowymsi dle baz B,, B,,

3) punkt p;; naledy do bazy B, i nie nalezy do bazy B,,

4) punkt p.;, nalety do bazy B, i nie nalety do bazy B,,
to jest spelniony takze warunek:

punkt pi;, jest wedtem cyklu I' przyporzedkowanego punktowi p;;
w bazie B,, oraz

1) jezeli punkt p;; jest polaczony z punkiem p;;, lamang nalezqeq
do cyklu I' ¢ skladajacq sig = parzystej ilosci odcinkow, to d;; = Ciy,,

2) jezeli punkt p,y;, jest polaczony z punkiem p;; tamang naleqcq
do cyklu I' ¢ skladajaca si¢ z nieparzystej ilosci odeinkdw, to d;; = —c,y,.

Dowéd. Gdyby p;,;, nie nalezal do eyklu I' przyporzadkowanego
punktowi p;; W bazie B,, to do bazy B, nalezalby eykl I', co wobec
definicji bazy jest niemozliwe. Wynika stad, Ze jeden wezel cyklu I,
a mianowicie punkt p;;, nalezy wylacznie do bazy B, i jeden wezel
cyklu I', a mianowicie punkt p;;,, nalezy wylacznie do bazy B,. Pozo-
stale wezly cyklu I' nalezg jednoczeénie do obu baz. Punkty nalezace do
obu baz majs w obu bazach wagi zerowe. Jezeli punkty p;;, , Py, laczy
lamana nalezaca do cyklu I' skladajaca si@ z parzystej ilofei odeinkoéw,
to na podstawie twierdzenia poprzedniego d;; = c;,; jezeli punkty
Dijj,y Piy, laczy lamana nalezgea do cyklu skladajaca si¢ z nieparzystej
ilodci odeinkdw, to d;; = —Ciy,.

Bazy optymalne.

DEFINICJA 16. Baze B nazywamy optymalng dla macierzy [c;], jezeli
istnieje taka macierz [d;] réwnowazna maecierzy [c;], ktora przypo-
rzadkowuje punktom nalezacym do bazy B wagi zerowe, a punktom
nie nalezgcym do bazy B wagi nieujemne. Macierz [d;;] bedziemy takze
nazywali macierzq optymalng.

TWIERDZENIE 10. Jezeli:
1) baza B, jest bazq optymalng,
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2) macierz [c;] jest macierzq zerowq dla bazy B, i jest macierzq opty-
malng,

3) graf G jest grafem wyznaczonym przez punkty bazy B,,

4) w;;, jest wezlem grafu G naleigeym do dwoch odeinkéw lezqeych na
dwdch réznych liniach,
to istnieje baza optymalna B,, taka ze B, i B, sq sqsiednie ¢ B, nie zawierajq
punkiu p;; = Wy .

Dowéd. Usunmy z grafu G wezel w;. Graf G zostal podzielony na
dwa spdjne, rozlgczne podgrafy @,, G.. Linie przechodzace przez punkty
przestrzeni P dzielimy na dwa podzbiory Z;, Z,. Do Z, zaliczamy linie
przestrzeni P przechodzgce przez wezly podgrafu @,, a do Z, zaliczamy
linie przestrzeni P przechodzace przez wezly podgrafu G,. Na podstawie
zalozenia dotyczacego wezla wy; i twierdzenia 6 kazda linia przestrzeni P
zostala zaliczona do jednego ze zbioréw Z,, Z,. Poniewaz podgrafy sg
rozlgezne, wige i zbiory Z;, Z, sy rozigezne. Zajmiemy si¢ tylko przypad-
kiem, gdy istnieje w Z; linia pozioma przechodzaca przez wezel w;; , bo
w przypadku istnienia w Z, linii pionowej przechodzacej przez wezel
w;,;, dowéd jest analogiczny.

Oznaczmy przez A zbidr punktéw przecigeia linii pionowych nale-
zgcyc’s do zbioru Z; z liniami poziomymi nalezgeymi do zbioru Z,. Wobec
reziaeznofcei zbioréw Z,, Z, zaden punkt zbioru A nie pokrywa sie z wezla-
mi podgraféw @,, G,.

Niech d bedzie najmniejszag waga w macierzy [c;] punktéw nalezg-
cych do zbioru A. Przypusémy, ze punkt p,; nalezacy do zbioru 4
ma wage d. Do wag punktéw lezacych na liniach poziomych zbioru Z,
dodajemy d, a od wag punktéw lezagcych na liniach pionowych zbioru Z,
odejmujemy d. Wagi punktéw, w ktérych przecinajg si¢ linie poziome
zbioru Z, z liniami pionowymi zbioru Z,, nie ulegly zmianie, zatem wobec
zalozenia 2) wezly podgrafu G, majs wagi réwne zeru. Wagi punktéw le-
zacych na przecigeiu linii poziomych zbioru Z, z liniami pionowymi
zbioru Z, réwniez nie ulegly zmianie. Zatem na podstawie zalozenia 2)
wagi wezléw podgrafu @, sa réwniez réwne zeru. Wagi punktéw, w kté-
rych przecinajg sie linie poziome zbioru Z, z liniami pionowymi zbioru Z,,
wzrosly o d. Takim punktem jest punkt p;; = w;; , a Wiec otrzymatl on
wage d. Wagi punktéw, w ktérych przecinaja sie linie pionowe zbioru Z,
z liniami poziomymi zbioru Z,, zmalaly o d. Poniewaz takim punktem
jest punkjc Piy, i punkt ten mial wage réwng d, to otrzymal on wage
réwng 0. Zaden punkt nie otrzymal wagi ujemnej, gdyz zmniejszyla sig o
d waga punktéw nalezgcych do zbioru 4, a d jest najmniejszg wagg
punktéw nalezgeych do tego zbioru.

Punkt p;y, lezy na przecigeiu linii zbioru Z, i linii zbioru Z,, wiec
graf G4+ pi,;,+G, jest grafem spéjnym. Poniewaz graf G nie zawieral
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cykli, wige i graf @,+ p;,,+G, nie zawiera cykli. Zatem zbiér B—p;; +
+p;,, jest baza optymalng.

Algorytm. Nastepujgce postepowanie prowadzi do otrzymania bazy
optymalnej:

1) Zaliczamy do bazy B ten punkt z kazdej kolumny, ktéry w danej
kolumnie posiada najmniejszg wage. Znajdujemy macierz zerowg dla
punktéw zaliczonych do bazy, odejmujac od odpowiednich kolumn wagi
tych punktéw znajdujacych si¢ w kolumnach, ktére do bazy zostaly wia-
czone. Z okref§lenia punktéw wlaczonych do bazy wynika, ze otrzymana
magcierz nie ma wag ujemnych.

2) Jezeli istnieja wiersze, z ktérych zaden punkt nie zostal zaliczony
de bazy, to z wierszy tych zaliczamy do bazy te punkty, ktére w macierzy
zerowej, otrzymanej w wyniku poprzedniego postepowania, maja w tych
wierszach najmniejsze wagi.

3) Wyznaczamy macierz zerowa dla punktéw zaliczonych do bazy
sposobem 1) i 2). W tym celu bierzemy pod uwage macierz zerows dla
punktéw zaliczonych do bazy sposobem 1). Od wierszy tej macierzy,
w ktérych znajdujg si¢ punkty zaliczone do bazy sposobem 2), odejmuje-
my najmniejsza wage wystepujacg w danym wierszu. Z okre§lenia punk-
téw wlaczonych do bazy sposobem 2) wynika, ze otrzymana maecierz nie
bedzie zawierala wag ujemnyeh, oraz ze bedzie macierzg zerowa dla punk-
téw wlagczonych do bazy sposobem 1) i 2).

4) JeSli czynnoéei 1) i 2) nie wyznaczyly bazy i punkty zaliczone juz
do bazy utworzyly podgrafy rozlaczne, to wybieramy jeden z podgraféw
ilinie przechodzgce przez jego wezly zaliczamy do zbioru Z,. Do zbioru Z,
zaliezamy linie przechodzace przez wszystkie pozostale punkty zaliczone
juz do bazy. Wobec 1) i 2) kazda linia przestrzeni P zostala zaliczona
do jednego ze zbioréw Z,, Z,. WeZzmy pod uwage macierz zerows dla punk-
téw zaliczonych do bazy sposobem 1) i 2). Na przecieciu linii zaliczo-
nych do zbioru Z, i linii zaliczonych do zbioru Z, znajdujemy punkt p;;,
o najmniejszej wadze. Punkt p;; zaliczamy do bazy. Przypuéémy, ze
punkt p;, znajduje si¢ na linii poziomej nalezacej do zbioru Z,. Od wag
punktéw znajdujacych si¢ na liniach poziomych nalezacych do zbiorn Z,
odejmujemy wage punktu p;;, a do wag punktéw znajdujacych si¢ na
liniach pionowych nalezacych do zbioru Z, dodajemy wage punktu p; ;.
W ten spos6b otrzymamy macierz zerowa dla punktéw zaliczonych do
bazy, nie zawierajaea wag ujemnych,

5) Jezeli jeszeze nie otrzymali§my bazy, zbiér punktéw zaliczonych
do bazy tworzy podgrafy rozlgczne. W tym przypadku powtarzamy po-
stepowanie opisane w punkcie 4).

Opisane postepowanie nie moze powtorzyé sie wtedy, gdy otrzymamy
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graf spéjny. Poniewaz graf spéjny, bez cykli, majacy wezly na kazdej
linii przestrzeni jest baza, postepowanic nasze konczy si¢ wyznaczeniem
bazy i macierzy optymalnej.

PrzYKzAD 1. Przypuéémy, ze funkeje podazy sa nastepujacymi
funkejami czasu:

a, =300+4t, a,=400+¢, a;=200+2¢, a,=1004 3¢,
oraz ze funkcje popytu sg funkcjami czasu:
b, =1004+¢, b, =50+t, by =150+, b, = 400+2¢, b, = 3004 2¢.
Macierz kosztéw jest nastepujaca:

[21546)]
43245
52624
{63433]
Stosujge opisany algorytm, znajdujemy optymalng baze i macierz kosz-
téw. Zaliczamy do bazy punkty, ktére maja w kolejnych kolumnach
nastepujace wagi: 2, 1, 2, 2, 3. Odejmujge od pierwszej, trzeciej i czwar-
tej kolumny 2, od drugiej kolumny 1, a od piatej kolumny 3 otrzy-
mujemy zerows macierz kosztéw dla punktéw zaliczonych do bazy. Jest
nig maeierz nastepujaca:
]003 23]
22022
31401/

4221 0]

Punkty zaliczone do bazy tworza cztery rozigezne podgrafy. Do zbioru Z,
zaliczymy linie wyznaczone przez pierwszy podgraf, a wiec pierwszy wiersz
i dwie pierwsze kolumny macierzy. Do zbioru Z, zaliczymy pozostale
linie macierzy.

Najmniejszag wage w ostatniej macierzy ma punkt znajdujacy sie
w trzecim wierszu i drugiej kolumnie.

Do pierwszego wiersza dodajemy 1, a od dwéch pierwszych kolumn
odejmujemy 1. Otrzymujemy nowg macierz kosztéow:

00434]|

11022

20401]
31210
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Zera macierzy tworzg trzy podgrafy. Do zbioru Z, zaliczymy drugi wiersz
i trzecia kolumne macierzy, a do zbioru Z, pozostale linie macierzy. Naj-
mniejszym elementem lezgeym w przecieein si¢ linii zbioru Z; z liniami
zbioru Z, jest jedynka znajdujaca si¢ w drugim wierszu i w drugiej ko-
lumnie. Od drugiego wiersza odejmujemy 1 i do trzeciej kolumny doda-
jemy 1. Otrzymujemy macierz zerowy dla punktéw zaliczonych juz
do bazy.

10053 4]
00011]

20501
31310]

Zera macierzy tworzg dwa podgrafy. Do zbioru Z, zaliczymy czwarty
wiersz i pigtg kolumne, a do zbioru Z, wszystkie pozostale linie macierzy.
Najmniejszym elementem lezacym w przecieciu sie¢ linii nalezgcych do
zbioru Z, z liniami nalezgeymi do zbioru Z, jest jedynka znajdujgca si
w czwartym wierszu i ezwartej kolumnie macierzy. Od ostatniego wier-
sza odejmujemy 1 i do ostatniej kolumny dodajemy 1. Znajdujemy nows,
juz optymalna macierz kosztéw

100535|
00012,
20502
12020 0|
Dla powyzszej macierzy wyznaczamy optymalng macierz przeplywéw.
Wyznaczamy przede wszystkim funkeje transportu przyporzadko-
wane tym punktom bazy, ktére s3 jedyne w wierszach lub kolum-
nach.

Dwa zera w powyzszej macierzy kosztéw nie wyznaczajg punktéw
nalezgcych do bazy. Sg nimi: zero znajdujace si¢ w drugim wierszu
i pierwszej kolumnie, oraz zero znajdujace si¢ w czwartym wierszu i dru-
giej kolumnie.

Szukang macierzg przeplywu jest macierz:

1100+t 200+3t 0 0 0
0 250 15041 0 0
0 t— 400 0 60041 0

0 0 0 t— 200 300—}—2t_
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Funkeje wypisane w macierzy s3 dodatnie dla ¢ spelniajacego nier6wnosé
t > 400.

Aby wyznaczyé optymalng macierz przeplywéw dla innego przedzial
czasowego, nalezy wyznaczyé baze optymalng, sasiednig bazie okre§la-
jacej w powyzsze] macierzy funkecje przeplywu, nie zawierajaca punktu
znajdujgcego sie w trzecim wierszu i drugiej kolumnie. Usuniecie tego
punktu dzieli graf na dwa podgrafy. Wezly pierwszego podgrafu lezs
w dwoch pierwszych wierszach i trzech pierwszych kolumnach. Wezty
drugiego podgrafu lezg w dwéch ostatnich wierszach i dwéeh ostatnich
kolumnach. Poniewaz usunigty wezel lezy w wierszu drugiego podgrafu,
wiec przez A oznaczymy zbiér punktéw przecigeia sie wierszy nalezg-
eych do pierwszego podgrafu i kolumn nalezgcych do drugiego podgrafu.
Z punktéw nalezagcych do zbioru A najmniejszg wage ma punkt znaj-
dujgcy sig w drugim wierszu i czwartej kolumnie. Waga tego punktu
wynosi 1, odejmujemy wige 1 od dwoch ostatnich kolumn i dodajemy 1
do dwéch ostatnich wierszy. Otrzymujemy nows optymalng macierz
kosztow:

[o00524]
00001
31602/

[31300

Wyznaczamy macierz przeplywu odpowiadajacg nowej bazie:

[100+¢ 200+3t © 0 0
0 t—150 1504t 400—1¢ 0
0 0 0 20042t 0
0 0 0  t—200 300-+2¢

Funkcje wypisane w macierzy sg dodatnie dla ¢ spelniajgcych nier6wnosé
200 < t < 400.

W celu wyznaczenia optymalnego planu dla ¢ < 200, powtarzamy
poprzednie postgpowanie. Usuwamy z bazy punkt, ktéremu jest przy-
porzadkowana funkcja ¢—200. Graf wyznaczony przez ostatnig baze
rozpadnie si¢ na dwa podgrafy. Jednym z podgraféw jest element znaj-
dujacy si¢ w ostatnim wierszu i ostatniej kolumnie. Usunigty punkt
znajduje sip w wierszu tego podgrafu. Przez A nalezy wige oznaczyé
punkty, w ktérych kolumna przechodzaca przez graf jednowezlowy
Przecina wiersze przechodzace przez wezly drugiego podgrafu. Najmniej-
829 wage ma punkt o wadze 1 znajdujacy sie w drugim wierszu i ostat-
niej kolumnie. Odejmujemy 1 od ostatniej kolumny i dodajemy 1 do
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ostatniego wiersza. Ofrzymujemy trzecia z kolei optymalng macierz
kosztéow

[005 23]
00000
31601])
42410

Odpowiada jej nastepujaca macierz przeplywow:

11004+¢ 20043t O 0 0
0 t—150 150+t 200 200—¢
0 0 0 200+2t 0O
0 0 0 0  100+43¢

Funkeje wystepujace w macierzy s3 nieujemne dla ¢: 150 < ¢ < 200-
Dla ¢t mniejszych od 150 nalezy wyznaczyé baze optymalng nie zawiera-
jaca wezla znajdujacego sie w drugim wierszu i drugiej kolumnie. Powta-
rzajac poprzednie rozumowanie dostrzegamy, ze wezel ten nalezy za-
stgpié punktem znajdujacym si¢ w pierwszym wierszu i czwartej kolum-
nie. Po wykonaniu odpowiednich dziatah otrzymujemy czwarta opty-
malng macierz kosztéw

[00301]
22000
53601]

j64410]

Odpowiada jej nastepujaca macierz przeplywéw:
[100+¢ 50+4t ©0  150—¢ 0

0 0 150+t 50+t 200—t
0 0 0 200+2t 0
0 0 0 0 100+3t|

Funkecje wystepujace w macierzy sy dodatnie dla ¢ nienjemnyech i spel-
niajacych nieréwno§é ¢ < 150.

Wyznaczyliimy optymalne macierze przepltywéw dla wszystkich
przedzialéw czasowych.

PrzYkeAD 2. Dwa zaklady produkeyjne produkujg w ustalonej jed-
nostee czasu odpowiednio 1000 i 500 jednostek pewnego towaru. Towar
odbieraja cztery centrale w iloSciach 200, 400, 700, 200 jednostek.
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Przewidziana jest modernizacja zakladu II.- Zalézmy, ze jest usta-
lona jednostka inwestycyjna. Moze nig byé 100000 zt lub 1000000 zl.
Przypusémy, ze kazda jednostka inwestycyjna wlozona w zaklad II
powigkszy produkecje zakladu o 50 jednostek towarowych w przyjetej
jednostce ezasu.

Przewidziana jest takze budowa nowego zakladu produkeyjnego.
Przypusémy, ze jednostka inwestycyjna wiozona w nowy zaklad da
40 jednostek towarowych w przyjetej jednostce czasu.

Macierz kosztow transportu jest nastepujgea:

4235
1564]
[3523]

Nalezy ustalié optymalng macierz przeplywéw w zaleznogeci od liczby «
jednostek zainwestowanych w zaklad II i liezby y jednostek zainwesto-
wanych w nowy zaklad III, jezeli wiadomo, ze:
1) dodatkowa produkeja ma byé rozdzielona miedzy centrale w sto-
sunku 3:1:2:2;
2) liezba jednostek inwestycyjnych jest nie wigksza od 100.
Pytamy réwniez, jaki maksymalnie fundusz mozna wlozyé w mo-
dernizacje zakladu II ze wzgledu na optymalno$é macierzy kosztéw.
Optymalng maeierzg kosztéw jest macierz

16 00 4|
e, ={0000].
6403

Odpowiada jej nastgpujaea macierz przeplywow
0 4004102 600 —10x 0
[2:], = | 2004 302 0 100—10x 200430z |.
0 0 40y 0

Poniewaz na podstawie zalozenia argumenty z i y sa dodatnie, funkcje
wypisane w macierzy s3 dodatnie dla # < 10. Dla 2 > 10 funkeja znaj-
dujgca si¢ w drugim wierszu i trzeciej kolumnie jest ujemna. Usuniecie
z bazy B, punktu p,, dzieli graf wyznaczony przez punkty bazy B, na
dwa podgrafy. Wezly jednego podgrafu leza w pierwszym i trzecim wier-
szu, a drugiego w drugim wierszu. Nalezy szukaé punktu o najmniejszej
wadze w zbiorze wyznaczonym przez przecigcie si¢ wierszy przechodzg-
cych przez wezly pierwszego podgrafu i kolumn przechodzaeych przez
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wezly drugiego podgrafu. Najmniejsza wage, ré6wna 3 ma punkt p,,.
Od pierwszej i ostatniej kolumny macierzy [c;], odejmujemy 3, a do
drugiego wiersza dodajemy 3. Otrzymujemy optymalng macierz kosztéw

13001
[0,;1]2: 0330].
3400

Odpowiada jej nastepujaca maeierz przeplywéw:

0 400+10z  600—10z 0
[2i]s = | 200+ 30z 0 0 300420z |.
0 0 100—10z+40y 102—100

Macierz [o;;], jest optymalna dla o i y spelmiajagcych nieréwnosei 10 <
<z <60, 4y—2110 > 0.

Jezeli 4y —x+10 < 0, to w punkeie pg; pojawi si¢ funkcja ujemna.
Usuwajgc z ostatniej bazy B, punkt pg; znajdziemy, powtarzajac po-
przednie rozumowanie, nows baz¢ optymalng By = B,— pg3+ p,,. Opty-
malng macierza kosztéw dla bazy Bg jest macierz [cy];:

2000
[e;ls =104 4 0]
3510|
Odpowiada jej maecierz przeplywéw
0 400+102 700—20z4 40y 10x— 40y — 100 |
[i]s = | 2004 30z 0 0 300+ 20z
0 0 0 40y

Macierz [z;]; jest optymalna, gdy sa spetnione nier6wnosci: 70—2z-+
+4y =0, r—4y—10 = 0.

Jezeli x > 60, to w macierzy [z;], w punkcie p,, pojawi sie funkcja
ujemna. W tym przypadku nalezy zastapié baz¢ B, przez baz¢ B, =

= By—P135+Pse-
Optymalng macierzg kosztéw dla bazy B, jest macierz

16 03 47
[01'1]4= 00301
3100



Zagadnienie transportowe 305

Odpowiada jej macierz przeplywéw
0 1000 0 0
[@;]s = | 2004302 10— 100 0 900410z |.
0 0 700—202+40y 20x— 700

yA

(ijfe

2k (ke

5 {Xij/li

0 7 4 6 8 w0x

Rys. 1

Ostatnia macierz jest optymalna dla # i y speliajacych nier6wnodci
% >60, 710—2zx-+4y > 0. Baz B;, B, nie mozna zastapié sgsiednimi
bazami optymalnymi takimi, by nie nalezal do nich odpowiednio punkt
P15 1 punkt p,;. Wymienione punkty nie 83 wezlami naroznymi w gra-
fach zbudowanych dla odpowiednich baz. Uwzgledniajac warunek z < 100,
¥ < 100 mozna przedstawié uzyskane wyniki na rysunku 1. W polach
83 wpisane macierze przeplywéw dajace rozwigzania. Z rysunku mozna
m. in. odezytaé maksymalng warto§é wspélrzednej z, a wige wysoko§é
kapitalu, ktéry mozna wlozyé w modernizacje zakladu IL
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A. CHATHIEKH (Conor)

TPAHCIIOPTHBIE 3AJAYH INEPEMEHHbBIX ®VHEKIHI CIPOCA
H NPEJJOKEHHA

PE3IOME

Boo6mie, TpaHCIOPTHAA 3a7a4a DPellaeTcsd B Ciydae, KOTZA CHPOC M NPEHo-
seHue SABIAITCA HOCTOAHHBIMM BeJauuwHamu. B HacTosameit pabore npuBoguTcs
peiieHMe TPAHCUOPTHON 3amayM B Cay4ae 3aBUCHMMOCTH CIPOCA M IPeRIOHEHUA
OT TAaKMX IapaMeTPOB KaK, HANPUMeED, BPeMA, IPM YCIOBUM, UYTO CYMMa €IIpoca paBHa
cymMe npepnoenuit. OgHa MaTPWIA MOCTAaBOK He HAaéT penleHMH HAIH BceX a3HAYEHMH
mapaMmeTrpoB. B Hacrosmeil paGove mokasaHo yTBeprpuenue 10, mosBousioimiee Ie-
PeiTH OT MaTPMILl ITOCTaBOK K APYToil MaTpMiie NMOCTABOK, KOTOpad [AéT pelnleHUe
nad CHepyomero mpexexa mapamerpoB. IIpumpenéH Takske HpOCTOH MeTox ompefe-
JeHUA ONTHMAJBbHON MATPULH MOCTABOK.

A. SNIATYCKI (Sopot)

TRANSPORT PROBLEMS FOR VARIABLE FUNCTIONS OF DEMAND
AND SUPPLY

SUMMARY

Transport problems are usually solved for the case where the demand and the
supply are constant quantities. The paper contains a solution of the transport problem
when the supply and the demand are dependent on parameters, e.g. on time, under
the assumption that the sum of the demand is equal to the sum of the supply. Gen-
erally, one matrix of flow does not give a solution for all values of the parameters.
The author proves theorem 10, enabling him to pass from a flow matrix giving the
solution for one range of parameters to another flow matrix giving the solution for
the next range. The paper contains also a simple method of determining the optimal
flow matrix.
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