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Sur un systeme non linéaire d’inégalités différentielles
paraboliques

par J. SzArskI (Krakow)

Dans la présente note nous considérons deux systémes non linéaires
d’inégalités différentielles aux dérivées partielles du second ordre de la
forme suivante

(0.1) 4 <f(t,X,2,2,4) (1=1,2,..,m),
(0.2) 2’!2 i(t,X,Z,zf,,,zix) (¢=1,2,..,m),

Sebe,

ou l'on a posé

X = (@, ey ), Z = (3,..,2m),
z;: = (z"ru ceey z.irn) ’ 211:2 = (z:n:tn z;!:z, seey z.;nzn) .

Il s’agit de prouver que pour deux suites de fonctions ui(¢, X), vi(t, X)
(t=1,2,..,m) satisfaisant aux systémes d’inégalités (0.1) et (0.2) respec-
tivement, a l'intérieur d’un ensemble 2 (cf. définition 1), on a w < o’
dans 0, si les fonctions f° sont elliptiques (cf. définition 3) par rapport
3 la suite w/(t, X) et satisfont 4 une condition de monotonie (cf. défini-
tion 4) et si les inégalités initiales #°(0, X) < v*(0, X) ainsi que certaines
inégalités aux limites (cf. 9°) sont remplies.

Le cas ou les inégalités différentielles, les inégalités initiales ainsi
que celles aux limites sont fortes, a été traité par M. Mlak [1]. Dans notre
théoréme nous introduisons une hypothése (cf. 2° et 3°) qui garantit
Punicité de la solution d’un probléeme mixte correspondant au systéme
d’équations de la forme (0.1). Dans le cas des inégalités fortes, traité par
M. Mlak, cette hypothése est superflue. La méthode de la démonstration
de nos théorémes est celle des inégalités différentielles ordinaires.

§ 1. DrrFINITION 1 (cf. [3]). Nous désignons par £ un ensemble
dans l'espace-temps (¢, z, ..., @), jouissant des propriétés suivantes:
(a) £ est ouvert, situé dans la couche 0 <t < T, ol T < + oo, €t

pour chaque t,, 0 <{, < T, la portion de £ contenue dans la couche
0 <t < {, est bornée.
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(b) Pour chaque t,, 0 <1, < T, l'intersection de la fermeture de Q
avec le plan ¢ =, est non vide; nous désignons par 8y la projection de
cette intersection sur le plan ¢ = 0.

(e) Pour chaque ?,, 0 <1, < T, et pour tout point X;e S, on peut
faire correspondre & toute suite f,, telle que 0 <?, < T et f,—it,, une
suite de points X, de fagon que X, e S; et X,->X, (}).

DEFINITION 2 (cf. [3]). Nous désignons par X la partie de la fron-
tiere de 2 qui est contenue dans la couche ouverte 0 <1 < T.

Etant donnée une fonction a(?, X) définie sur 2, nous désignons
par 2, le sous-ensemble de X (qui peut étre vide ou identique & X) dans
lequel on a a > 0.

DEFINITION 3. La fonetion f(t, X,Z,Q,R), ou Q = (g1, ..., ¢),
R = (ry1, T12y --vy Tnn), définie pour (¢, X) e 2, Z, @, R arbitraires, est dite
elliptique par rapport a une suite de fonctions i(t, X) (j =1, 2, ..., m)
de classe (' dans £, lorsque pour toute suite de nombres 7, 7y (j, %k
=1,2,...,n), o0 7y =1y, T =7k, telle que la forme quadratique

n

Y -~
Z (Tjk -—T,'k) ).,; ﬂ.k
k|=

ik=1
est non positive, on a l’inégalité
f{t, X, U, X), ualt, X), R) <f'(t, X, U(t, X), us(t, X), R)

pour (¢, X) e Q.

DEFINITION 4. Nous disons que la suite de fonctions f(t, X, Z, Q, R)
salisfait & la condition W,, lorsque Pindice 4, étant fixé arbitrairement
les relations

S (j£d), o=
impliquent 1'inégalité

ft,X,2,Q,R)<f%t, X,Z,Q,R).

§ 2. Les définitions du paragraphe 1 étant adoptées, nous pouvons
énoncer notre théoréme.

THEOREME 1. Supposons que:

1° Les fonctions f(t,X,Z,Q,R) sont définies pour (t,X)eQ et
Z,Q, R arbitraires et satisfont a la condition W, (cf. définition 4).

20 ji(ti X’ Z7 Q‘) R)_fi(t’ X? z’ Q’ R) <~ a‘i(t’ z1—§17 22—22, b z"’l—%,n)’
lorsque 27 =2 pour j =1,2,..,m.

(*) Les conditions (a), (b) et (c) sont nécessaires pour garantir la continuité des
fonctions M*(t) qui interviennent dans la suite (cf. [3]).
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3° Les fonctions oi(t, 2, ..., 2™) sont conlinues et non négatives pour
0<t<T,#>20( =1,2,..,m) et satisfont a la condition V.. L’'unique
intégrale du systeme d'équations différentielles ordinaires

dzt : .
W:o’(t,zl,...,zm) (¢=1,2,..,m),

issue de Dorigine, est idenliquement nulle.

4° Les fonctions wi(t, X), vi(t, X) (i =1, 2, ..., m) soni conlinues dans

la fermeture de 2, de classe C' dans Q2 et possédent des dérivées partielles
du second ordre par rapport aux variables x,, ..., Tn continues dans L.

5° Pour chaque indice i la fonction f est elliplique par rapport & la
suite w(t, X) (j =1,2,..,m) (cf. définition 3).

6° Les inégalités différentielles
uilt, X) < f'(t, X, Ut, X), uilt, X), uki(t, X)),
ve(t, X) = £ty X, V(t, X), valty X), via(t, X))
sont remplies en tout point (t, X)e E;, on
I = {(t, X)e 2: wi(t, X) > v{(t, X)}.
7° 40, X) < (0, X) pour X €8,.

8° Les fonctions a'(t, X) sont non négatives sur 2 (cf. définition 2)
et les fonctions g;(t, X, 2), définies pour (t, X) e 2, 2 arbilraire, sont stricte-
ment croissantes par rapport a z. A chaque point de 2y (cf. définition 2)
correspond une demidroite l;, issue de ce point, orthogonale a Vaxe t et dont
un segment, commengant en ce point, est contenw dans la fermeture de L.

9° Les fonctions wi et v' admetient une dérivée suivant la demidroite 1
en tout point de Zu et vérifient les inégalités
a[ui(ta X)—’l)i(t, X)]
al;
(": - 1, 2’ ..-,m)

¢i(t, X, wit, X)) ~<p"(t, X, vi(t, X)) < dai(t, X)

pour (t, X)e X, oit Uon a posé

a(“;l_—i’ =0 pour (t,X)eZX—Zy4.
i

(2.0)

Dans toutes ces hypothéses, les inégalités

(2.1) ui(t, X) < vit, = 1,2,..,m)

ont liew dans L.
Annales Polonici Mathematici XV 2
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Démonstration. Posons

M) = max ['(t, X)—'(t, X)], Mi(t) = max (0, M) .

Les inégalités (2.1) sont évidemment équivalentes aux égalités
(2.2) Mit)=0 dans [0,7T)(i=1,2,..,m).
Il suffit donc de démontrer (2.2). Or, la fonction M ‘(t) est continue dans
Pintervalle [0, T') (cf. [3], lemme 1.1) et par conséquent
I. M%(2) est continue dans (o, 7
D’aprés I’hypothése 7° on a
II. M (0) = 0.

En vertu de 3° I et II, pour démontrer (2.2) il suffit de prouver
Pimplication suivante (cf. [2], lemme 1.2):

III. Si pour un indice ¢, et pour un ty, 0 <t, < T, on a

(2.3) M3(t) >0,
alors
(2.4) D_M2(ty) < 0(ty, Mi(ty), ...y ME())

ot D_ désigne la dérivée supérieure & gauche.

Par conséquent, afin d’achéver la démonstration de notre théoréme,
il ne nous reste qu’a établir implication IIL.
Supposons donc qu’on ait (2.3). On a alors

M2(ty) = M™(t,)
et

(2.5) D_M2(t,) = D_ M™(t,) .
D’autre part, il existe un point X, e S,, tel que
(2.6) M(ty) = MO(ty) = u"(ty, Xo) —2"(ta, Xo) -

Nous allons prouver que le point (f,, X,) est un point intérieur de 2. Sup-
posons donc que (f,, X,) ¢ 2. D’aprés 9° on a alors

(2.7) (t(n Xy, ' *(to, Xo) (foa X, o *(toy X, ))

< {1y, X, )[“——("’"_”’“)

alTD ](tol XO) )

D’autre part, d’aprés (2.0), (2.6) et la définition de M™(,) nous avons

[Q(W»_ m] <o,
oliy  Lito, X0
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d’ou, ai(t,, X,) étant non négative, on obtient de (2.7)
‘P“(%y Xoy wi(ty, Xo)) "‘Pi"(toa Xy, vio(ty, Xo)) <0,

ce qui est impossible en vertu de (2.3) et (2.6), puisque d’aprés 8° la fone-
tion g¢(t,, Xy, 2) est strictement croissante par rapport a =z.

Le point ({,, X,) étant un point intérieur de 2 nous avons d’apres 4°,
(2.6) et la définition de Mie(t,)

(2.8) ’“z(fm Xo) = ’U (lay Xo)
(2.9) Z [ty Ko) = Vi%ay(tay Xo) A2 < O
k=1

pour tout systéme 4,, ..., An, et (cf. [3], lemme 1.1)

»

(2.10) D_ M (ty) < ui(ty, Xo) —0°(toy Xo) -

En vertu de (2.3) et (2.6) le point (¢, X,) € E;, (cf. 6°), et par conséquent,
d’aprés 6° (2.5) et (2.10), nous avons

D_ M}f(to) ino(to, Xo,y Ulty, Xy), u;.?(to; Xg)s “m(tm o)) -
—f"(tu, X, V(ty, Xo), ’b’zo(tm Vo), v;;‘},(to, Xo)) .

D’apres (2.8) la derniére inégalité peut étre écrite sous la forme suivante

D_M3(ty) < [f*(toy Xoy Ultyy Xo), %i(te, Xo), u;;;(t.,, X,)) —
— 1 (tas Xoy Ultoy Xa), u(t, Xo), vi(te, Xo))] +
+ | (tos Koy Ultey Xo)s 4(tay Xo), vaslte, Xo)) —
— 1 (tas Xoy V(foy Xo), u2(t, Xa), vi%(ts, Xo))] -

Selon 5° et (2.9) la premiére différence du second membre de cette iné-
galité est non positive. Nous en obtenons donc

(211)  D_ME(ty) < f*(tay Xoy Ultay Xo)y 2o, Xo), vis(tey Xo)) —
—1*(tos Xoy V(ty, Xo), 4y, Xo), vi(ta, Xo)) -
En vertu de (2.6) et de la définition de M’ (t) on a
u*(ty, Xo) = v"(ty, Xo) + Mi2(t) ,

’"j(to’ X, < 'Di(to, "o) +Mi(to) (7 # o) -
2‘
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Par conséquent, en vertu de la condition W, (cf. 1°), il résulte de (2.11) que
D_Mi(ty) < fi“(tna Xoy V(ty, Xo) + M(ty), u(ty, Xo), vty X o)) —
—f.o(tny Xay V(tey Xo),y u;"(to, Xo)s v}%(ta, Xo)) .

Comme M’ (t,) >0 (j=1,2,...,m), on en déduit d’aprés 2° I'inégalité
(2.4). De cette facon nous avons établi 'implication III, ce qui termino
la démonstration de notre théoréme.

§ 3. Considérons le systéme d’équations
(3.1) a =1ty X, 2,5y %) (1=1,2, ..., m)

et une solution %i(t, X) (¢ =1, 2, ..., m) de (3.1), définie dans ’ensemble £.

-~

DEFINITION 5. La solution wui(¢, X) sera dite solution parabolique
réguliére du systéme (3.1), lorsque chaque fonction f' est elliptique par
rapport & la suite wi(t, X) (j=1,2,..,m) (cf. définition 3) et les fonc-
tions w/(¢, X) satisfont a l’hypothe%e 4°

Le théoréme suivant est une conséquence immeédiate du théoreme 1
qui vient d’étre démontré.

THEOREME 2. Dans les hypotheéses 1°,2°,3° et 8° du théoréme 1 le
probléme mixte

(3.2) 20, X) =9i(X) powr XeS (1=1,2,..,m),
(3.3) a'(t, X)EE%—X—— i, X, 2, X)) = i, X)

pour (1, X)eX (¢=1,2,..,m)

o les fonetions yi, v sont données d’avance sur X, relatif aw systéme (3.1),
admet dans 2 au plus une solution parabolique réguliére.

Maintenant nous allons montrer que pour l'unicité du probleme
mixte (3.1), (3.2), (3.3) ’hypothése 1° (a savoir la condition W,.), bien
restrictive, est superflue, lorsque’on remplace I’hypothése 2° par une
condition un peu plus forte. En effet, nous avons le théoréme suivant.

THEOREME 3. Supposons que les hypothéses 3° et 8° du théoréme 1
sotent satisfailes et que

2°" pour chaque i, on a

f(t, X, Z,Q, R)—f°¢t, X, Z,Q, R) < o(t, |2 — 7', ..., 2" —&"]),

lorsque 2o > Zo,
Dans ces hypotheses, le probléme mixte (3.2), (3.3), relatif au systéme (3.1),
admet dans 2 au plus une solution paraboligue réguliére.
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Démonstration. Soient v/, (j =1,2,...,m) deux solutions pa-
raboliques réguliéres dans £ du probléme considéré. On a alors

(3.4) w0, X)—2%(0,X)=0 pour XeS (i=1,2,..,m)),

) o[wi(t, X)—(t, X)]

(3.5) ai(t, X -

= 991.({9 X, it X))_q’i(ty X, vit, X))

pour ({,X)e X (¢ =1,2,..,m).
Posons

Mi(t) = max [v'(t, X)—2'(t, X)), N'(t) = max [¢'(¢, X)—u'(t, X)],
X€S£ XES; ’

Wi(t) = max |v'(t, X)—v'(t, X)| (i=1,2,..,m).
XES;

Il est clair que la conclusion de notre théoréme est équivalente aux rela-
tions

(3.6) Wit)y=0 pour 0<t<T (i=1,2,..,m).
Or, tout comme dans la démonstration du théoréme 1, pour prouver (3.6)

il suffit d’établir Vimplication III pour les fonctions W'(t). Supposons
donc que

(3.7) Wo(t,) > 0.

On a alors soit

(3.8) Wh(ty) = M™(t,) et D_W"(t,) < D_M"(t),
soit

(3.9) Wot,) = N°(t,) et D_Wot,) < D_N"(t,) .

Nous pouvons supposer qu’on a par exemple (3.8), la démonstration dans
le cas (3.9) étant tout a fait analogue. Il ex’ste un point X, e S, tel que

(3.10) Wote) = M (ty) = u™(te, Xo) —0"°(ty, Xo) -

Par un raisonnement analogue a celui qui nous a conduit & I'inéga-
lité (2.11) nous obtenons, en nous appuyant sur 8° et (3.5), 'inégalité

D_W™(ty) < f*(to, Xos Ulte, Xo), ulty, Xo), vix(ly, Xo)) —
— 1 (tay Xoy V (toy Xo)y 4Atey Xo), vi%(te, X0))
d’ou selon 2%, (3.7) et (3.10), il résulte que
(3.11)  D_W™(t,)
< 0™(tey %' (fay Xo) — 0" (tgy X,y -vvy [0 (tay Xo) — 0™ (o, Xo)l) -
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Comme
16 (tay Xo) =V (tyy Xo)| < Wlte)  (§ # o) »

[u™(tg, Xo)— 0™ (tey Xo)| = W(t) ,

et comme les fonctions of satisfont & la condition W, (cf. definition 4),
on déduit de l’inégalité (3.11)

(3.12) D_W(t)) < 0°(to, W'(to), .., W™(ty)}

ce qui termine la démonstration du fait que (3.7) implique (3.12). Le
théoreme 3 se trouve ainsi démontré.
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