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Sur un probléeme de Neumann généralisé

par Z. SzmyDT (Krakow)

Dans le Théoréme III de la note [3] j’ai construit une solution d’un
probléme de Neumann généralisé, appelé probléme N. Je vais démontrer
ici que chaque solution de ce probléme ne différe que par une constante
de la solution construite dans [3].

Le Théoréme 2 de la présente note (cf. le paragraphe 3) englobe
deux résultats en connection: 1) I’existence et 1’unicité, & une constante
additive prés, d’une solution du probléme N (énoncé au § 2), 2) l'iso-
morphisme entre un sous-ensemble de fonctions harmoniques dans un
domaine plan 2 et une classe de distributions définies sur le contour
de 2. La démonstration du Théoréeme 2 est donnée au § 4 et les consé-
quences de ce Théoréme relatives au probléme de Neumann généralisé
sont exposées au § 5.

Le paragraphe 6 compléte nos résultats antérieurs (cf. [3] et [4])
concernant le probléme de Dirichlet généralisé. Les notations dont nous
nous servirons dans la suite sont données au paragraphe 1.

§ 1. Notations. Une courbe située -dans le plan de la variable
complexe z = x {4y sera désignée par 2 et dite courbe simple fermée
lorsqu’elle admet la représentation paramétrique: 2 = 2(s) pour 0 < s < L,
ou (i) #(s) est une fonction continue avec sa dérivée premiére 2'(s) et
périodique de période L (L > 0), (ii) 2(s;) = 2(s,) avee 0 <8, < 8, <L
si et seulement si s, = 0 et s, = L. On suppose encore que (iii) [2'(s)| =1
lorsque 0 <s < L. X sera dite de classe C" lorsque la fonction pério-
dique z(s) est de classe ™. Si en outre la dérivée 2™(s) vérifie la con-
dition de Lipschitz, Ia courbe X sera dite de classe CT. Nous dirons que
la représentation paramétrique z = z(s), 0 < s < L, de la courbe simple
fermée de classe C" est normale, lorsque 2(s) est une fonction de classe C*
satisfaisant aux conditions (i)-(iii).

Dans la suite p désignera un nombre positif, » un nombre réel arbi-
traire et m un entier non négatif.

Soit £ le domaine limité par la courbe X: z =2(s), 0 < s < L, et
8o0it n, le vecteur normal au point 2z de X dirigé vers ’intérieur de £.
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On désignera par 2, le domaine limité par la courbe 2., donnée par
I'équation: 2z = 2.(s), 0 < s <L, ou 2,(8) = x,(8) +iy.(s) et z.(s) = x(s)—
—ry’(8), ¥-(s) = y(8)+rx’(s). A chaque fonction f, définie sur la courbe
z = 2,(8) on fait correspondre la fonction f.(s) = f[2,(s)], 0 < s < L. Nous
dirons que f est une fonction de classe C™(Z.), lorsque la fonction pé-
riodique f,(s) est de classe C™. On a: X = X,, 2 = Q, et f = f,.

Soit Dp(2) D'espace réel des fonctlons réelles f(2) e C"(ZX), avec la

norme définie par la formule: |f|| = 2, max |/*(s)|. On désignera par

<SES

F, G, H les distributions d’ordre <m, c’est-a-dire les éléments du dual
Dn(Z).

Soit X une courbe simple fermée de classe C;. On désignera par g,
un nombre positif assez petit tel que, pour chaque 0 < r < g4, la courbe
2, soit fermée et telle que z.(s;) = z.(s,) avee 8, < 8, si et seulement si
8, =0 et s, =L.

D’autre part soit K,(X, +) ’ensemble des fonctions ¢ ayant les
propriétés suivantes: (a) ¢ e C™(2,) pour chaque 0 < 7 < g, (b) lim Go(s)

r—0
= ¢(s) avec §,(s) = q[z,(s)], j = 0,1, ..., m, uniformément dans I'inter-
valle 0 <s < L.

Par Dn(2, +) on désignera ’ensemble des fonctions ¢ telles que
q(2) e Dp(2) et q(2,) = q(2) lorsque 0 <r < p, et ze 2.

Il est évident que Dp(2, +)C Kn(2', +). D’autre part, étant donnée
une fonction p € Dn(ZX), il existe toujours une fonction ¢q € Dp(2, +) qui
coincide avec p sur la courbe X. On notera ||¢|| la norme dans l’espace
Dn(Z2) de la restriction de la fonction ¢ & la courbe X.

§ 2. Enoncé du probléme de Neumann généralisé.

PrOBLEME N. Soit donnée une distribution B ¢ D, (X). On cherche une
fonction v, harmonique & Vintérieur du domaine 2, qui pour chaque fonction
qe Kn(Z, +) vérifie la condilion aux limites généralisée:

(1) lim f q ze) dsz = B[q].

e—0

PROBLEME N, Soit donnée une distribution B e Dj(X). On cherche
une fonction v, harmonique a Vintérieur du domaine 2, qui vérifie la con-
dition (1) pour chaque fonction q e Dpu(Z, +).

TEEOREME 1. Les problémes N et N™ sont équivalents.

Démonstration. Il est évident que chaque solution du probléme N
est aussi une solution du probléme N, Inversement, supposons que
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v(2) soit une solution du probléeme N et soit

(2) BJp] = f (5) ) S s,

pour chaque fonction p € Dn(X) et 0 < g < g,.
On vérifie facilement que la formule (2) définit une fonctionnelle
B, € Dy, (X) et que:

(3) lim B[p] = B[p] lorsque peDnp(l).

e—0

Soit ¢ une fonction arbitraire de la classe Kn,(Z, +) et soit
(4) ¢(2) = q(z,) lorsque O<p<<p, et zel.
On vérifie aisément que

(5) lim ¢,(2) = ¢(2) dans D’espace Dn(Z2).
¢—0

Les relations (3) et (5) entrainent la suivante: lim B,g,] = B[gq] d’ou,

Q—)
en vertu des définitions (2) et (4), résulte la relation (1), ce qui achéve
la démonstration du Théoréeme 1.

§ 3. Fonctions harmoniques dans 2 et distributions sur
le contour de Q. Soit W,(2) Pespace des fonctions v(z) harmoniques
dans le domaine 2 et telles que la fonction

| [ p(a0) 4o dsc,|

(6) sup ¢ o peDn(Z, +), Ipll #0,
. 7l

soit bornée dans l’intervalle 0 < p < g,.

Soit C(Q) I’ensemble des fonctions constantes dans le domaine 0
et soit V,(R2) espace quotient Wn,(22)/C(R2), c’est-a-dire 1’ensemble des
classes [v] dont chacune est formée des éléments: v+ const ol v € Wx,(£2).

D’autre part soit B,(ZX) ’ensemble des distributions B telles que
B e D,(X) et B[1] =0.

Supposons que p € C%2,), 0 < r < p,, et soit k,, la constante définie
par la formule suivante (}):

(7) kpr = fﬂr(zr)p(zr)dsz,/ fﬂr(zr)dszr

Zy

(*) La constante k,, ne dépend pas du choix particulier de la solution x,(z,) de
I’équation (8).
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ou u.(2;) désigne une solution quelconque non banale de I’équation
0
(®) mu(lo)+ [ miar) 5 logler—tlds., = 0
z

et X est une courbe simple fermée de classe C2. On sait bien que

(9) p2) 0 lorsque 2, ¢X, et 0 <7 <g,

et d’autre part que l’équation:
0
(10) P&~k = [ a0 5o 1oglz— [ ds,, + (8
Zr

admet une solution et que deux solutions quelconques ne différent que
par une constante.

THEOREME 2. Supposons que X soit une courbe simple fermée de
classe C™*°, Soit B € B, (X) et soit H la fonctionnelle définie par la formule

(11) H[p] = Blxpo(2)] lorsque p e Dn(ZX)

ol xp.(2,) désigne une solution quelconque de Uéquation (10).

Sous ces hypothéses on a H e By,(2) et la formule (11) définit une
transformation biunivoque de Vespace Bn(ZX) en lui-méme. D’autre part
la fonction

(12) v(2) = H[log|z— (] lorsque 2zef

appartient o Vespace Wyp(2). La transformation I' définie par la relation
I'B = [¢] établit un isomorphisme des espaces linéaires B,(Z) et Vn(Q).
Son inverse I'"'([v]) est donnée par

*
(13) lim fq(zo) ?— ds,, = B(q] lorsque qeDn(Z;+)
e—0 i‘q Nz

ou v* désigne une fonction quelconque de la classe [v].

L’ensemble des solutions du probléme N o4 B e By(Z) coincide
avec la classe [v] dont le représentant v(z) est défini par les relations
(12) et (11).

Remarque 1. Soit S,(R2) 'ensemble des fonctions
(14) v(z) = H[log|z—(|]+¢ lorsque 2zeQ

qu’on obtient en faisant varier la constante ¢ ainsi que la fonctionnelle H
dans ’espace Bp,(ZX).

En vertu du Théoréme III de la note [3] la totalité des solutions
du probléme N qui appartiennent & Sn(2) coincide avec la classe [v]
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dont le représentant v est défini par (12) et (11). Comme les fonctions
de la forme (14) constituent un sous-ensemble propre de 1’ensemble de
toutes les fonctions harmoniques dans le domaine £, le présent résultat
est plus général que le précédent. En outre, il découle du Théoréme 2
que les ensembles Sp(£2) et Wn,(L2) coincident.

§ 4. Démonstration du Théoréme 2. Dans la démonstration
du Théoréme 2 nous nous appuirons sur 8 lemmes dont le premier ré-
sulte immédiatement du Théoréme I de la note [3].

LEMME 1. Soit X une courbe simple fermée de classe C™'2. Supposons
que H € Dp(ZX) et soit v(2) une fonction définie par la formule suivante:

(15) v(2) = H[log|z—([]+-const  lorsque 2eQ.

Dans ces hypothéses la fonction v(z) est harmonique dans le domaine 2
et vérifie la condition aux limites:

. 0
(16) hrr; {p(zn)a%dsze = H[X,({)] lorsque p eDn(Z, +)
e~ I'..e 4

ou la fonction X (L) est définie par la formule

(17) X,(8) = mp @)+ | p(2) - logla—Clds.
z t

LEMME 2. Chaque solution du probléme N appartient & Vespace
W (Q).

Démonstration. Soit »(2) une solution du probléme N et soit
B,[p] la fonctionnelle de ’espace D,(ZX), définie par la relation (2) pour
chaque 0 < ¢ < g,. En vertu de la relation (3) et du théoréme de Banach-
Steinhaus (ef. [1], p. 123) il existe une constante M telle que ||B,|| < M
lorsque 0 < p < p,, c’est-a-dire la fonction (6) est bornée dans lin-
tervalle en question. On a donc: v(2) e Wp(2), d’ot découle notre
assertion.

LEMME 3. Soit X une courbe simple fermée de classe C*. Supposons
que p, g e C(2,), 0 <r<p, et soit

(18) Cor — 1';1— f g(s)ds, o L= f ds,, .
rZ.‘f Zr

Dans ces hypotheses les intégrales:

f [9(2r) — ¢orl xp.r(2r)dss, €l f [P (2) — p,r] o,r(2r) dso,
Zr Zy

Annales Polonici Mathematici XV 22
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ne dépendent pas du choix de la solution x,,. de Uéquation (10) et de_celusi
de la solution u,, de Véquation ’

(19) 9(E)—ear = [ mier) 5 Loglar—brl s+ m(@r)
Zy

D’autre part on a Didentité:
(20) f [P (2r) — Kp,r] pig,r(27) A3, = f [9(2;) — Co,r] 2p,r(24) S, .
P Ly

La démonstration du Lemme 3 est bien simple, ¢’est pourquoi nous
Pomettons.

LEMME 4. Soit X une courbe simple fermée de classe C™2. Soit v(z)

une fonction harmonique dans le domaine Q et soit u,, (2,) une solution
hewit] 4
an

quelconque de Véquation (19) dans laquelle g = dv/on et r = o. Supposons
gue la fonction ()

| JIp(5) = Fnelpon (%) ds |

z n’ \

soit bornée dans Vinlervalle 0 < ¢ < g,.

Dans ces hypothéses il extiste ume fonctionnelle H e B,(X) telle que
la relation (15) est satisfaite.

Démonstration. Remarquons d’abord qu’il existe, pour chaque
o < 9o, une constante c, telle que

(22) fm,_,, o(&'o)loglz—c,,]dsco =v(2)+¢, lorsque =zef,.

}.‘Q on

Considérons dans l’espace Bp(ZX) la famille, dépendante du para-
meétre p, des fonctionnelles:

23)  Hipl= [P —kndpan (Gds, P eDm(Z, +).
on’

%o

Par hypothése, la fonction ||H,|| est bornée dans I'intervalle 0 < ¢ < g;.
Il existe done (ef. [1], p. 123) une suite {o,} et une fonctionnelle H € B;,(X)
telles que lim g, = 0, lim H,[p] = H[p] pour chaque p € Dn(Z).
N—>00 n—>oo0

Choisissons un point 2z €2 et soit
(24) p(¢) =log|t—2|, pall) =log|l, —2|, pour n>=>N,
oll N est assez grand pour que 2z e, .

(*) La fonction (21) ne dépend pas du choix particulier de la solution u,,

E"Q
{cf. le Lemme 3).
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Comme lim p,({) = p () dans I’espace Dn(L), on a

n—00

(25) lim H,,[ps] = H[p].

D’autre part il existe des constantes %, telles que

(26) kg c,—z1,0 =k, lorsque  zef,.

En vertu des relations (22)-(26) il existe des constantes ¢,, telles que
(27) lim {¢,, +v(2)} = H[log|{—z]].

Comme les constantes ¢,, ne dépendent pas du choix du point z dans
le domaine £, la relation (27) entraine la conclusion du Lemme 4.

LEMME 5. Soit X une courbe simple fermée de classe C™°. Supposons
que p € Dy( X, +).

Dans ces hypotheéses il existe un nombre posilif o < p, tel que & chaque r,
0<r<g, etachaque p € Dp(X) correspond une solution x,A2.) de Véqua-
tion (10) qui vérifie les inégalités suivantes:

(28) xw.r (2l < clipll

(29) 1x2,0(2e) — 202 < 7li2Hl limn, =0,
0

dans lesquelles ¢ et 7, sont des constantes indépendantes de la fomction p;
par \xp.2:)| on comprend la norme dans Vespace Dn(X) de la fonction
(%) = xp,r(2,) lorsque z € ZX.

Démonstration. Soit N({,, 2,) la fonction égale & %-a—fz—log] Zp—Er|
3

lorsque 2, # ¢, et continue pour tous les 2,, {, € X,. Soit z = 2(s), 0 < s < L,
une représentation paramétrique normale arbitraire de la courbe X et
soit P (o) = p[2(¢)]. Considérons pour chaque r, 0 < r < gy, 1’équation
intégrale

L
. 1 . - ds,
(30) ¥r(o) = -i_[p(a)— kpr]l+ 2 f Zr(8) N [z:(8), z,(a)]% ds
0
correspondant & la valeur caractéristique A = —1. Il est évident que
le noyau
d
(31) M(s, o) = Nlz,(s), (0)] 5

est une fonction continue dans le carré II: 0 <8 <L, 0 <o < L. Re-
marquons que le mineur de Fredholm d’ordre n est défini par la série

22%
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convergente
8 ... 8
(32)  Daano( 7

01 vee On

0 . L

81 .. 8 (—1) 81 .. 8n 1y i ly
M (" “) E—ij(l ! )dt...dt
'(01 “or 0'” + - ?! 5 s T U] e 0'1) tl sen tj 1 4

j=1
ol
T i I Mr(wu yl)' Mr(971, yn)
(33) M,( ! ") _ ’ ............. ,
YooY MATn, Yy) ... Mo (@0, Yn)

On sait bien qu’il existe des valeurs numériques s, et o, 0 <3, <L,
0 <o, <L, telles que

Dl(Mo) (81 —1) 7é 0 .
g,
Il en résulte que la fonction
s s 8
(34) T,(s, O‘) = _Dg(M') (0’ 0']; _1)/D1(M,-) (0’1 —1)

est continue dans le carré IT & condition que r soit suffisamment petit,
0<r<<g <go. On a en outre

(35) lim T,(s, 0) = Ty(s, o) uniformément dans le carré II.
o_.o

D’autre part la fonction
1 1 3
(36) Zpslo) = p [ (o) — kp,r] — ;f Tr(s, 0)[B(s)—kpslds, O0<o<L,
0

est une solution de I’équation (30) pour chaque 0 < r < g, (cf. [2], p. 381).

Remarquons ensuite qu’il existe des constantes 4 >0 et g, < o,
ainsi que des fonctions Qq(s, 6), ¢ = 1, 2, Ry(s, 0),j = 1, 2, 3, de classe O™
dans I’ensemble —oo < 8 < 0o, —oo0 < ¢ < oo telles que

_ Q1(0, 8) + 7Q4(0,8)
"~ Ry(s, o) +7Ry(s, 0) +72Ry(s, 0)
lorsque (0, L) +# (s, 0) # (L, 0)

et que R, (s,0)+7rRys,0)+7r2Rs(8,06) > A lorsque 0<s<L, Lib<o
<4L/5 et 0 <r << g, (%).

(37) 7N [2,(8), 2(a)]

(*) Cf, [4], Lemme 1. Il est & remarquer que le dénominateur du second membre
de la relation (37) est une fonction symétrique des variables s et o, puisque |2,(8)— 2,(0)]?
= [Ry(s, 0) 1+ rR,(8, o)+ r'R,(s » 0)](8— o).
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11 en résulte que pour chaque r, 0 < r < g,, la fonction (34) admet
des dérivées et qu'on a (ef. (31)-(33))

& & .
(38) h_TaT;Te(s,a)=£jTo(s,a), ji=1,..,m,
Q

uniformément dans le rectangle IT;: 0 <s <L, L/5 <o <4L/5.
Les relations (35) et (38) entrainent ’existence des constantes C > 0

et g >0, lime¢, = 0, telles que
=0

(39) |Tu(s,0)|<C, |Tys,0)—Tys,0)|<e lorsque (s,0)ell
et

JT, o'
( af;:"i) [To(s,0)—To(s,0)]| <&

(40) 5ot

<o, |

lorsque (s,0)ell, .
Remarquons qu’en vertu des relations (7) et (9) on a
(41) |kpr| <l|lpll lorsque 0 <7 <p,.
D’autre part il existe des constantes positives g; < p, et §,, imd, = 0
telles que e
(42)  |kpo—kpo| <6,lpll pour chaque peDn(X) et 0 < o < p;.

En effet, considérons 1’équation intégrale
L
o) =2 [ iul(s) K (3, 0)ds
0

dans laquelle A = —1 et K, (s,0)= N [z,(a),z,(s)]%. Choisissons s, de
maniere que
o

Dyxr,) (80 —1) =0 lorsque 0<o<UL.

Soit
o
$o

ur{o) = Dl(K,)( —1) lorsque 0<7r<pgy, 0<o<L.

On vérifie aisément qu’il existe un nombre positif g3 < o, tel que u-(o) £ 0
dans lintervalle 0 < 0 < L lorsque 0 <7 < g,; la fonction u.(2) = fir(0)
lorsque 2, = 2,(0), 0 <7 < p3, est une solution non nulle (cf. [2], p. 378)
de I’équation (8) et

(43) lim u,(2,) = uo(2) uniformément lorsque z e X.
r—0

Les relations (7), (9) et (43) entrainent la conclusion (42).
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En s’appuyant sur les inégalités (39)-(43) on démontre que pour
chaque 0 <7 < p;, la fonction (36) vérifie les inégalités suivantes:

(44) Torlo) <2 (L +CD)pl  lomsque 0 <o <L,

[

(45) max |i’p.a(°')'—fp,0(0)[ <

o0<<o<L T

(8, +2Le, +CL4, )|

(46) 2 maxlig)r (o) g% (L+2CL)|\p|l ou a=0LJ/5, b=4L/5,
jel a<o<h

(47) Z max | 79%(0) — Z4(0)] < —5(230+Cae)||pl| ol a=L/5, b—4L/5.

a<ash

D’autre part, la fonction y,.(2,) définic par la relation
(48) Xoo(2) = Xps(s) lorsque 2z =2(s), 0<s<L,

vérifie ’équation (10).

Soit maintenant v = ¢ —L/2 et 2*(t) = 2(r +L/2). On voit que 2 = 2*(7),
0<7<L, est aussi une représentation paramétrique normale de la
courbe X. Le raisonnement qui vient d’étre fait assure 1’existence d’une
solution yp,. de 1'équation (10) telle que la fonction

(49) Forlt) = gE 20 (x)] lorsque O0<r<L
vérifie les inégalités

(60) ) max |3 <Z+20D)lp| lomque 0<r<g,
=1 O<F

= = mL .

(51) Z max [72,(c)— M| <™= (26, +O8)[pl  lorsque ¢ <

oll p < g, est un nombre positif suffisamment petit et a = L/5, b = 4L/5.
Comme les deux solutions de 1’équation (10) ne différent que par
une constante, il existe une constante ¢, telle que

(52) 1or(?e) = xpr(2;) + 6 lorsque =z, eZ, et 0<r<p.
On déduit des relations (48), (49) et (52) que

& o
soidne (1) = oo Tng(r+L/2)  lorsque L5 <7 <4L/5
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et en vertu des inégalités (46), (47), (50) et (561) on obtient les suivantes:

m

(53) ma};]x(’) o)| < 'r;n (L+2CL)||pl| lorsque O0<7r<
7

[~1]
~

<o

. - mL .
(54) Z max |284(0) — 240} < 2 (2, +Co)lp]  lorsque ¢ <.

\ﬂ\

L’inégalité (28) résulte de (53) et (44), tandis que les inégalités (54) et (45)
entrainent la relation (29), dans laquelle 7, = g (m +1)(2¢, +C6,) +%6,.

Le Lemme 5 se trouve ainsi complétement démontré.

LEMME 6. Soit X wune courbe simple fermée de classe C™** et soit
B € B, (X). La formule (11), oit yp0(2) est une solution quelconque de Uéqua-
tion (10), définit une transformation biunivoque de VUespace Bp(ZX) en lus-
méme. La transformation inverse est donnée par la relation B[p] = H[X,),
ow la fonction X, est définie par (17).

Démonstration. Comme B[1] = 0, la définition (11) est indépen-
dante du choix particulier de la solution x,.(2) de 1’équation (10). Ad-
mettons que y,o0(2) soit donnée par les relations (48) et (36) ou r = 0. Ilest
évident que la fonctionnelle H est linéaire. Sa continuité résulte de celle
de la fonctionnelle B en vertu de l’inégalité (28). En remarquant que
H[1] =0 on achéve la démonstration du Lemme 6.

LEMME 7. Soit X une courbe simple fermée de classe C™'°. Si
v € Wn(2), la fonction

l fa Zpo(zo)dsz )
(565) sup %o
)

12l

0% p € Dp(2y +), ||l # 0 €l xpo(2,) €8t une solution quelconque de Véquation
(10), est bornée dans Dintervalle 0 < o < g,.

Démonstration. Supposons que v € Wp(f2). Comme l'intégrale
ov
f o Xo,r(2:) S5,
Zy

ne dépend pas du choix particulier de la solution y,, (cf. le Lemme 3),
nous admettrons dans la suite que la fonction yx,.(?,) est définie par
des relations (48) et (36). Considérons la fonction y,(2) définie sur la
courbe X' et soit par définition

(56) 1oo(?r) = 2po(2) lorsque O <r<g, et zel.
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En vertu des relations (56), (29) et (28) on obtient:

(57) 1%p.e(%e) — xpo(Z < 7lipl 5 liﬂ})m =0,
e
(58) .0l < €llpll -
Soit B,[p] la famille des fonctionnelles (2) et soit

(59) Yp.0(2) = Xp.o(Ze) — Xp,0(2e) -
Puisque v e W;,(Q2), il existe (cf. (6)) une constante C telle que

(60) |Bl <€ lorsque 0 < o< g,
d’ou résulte 1’inégalité

i3t =

Les relations (2), (59), (61) et (57) entrainent la suivante:

C ”y’l) 0”

(61) Tl

lorsque 0 < g < g,

(62) tim 1 [ %)

e T “om (oe(2e) = tmolze)1dsz, = 0

la convergence étant uniforme par rapport a p € Du(X, +), |lpl|| # 0.
D’autre part, la fonction

1 0
— f 2 toolz)ds,  lorsque  p e Du(Z, +), [|p]l £ 0,
D “p”"'o on ¢

est bornée dans lintervalle 0 < ¢ < g,, car v € Wn(2), xpo € Dn(Z, +)
et I'inégalité (58) est satisfaite. En vertu de la relation (62) notre asser-
tion en résulte.

Les Lemmes 7 et 3 entrainent le lemme suivant:

LEMME 8. Soit X une courbe simple fermée de classe C™*°. 8i v e Wn(Q),
la fonction (21) est bornée dans Uintervalle 0 < o < g,.

Pour compléter la conclusion du Lemme 8, ajoutons (¢) le théoréme
suivant:

THEOREME 3. 8i X est une courbe simple fermée de classe €™,
Despace Wn(R2) coincide avec celui des fonctions v(z) qui sont harmoniques
dans Q et rendent bornée dans U'intervalle 0 < o < g, soit la fonction (55),
soit la fonction (21).

Démonstration. Le Théoréme 3 découle des Lemmes 3 et 7 en
vertu de la propriété suivante: chaque fonction harmonique v, pour
laquelle la fonction (55) est bornée dans ’intervalle 0 < p < g,, appar-

(*) Ce qui est superflu pour la démonstration seule du Théoréme 2.
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tient & D’espace Wy, (L2). Cette propriété peut aisément étre démontrée
si I'on s’appuie sur ’identité-

(63) V4 XM,Q(zQ) = p(2,) +const, lorsque zeZ,,

dans laquelle X, ,(z,) est une fonction définie par la formule

(64) Xpolte) = mp (G + [ p(2) s log |5 — Lol ds,,
z, z

ou e, et 0 < g < g,.
Apreés cette digression, retournons & la démonstration du Théoréme 2,
qui sera maintenant presque immédiate grace aux Lemmes 1, 2, 4, 6 et 8.

Démonstration du Théoréme 2. En vertu du Lemme 2 chaque
solution du probléme NP® appartient & lespace Wn(R) et d’aprés les
Lemmes 6 et 1: la formule (11) définit uhe transformation biunivoque
de l’espace B,(2) en lui-méme et la fonction v(2), définie par des rela-
tions (12) et (11) est une solution du probléme NP, Il en résulte les
propriétés suivantes: P,) La fonction v appartient a 1’espace Wn,(Q)
et chaque fonction de la classe [v], ¢.-a-d. v + const est une solution du
probléme N®; P,) L’image de la transformation I' est contenue dans
’espace Viu(2); P,) La transformation I' est biunivoque et son inverse
est donnée par (13).

Pour démontrer que la transformation I" établit un isomorphisme
des espaces linéaires B,,(2) et Vnu(2) il nous reste & démontrer que ’image
de la transformation I', définie dans B,(ZX) tout entier, coincide avec
lespace Vm(R2). A cet effet, choisissons arbitrairement un élément [v]
€ Vn(R2). En vertu des Lemmes 8 et 4 il existe une constante ¢ et une
fonctionnelle H ¢ By(Z), telles que v(2) = H[log|z—¢[]+¢ lorsque z e 2
et, en vertu du Lemme 6, il existe une fonctionnelle B ¢ Bj,(X) telle que
H[p] = Blypo]. On a done I'B = [v]. L’élément [v] étant arbitraire, il en
résulte notre assertion.

Pour terminer la démonstration du Théoréme 2 remarquons que si
v* est une solution quelconque du probléme N°® on a I''([+*]) = B,
ce qui entraine la relation v* ¢ I'B = [v]. En vertu de la Propriété P,)
il en résulte que 1’ensemble des solutions du probléme N coincide avec
la classe [v] dont le représentant v est donné par (12) et (11).

Le Théoréme 2 se trouve ainsi completement démontré.

§ 5. Conclusions du Théoréme 2. Les Théoremes 1 et 2 en-
trainent (cf. le théoréme IIL de la note [3]):

COROLLAIRE 1. Soit X une courbe simple fermée de classe C™"°. La con-
dition nécessaire et suffisante pour que le probleme N admelle une solu-
tion est que

(65) B[1]=0.
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8t la condition (65) est salisfaite, Uensemble des solutions du probléme N
coincide avec Uélément [v] de Pespace Vu(R2), Hont le représentant v est donné
par les formules (12) et (11).

COROLLAIRE 2. Soit X une courbe simple fermée de classe C™**, Sup-
posons que Bje Bp(ZX), j =1,2, ..., et que (5)

(66) lim By[p] = B[p] pour chaque p eDn(ZX).
j—>00
Dans ces hypothéses, il existe des fonctions v(2) et vy(2), j =1, 2, ...,

harmoniques dans le domaine 2, qui vérifient les conditions aux limiles
généralisées:

(67) lim [ p(e) oo ds,, = Bp],
e—0 a'nz ¢
20
. 61),- .
(68) lim [ p(z) i ds,, = Bylpl, j=1,2,..,
e—0 zg ¢4

pour chaque p € Dp(2, +).
En outre: lim vy(2) = v(z) presque uniformément dans le domaine Q.

j—c0
Démonstration. Soit x,.(2) une solution quelconque de 1’équa-
tion (10) et soit

H(p] = Blypo(2)], Hipl = Bypol2)], §=1,2,..,
pour chaque p € Dy(2).
En vertu du Théoréme 2 les fonctionnelles H et H;, j=1,2, ...,
appartiennent a 1’espace B,(ZX) et les fonctions

v(z) = H[log|z—{[], wy(2) = Hjflog|z—¢[], j=1,2,..,

harmoniques dans le domaine 2, vérifient les conditions (67) et (68) pour
chaque p € Dn(2, +). D’autre part, il résulte de I’hypothése (66) que

(69) lim Hy[p] = H[p] pour chaque p eDn(2),
J—>0

étant y,0(2) € Dp(X) lorsque p € Dp(2).
Choisissons arbitrairement un ensemble fermé A contenu dans le
domaine 2. Il nous suffit de démontrer que
lim v4(2) = v(2) uniformément dans I’ensemble A .
j—00
Supposons, pour la démonstration par 'impossible, qu’il existe un nombre
g > 0 et une suite {z,,} de points 2, ¢ A, tels que lim a; = oo et que
00
(70) iHa,[log|za,-—([]—H[log]zu,—g‘[]' >e pour §=1,2,..
(®) Si la suite {B,} des fonctionnelles B, e Dn(X) converge pour chaque p € Dm(ZX),

la limite appartient aussi & I’espace Dp(ZX). La relation B[1] = 0 découle de (66) et de
I'hypotheése: By[1] = 0 lorsque j =1, 2, ...
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Sans restreindre la généralité nous pouvons admettre que la suite {z,,)
est convergente, lim z,, = z.
j—oc

On vérifie facilement que lim log|z,—| = log|2z—¢| dans Despace
j—00

Dp(2), done-
(71) 71im H[log|z,,—¢|] = H[log|2—¢]]

et en vertu de (69) on a aussi

(72) lim H,[lcg|z,—{|] = H[log|z—{[].
j—>o0 '

Les relations (70), (71) et (72) conduisent a ’absurde, 0 > ¢, > 0, ce qui
achéve notre démonstration.

§ 6. Probléme de Dirichlet généralisé. Dans les notes [3] et [4]
nous avons considéré le probléme que voici:

PROBLEME D. Soit donnée wune distribution F e D, (X). Il sagit de
trouver une fonction wu, harmonique a Uintérieur du domaine 2, qui pour
chaque fonction q e Kn(ZX, +) vérifie la condition aux limiles généralisée:

li —
(73) im J a(eu e ds, = Fla @)

Au moyen d’une démonstration analcgue a celle du Théordme 1 on
établit ’équivalence entre le probléme D et le suivant:

ProBLEME D®. Soit donnéde une distribution F e Din(Z). Il s’agit de
trouver une foncltion w, harmonique a Vintérieur du domaine £, qui vérifie
la condition (73) pour chaque fonction q € Dp(ZX, +).

Supposons que % e C%Z;), 0 <r < g,. On désignera par v..(2;) la
solution de 1’équation intégrale

(74) w(t) = [ pler) - log e by ds.,— ()
z, Z

et par ¢,.(2;) celle de I’équation
0 .
(75) u(lr) = if‘?(zr)a—nclog Izr—Crld'S‘z,_ 7w (lr).

Soit Ep,(£2) I’espace des fonctions (2) harmoniques dans le domaine 2
et telles que la fonction

| [ P (2)u(z,)ds, |

sup %o
» 73

soit bornée dans l’intervalle 0 < o < g,. .

y ou  peDp(l, +), ”P“?&O,
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THEORRME 4. Si X est une courbe simple fermée de classe C™°, Vespace
En(R2) coincide avec celui des fonctions v(z) qui sont harmoniques dans 2
et rendent bornée dans Uintervalle 0 < ¢ < p, $0il la fonction

‘ fp (zo)'l’u,o(zo) ds’ol

sup ¢ ou  peDn(Z, +), ”P” #0,
P Izl

soit la fonction

] f % (2,) @p.o(%,) dsze I

SIP )

ou pEDm(Z’ +), ”P”7&0

- La démonstration du Théoréme 4 est analogue, mais plus simple ()
que celle du Théoréme 3, démontré au paragraphe 4, c’est pourquoi
nous 1’omettons.

Le Théoréme 4 et le théoréme de la note [4] entrainent le suivant (7):

THEOREME 5. Supposons que X sott unme courbe simple fermée de
classe C™7°. Soit F' € Djp( X) et soit G la fonctionnelle définie par la formule:

(76) G[f]l = Flgso(2)] lorsque feDp(X).

Sous ces hypotheéses on a G € D,(X); la fonction
0
(77) u(2) =G[-%log|z—.§|] lorsque 2z e
t
appartient a Uespace En(2) et vérifie la condition aux limites généralisée:

(78) lim fq(zo)u(ze)ds,o = F[q] pour chaque qeKn(X,+).
0z

e

La transformation T, définie par (76) et (77) établit un isomorphisme
des espaces linéaires D),(Z) et En(R). Son inverse T ' est donnée par (18).
L’ensemble En(Q) coincide avec la classe des fonctions w domnées par (77)
ouw @ eDy(ZX). La transformation T est continue dans ce sens que les
relations

FeDn(Z), u(z)=TF, FjeDn(Z), uyz)=TF;, j=1,2,..,
et
lim F;[p] = F[p) pour chaque p eDp(2)
j—00

(%) Cela résulte du fait que les équations (74) ou (75) n’ont qu'une solution unique.

(?) Sans avoir recours au théoréme de la note [4], on peut établir le Théoréme 5
par une démonstration analogue A celle du Théoréme 2, mais plus simple (cf. le ren-
voi (6)).
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entrainent la suivante (®):
lim uy(2) = u(2),
j—00
la convergence étant presque uniforme dans le domaine L.

Le probléme D adment une et une seule solution. Elle est donmée par
(77) o @ est définie par (76), et dépend d’ume maniére continue (°) de la
distribution donnée F.

COROLLAIRE 3. Soit X une courbe simple fermée de classe C™*>. Sup-
posons que les fonctions fi((), j =1, 2, ..., soient continues sur la courbe X
el que

lim ff;(é‘)p(é‘)dsc = F[p] pour chaque P eDn(l).
7=300 »
Soit uy(2) la solution du probléme de Dirichlet classique prenant des valeurs

données [,(() sur la frontiére X du domaine 2, j =1,2,..., et soit u(z)
la solution du probléme D:

H_I.rol fq(zo)u(z,,)dszo = F[q] pour chaque qeDp(Z, +).
Q 20

Dans ces hypothéses
lim %4(2) = u(2)

j—o00

presque uniformément dans le domaine L.
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